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27^5   Méthodes    de    M.    Fontaine. 

loi.  jyi^  FoKTAiNB  dans  fes  Mémoires  propofe 
deax  mëchodes  d'inrégret ,  donc  nous  croyons 
devoVc  donner  une  idée  aux  commençnns. 

'La  pietniere  méthode  eft  fondée  fur  les  quatre 
théorèmes  fuivans^ 

xoi.   Théorème   !•  V   étant  une  fonSion  ho^ 
mogène  de  plujieurs  variables  y  Xy  y  j  :(^j  u  j  &c 

'^   ia  diffci 


dont  la  dimenfion  foit  e  y  &  la  différence  dV 
Udx^   Ndy-i-  ^di-^qdu.Scc.  (A), 
Tome  /^.  "^ 


A» 
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on  aura  e  V  =  M  x  — I—  N  y  -4-  P  :f  -4—  Q  z;^ 
ipf«  &c.  Si  nous  fubfticiions  dans  V,  jr  -+-  ^jc 
B=  y  au  lieu  de  Xy  y  •+•  rf^  =»  y  au  lieu  de 
y  y  &c.  que  nous  prenions  les  di£férenciellcs  dx^ 
dy,  &c.  proportionnelles  à  Xj  y  y  &c.  (ce  qui 
eft  très-permis),  &  qu'alors  V  devienne  V%  on 
aura  V—  V  «ai£V  &  V,  V,  feront  des  fonc- 
tions femblables  Tune  de  ji:',  y ,  &c.  l'autre  de 
Xy  y  y  &c.  donc  puifque  la  dimenfion  de  V  efl: 
s=sa  t ,  on  aura  par  la  propriété  des  fondions 
fembUbles,  V:  V::  x''x  x'xxy'^  ^y^'.^i' 
1%  &c.  donc  V— V  :  V::a:''  —x^  :  jc^: 
y*  —  y*  \  y^  :  :  :{"  — :f  *  :  :j',  &c.  ou  rf.  V 
V  ::  rf.  ;c*  :  x*  :  :  d.y*  \y^  ::  ^:  :f*  :  :j',  &c.  ou 
d.V  \N  \\  tdx\  X  II  e  dy  :  y  i  i  e  d:i  :  ^y  &c.  (*) 

donc  rfV=2^  V  — j  de  plus  dx  :  x::  dy\  y\\ 

^î-  î  (**)i  donc  ^J^=3^-^;rfî  =  î~i  i/a 

=  «  —  ;  &c.  donc  en  fuWlituant  les  valeurs  de 
rfV  j  dy ^  d:(y  &c.  dans  l'équation  (A)  il  viendra 
^V— =Mrfjc  +  Ny—  +Pr^  ^-  &c. 

X  X  ^       X 

Soit  V=a;c:v  -+-  by:(y  on  aura  dV  =itaxdx 

hyd\  '^b:^dy ;  &  par  le  théorème  eV=3i  V 

=  i^ATx  -+-^j^:{-+-A:j^  ==  laxx  -H  i^JÏ» 


(*)  Car  la  difFércntîcric  de  *'  cft  r**-»  dx}  oitx  "'  do^ 
:  x'  :  :  edx  :  X. 

(**)  Car  edx  :  X  ::  edy  :  y  ;  donc  en  divifant  les 
antécédents  par  ty  dx  x  x  i  :  dy  :  y. 
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Il  eft  vifible  aufli  que  dans  ce  cas  en  fuppofant 

faifant  de  plus  x  :  dx  'ly  ^ dy  \\'[\d'[^on  aura 
V  :  V  ::  ax? xf  -^  ^yW  '^  ^x x  ^  by^ii  x^ x*  : 
XX y  &C.  ce  qui  n'auroit  pas  lieu  fi  V  n'écoir  pas 
une  fonâion  homogène  par  rapport  aux  variable» 
x,y,  \z  ainfi  fi  v  étoit  =  ^zx  -+-  ^^;f ,  o» 
n  autoîr  pas  a  x'  -H  hy^  :f'  :  ax-^byrw^^é  : 

XXI  <^^  ^y  î*  •  ^y\  •  •  y  y  •  y  y  ''  "'  X  X*  i  XX  ; 

xnaîs  ax^  n'e&  pas  à  iZA:  comme  x'V  :  xxi 

On  peut  néanmoins  rendre  le  théorème  géné-^ 
lal  au  moyen  d'un  paramètre  p ,  qu'on  pourra 
regarder  comme  l'unité  (qui  eft  une  quantité 
arbitraire)  &  qu'on  traitera  comme  conftant  ou 
comme  variable,  fuivant  lebefoin.  Si,  par-exem- 
ple ,  on  a  V  =  tfA:-+-A^!f,on  fera  V  :=  apx 
-h  by  ^ ,  foncftion  homogène  de  deux  dimenfions. 
Ainfi  on  aura  dV  =^  axd  p  ^  apdx  ^  b7[dy 
'Jfbyd'[;6c  par  le  théorème  ,eV==2V  =  ifl/?Ar 
-^  1  Ay:j  =  iû  AT  -4-  2  ^Jï  en  mettant  i  au 
lieu  de^. 

£n  général  fi  V  eft  une  fonâion  de  dimen- 
fion  c  par  rapport  aux  variables  x  ^  y  y  îf ,  &c, 
&  que  dans  le  cas  où  cette  fonction  n'eft  point 
liomogène  par  rapport  à  ces  variables ,  on  intro-- 
Antfe  le  paramètre  p  dans  les  termes  qui  n'ont 
pas  la  dimenfion  c  par  rapport  à  ces  variables 
•*■  »  ^  >  î  î  &c.  on  aura  eY7=±lAx'^^y 
-f-  Pf  >  &c.  -4-  T p.  Donc  fi  on  fait  dW  =  o, 
on  aura  Mdx  H-  Ndy  H-Pi/:j,  &<:•  '+-  T dp 


wm 
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SES  n'  yOnj3iUT2,  rfx-h  a  dy^^  b' d^^ôcc.  '^n'dp 
9SiOy  les  coefficients  a\b\  &c.  étant  tous  de 
dimenfion  nulle  par  rapport  aux  variables  x^  y  ^ 
6cc.  8c p.  Si  Ton  fait  p  conftante ,  on  aura  rf/?  a=  o  3 
&  réquation  deviendra  dx-^  cl  dy-^  h  d'[^  6cc. 
9SS  o  9  les  coefficients  a^  ^  b\  &c.  reftant  les 
mêmes. 

Soit  propofé  d'intcgret  TéquAtion  dx-^  kdy 
«4-B</:f,-+-Crf«-+- &c. s=  o.  Suppofons  d'aborij 
que  les  coefficients  A ,  B ,  &c.  (oient  des  fonc« 
tions  homogènes  de  dimenfion  nulle  par  rapport 
aux  variables  x^y j\y  &c.  la  queilion  fe  réduit 
a  trouver  la  fon£bion  V  de  ces  mêmes  variables, 
dont  la  différence  eft</V=Mrfx-+-N(/j/ H- P(/r 

-h  Q  if  tf ,  &c.  telle  que  Von  dit  d  x  -^  -^^  dy 

p 

^  dij,  8cc.i=^dx+   A  dy  ^   B  d^j  Sec. 


M 

ou  telle  que  1  on  ait  ïf  =  A ,  j^-  =  B ,  j^- 

=  C,  Sec.  donc  on  doit  avoir  dV  s=z  Mdx 
-+-  îidy  -h  Pd^j  Sec.  =  Mrfx  4-  MAdy 
-H  M  Brfif,  Sec.  M  étant  une  fondkion  homogène 
&  inconnue  des  variables  x^y^  Sec. 

Suppofons  que  la  dimenfion  inconnue  de  la 

fonûion  V  foit  s=  e  ,  on  aura  par  le  théorème 

premier  eY  =Ma:  -+-MA^  4-  MB:f-+-  Sec. 

-         jfl[V l  él  ■    •         ' j^ 

7V  ^*     y  jc  -f- Ajr  -H  Bf.&c. 

A  ,  B  , 


B^Ay-HB{,&c*    -^       jr -4- Ay -+- Bf,  &c. 

-h  &c.  &  en  intégrant  de  part  &  d'autre ,  il 
viendra  —  L.  V  =  §•  ( : — T-î — TT^^ 
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i^ 


dy  4-  &c.  \    Lorfqu  on 


jc-l-.  Ay -H  B;[,  &c. 

aura  trouvé  par  certe  intégration  la  valeur  de 
V ,  on  la  fera  =  A'  conftaiire  arbitraire ,  &  te 
problème  fera  réfoluj  car  en  faifant  V=A', 
on  aura  rf  V  =  o  =  M  rf;c -+-  M  A  rf^  •+-  M  B  rfij , 
&c.  &  en  divifant  par  M,  on  trouvera  l'équation 


propofée  ix  4-  Adfy  -f-  B</;f ,  &c.  =  o.  Si  e 
=  G ,  c  eft-i-d/re ,  fi  la  dimenfion  de  V  étoic 
uaWe,  on  auroit«V  =  o  =  Mx-+^MAj-h&c. 
2=  o ,  ou  eu  divifant  par  M,  ;c-4-A^-4-B:{> 
&c.  =  o. 

Si  les  coefEciems  A ,  B ,  C,  &c,  ne  fanrpoint  des 
£)nâions  homogènes  de  dimenfion  nulle  par  rap- 
port aux  variables  a:,  j,  :f  ,  &c.  en  inrroduifaric 
le  paramètre  p  y  on  les  rendra  de  dimenfion  nulle 

Îiar  rapport  aux  quantités  x^yy  :f ,  Sec.  &  p.  Et 
uppoiant  qu'alors  l'équation  propofée  foit  de 
cette  forme  dy  -{r  a*  dy  ^  V  d/^i ,  &c.  -+-  ri  dp 
s=  o ,  dans  laquelle  les  coefEcients  a\  b\  &c. 
font  de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  quanti* 
tés  Xyyy  T^y  8cc.  py  k  qucftiou  fera  réduite  i, 
trouver  une  fonâion  V  des  mêmes  quantités, 
dont  la  différentielle  Mdx  ^  Hdy  r^  Sec.  di-» 


N 
vifée  par  M  ^  ou  dx  ^  xT  ^y^  &^«  ^oit  =5  dx 

T 
^  éJdy^  Sec.  •+•  Ti  dp.  En  fuppofant  rr-  =a;2*^, 

N 

.&/7 confiante  ,  ou  ^^  =  o  ,  ou  zMi^dx  •+•  jj  dy^ 

N  P- 

&c  =  rfjc  -4-  iz'rfy ,  &c.  de  plus  a!  ==  j^,  y =~^ 


&c.  aiiifi  la  différence  rfVs»M</x-hN  dy,  &c 

A  3 
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T 
4-—  dp,  fera  =s=îM</x  4-  Mû'i/j-+-  M^V:^, 

&c.  •+-  M  /î'  rf/?.  M  &  «'  font  des  fonctions  ho- 
mogènes de  X,  &  ^^  &c«  &  /;•  Mais  M  eft  une 
fpnâ:ion  qui  peut  n*être  pas  de  dimendon  nulle, 
au  lieu  que  n*  éft  certainement  de  dimendon 
nulle^  En  fuppofant  que  la  dimenfîon  de  V  efl: 
/,on  auraeV  ==  Mx-\-Ma'y  -+-&c.  +M/2'/?, 
I    dV  I 

<      V  *  -i-  tf  y  -+-  ^  {  ,   &c.  H-  /l'p 

dy  +  &c.  donc  en 


intégrant.  &  faifant  x  -+-  a  y  -^  b\y  Sec.  ^^np 
s=  F ,  on  aura  —  L.  V  =  S.  (  y  dx  +   —  dy 

Y  ^li  ^^*  +  Y  ^PJ*  Lorfqu'on  aura  trouvé 

par  cette  intégration  la  valeur  de  V  ,  on*  la  fera 
=  A'  confiante  arbitraire  ,  &  le  problême  fera 
réfolu.  On  ne  peut  trouver  Tintégrale  dont  nous 
venons  de  parler,  qu'en  connoiffant  n\  Si  la  di- 

menfion  e  etoit  nulle,  on  auroit  n  = ^ 

P 

par  réquation  eV  =  Ma:  -+-  Ma^y;  &c.  mais 
cette  valeur  de  n'  rendant  F  ;=  o ,  ne  peut  nous 
fervir  ;  il  faut  donc  en  trouver  une  autre.  On 
y  parviendra  par  le  quatrième  problême  fuivant. 

10 j.  Théorème  IL   Suppofant  que  V  eji  une 
fonZion    des   variables  x  ,   v  >  :|[  ,   &c.   on    aura 

d.S.ydx  Q  dV  ,  ,  ^  ,  j.  ,  j.r 
' =«  Oé  —  dx^  c  ejt'à'dire  j  que  la  dit^ 

dy  dy  ^  * 

férençe  de  S.V  dx  prife  en  ne  faifant  varier  que  y 


iSmmJkÊm 
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&  diyiféc  par  dy  ,    cfi  égah  à  fintégralc,  du  pro* 

duk    de    la     différence    d  V  prife    en    ne   faifant 

ycaxtr  que  y  ^  divifantpardy  ,  &    multipliant  U 

réfultat  par    d  x.    C*eft   une   fuite   de    ce  qu  on 

a    démontré    ci  -  devant    (  90  )    que    dS  Ad  x 

S{dK)dx        _         ,         d.(SAJx) 

=1  dy ; .     Car    alors =a 

'^  dy  dy  _ 

S{,dh)dx 

10^.   Théorème    llî.     V  étant   toujours    une 

fonSion  des  variables  x  ^  y  ^  :f  j  &c,  telle  que  l'on 

ait  dV  =^Mdx  -+>  N  dy  •+•  9  d:[ ,  &c.  on  aura 

dhi 
les  équations  de  condition  -- —  = 

dVL <fQ     ifN rfP     <fN^ 

du  dx       d^         ày      du 

&c.  (*)    C'eft  une  luice  de  ce  qu'on  a  dit  ci- 
deflas  (89). 

105.  Théorème  IV,  Dans  la  même  fuppojt» 
iîon,  en  faifant  N  =  AM,  P=îBM,Q  = 
C  M  5  &c ,  ce  qui  donne  d  V  =  M 1/ je  —f-  k^dy 
»-f—  B  M  </;{  ,  &c.  j  Ton  aura  encore  les  équations  de 

.   dh       *.  dA 

condition  fuivantes ,  pour  trois  termes  A B  -— 

j  ^  dx  dx 

m 

^  ■  ■'    -  — 

(  ♦  )  L'cxprelTioQ  ,   îndiciue  ouon  a  àiSévcHacïi  N 

CQ  faifanc  varier  Xy  &  quon  a  divifé  par  dx*  L'cxprciCon 

—  ,  indique  la  différentielle  de  M  prife  en  faifani  va*^ 

dj 

xicry,   &  divifée  par^^/^c. 

A   4 


i/N      dM 

d? 

dx  '    di  '^ 

^  dx' 

dQ      d?_ 

-^Q 

dy  -^   du^ 

"-î^ 
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-—  ==  o  :  car  par  le  théorème  pré- 

dj  ày  ^  ^  r 

cèdent  — -  ==  A H  M  —  (à  caufe de  AM 

<iy  dx  dx 

^      dlA  dlA  dB      .dlA^    xi^A 

d^  dx  dx  dx  d^ 

'"  d}A  dB 

5=  B  -— -4-  M  — -.  Si  on  égale  les  valeurs  de 

dy  dy  * 

—  prifes  des  deux  dernières  équations,  il  viendra 
en  tranipolant,  M   (    A  —  H ; -^   )   *|- 

*  \        dx  d[  dy  J 

B   (a \  ==  o   (  P  ).    Mais  par   la 

-    du         du  ^,  d\ 

première  équation ,  A —  =  — -  M  — 

Donc  en  fubftituant  cecte  valeur  dans  Téquation 

(P) ,  &  divifant  par  M«  on  aura  A B  -7— 

*  d  X  dx 

dx        dy 

CoRorLAiRE.  Donc  pour  quatre  termes  }Adx 
AM  dy  '+'  A}Ad^  -+-  C  M  du,  on  aura  les 
trois  équations, 

.    JB         ^   dA     ,      iA  dB 

A- B-—  4--; -j-  ==0. 

dx  dx  dx  dy 

(*  )  On  auroit  po  trouve^  cette  équation  par  le  n^. 
(  100)  ;  car  (î  dans  la  première  équation  de  condition  de 
l'endroit  cité ,  on  fait  A  =  1  ,  A  défignc  dans  cet  endroit 
le  coefficient  de  « ,  on  aura  d  A  =  o  /  &  l'on  en  tirera 
Une  équation  de  condition  qui  fera  la  ménne  aux  coeffi- 
cients prés  ,  que  celle  quç  nous  venons  de  trouver  ;  ^  en 
changeant  les  lettres  elle  fera  cxaâ;emcnt  la  mime. 
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dx 

dC 

dy 

* 

dx 

dx 

dC 
di 

=  o. 

On  trouvera  de  même  les  équations  de  condi- 
tion pour  cinq  termes  de  la  différence  de  V  » 
pour  C\x  ,  &c. 

Problème.  Intégrer  téauatîon  dx  -{^a  dy:=i  Oj 
dans  laquelle  a  efi  une  fonclion  de  dimenjion  nulle 
de  X,  dey  &  d^,  La  queftion  fe  réduit  à  trouver 
une  fonâion  9  de  x  y  de  y  Se  de  p  y  dont  la 
différentielle  en  faifant*/;  confiance,  divifée  par 
le  coefficient  de  dx^  foit  dx^^d dy  =:  o.  Si 
Ion  n'eut  pas  fait  dp=zQy  on  auroit  en  dx 
-4-  a  dy  H-  n  dp  ==  o  \n  étant  une  fondtidn 
de  dimenfion  nuUe  de  x  de  y  6c  de  p  qui  eft 
inconnue  ;  &  fi  Ton  n'eût  pas  divifé  par  le  coef- 
ficient de  dx  que  je  fuppofe  ==  n^  on  auroic 
exi  ndx  -4^  n  a  dy  -H  n  n  dp  =  o  j  n  étant  une 
fonftîon  homogène  de  a:  ,  de  ^  ,  &  de  /? ,  qui 
eil  au/&  inconnue.  En  fuppofant  que*  la  dimen- 
fion  de  /Tz  eft  c=:  e  ^  on  aura  (  par  le  premier 
théorème  )  cm  =znx  ^  na' y  ^^  nn' p ;  donc 


dm  1  d 


f 


n 


falfant  F  =  a:  H-  d y  -H  n  p  ) ,  &  en.  intégrant , 


ne 


sagîr   donc   plus  que  de   trouver  ri .    Or  par  le 
dernier   théorème ,    à   caufe   de    l'équation    dm 

7=:ndx  -t-  ncî dy  -H  nâ dp  ,   on  a  û'  —    — 
dx  dp      iy  ' 
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Poar  rrouver  par  cetce  équation  la  valeur  de  la 
fonâion  n  ,  remarquons  qu'en  faifant  tout  varier, 

on  doit  avoir  (théorème  i*'  )  l'équation  dm  \ 

Kdx  -H  B</^  -4-  Qdp.  Si  en  fuppofant  que  les 
fadeurs  A,  B,  C,  font  fraftionnaires ,  on  réduit 
tous  les  coefficients  au  même  dénominateur  D  , 

on  aura  -^  (  E  rfx  -+-  G  </j  4-  H  rf/  )  =  dm; 

Se  en  divifant  les  fonflrions  E,  G,  H,   par  leur 

P 
plus  grand  divifeur  P,  il  vient  '^  {gdx  -+-  idy 


TU  dp).  Divifant  encore^  &  i  par  leur  plus 
grand  commun  divifeur  Q ,  &  faifant  ^  =  M  Q , 

i  =NQ,  il  viendra  ~  (  MQ(/a:  +  NQ^j^ 

•4-  Kflf/;)  ==  Oj  en  faifant  dm  =  o.  Si  on  fait 

p 
dp  =Oj  on  aura—  (QMrfx  +  NQrfj')  =  o^ 

o\x  dx  -^'-y^dy  =:^  OySc  a  =  ^.  Deplusona 

^ —  =  n  ;  car  en  divifant  tout  par  Q  M ,  il  vient 
MQ  ^  r      ^ 

dx'+'a  dy-^-n  dp  =  o  j  ce  qui  donne  n  = 

;  de  forte  que  M  &  N  font  des  fondions 

homogènes  de  at  ,  de  j'  &  de  ^,  K  &  M  Q  étant 
auffî  des  fondions  homogènes  de  même  dimen- 
fion  de  Xjàty&c  de  p. 

En  fubftituant  ces  valeurs  de  a  &  de  n   dans 
l'équation  (L)  ,  il  vient  NQ  ^  —  NK  ^ 
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qk'^ 

i 

• 

(m 

dp 

O 

-  KM 

dy 

-Qi 

dU 

^  'iy 

0. 

II 


mq4^ 


La  Fon£tion  a'  étant  donnée  ,  on  aura  N  & 
M  ,  en  faifant  N  égal  au  numérateur ,  &  M  égal 
au  dénominateur  de  la  fonâiion  a  ;  (î  de  plus 
Q  écoic  donnée ,  on  troiiveroit  K  par  la  méthode 
Àes  îndérerminées.  L'on  prendroit  pour  K  une 
fondiàn  homogène  de  Xy  y  8c  p,  de  même  di- 
niendon  que  Q^  ^^  P^^s  générale  qu'il  feroit 
poflîble  ,  &  avec  des  coefficients  indéterminés  ; 
on  fabftitueroic  cette  valeur  de  K  dans  Téqua^ 
tion  de  condition  qu'on  vient  de  trouver  encr« 
M,  N,  K,  Q,  &  l'on  détermineroit  les  coeffi- 
cients de  K  par  des  équations  du  premier  degré , 
en  farisfaifanc  à  cette  équation  fuppofée  iden- 
tique ,  comme  on  le  verra  dans  l'exemple  que 
nous  rapporterons  bientôt  :  mais  comme  Q  &  K 
font  des  fonctions  inconnues  ,   on  pourra  faire 
i^>    Q  =    I     pour    avoir    Téquation    de   con- 
,.  .        ..   JK  ^  dN  .  ,  dN  «-  dM 

dirion  N-- K- hM- N 

dx  dx  dp  dp 

M  —  4-  K  —  =  o,  (A).  On  pourra  i^. faire 

Q  =  /?  »  Se  dQ  =1  dp  =1  o'j  8c  en  divifant 
i'équation  générale  de  condition  par/?,  on  trou- 

.,  dVi        ^  dN  /^^^N 

vera  pour  ce  cas,  N--— -^-K- hp(  M-r- 

*  dx  dx         ^   \        dp 

—  M h  K  ——  =3=  o.    3  .    S  il 

dy  dy 

jn'eiure  aucun   radical  dans  M  ni  dans  N  ,  on 


-o 
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pourra  faire  Q  =  û/7  -f-  A  jc  -t-  cy.  4®.  Q  s=  ^^  * 

&c.  Et  Ton  déterminera  les  coefficients  d^fK 
comme  fi  ceux  de  Q  croient  donnés  ,  on  exa- 
minera enfuite  quels  doivent  être  les  coefficients 
de  Q  pour  qu'il  n*y  ait  point  de  contradiction 
dans  ceux  de  K. 

Mais  s'il  entre  des  radicaux  dans  les  fondions 
N,  M,  après  avoir  eflayé  les hypothèfes  de  Q=  i 
&  de  Q  =;  j?  j  on  fera  entrer  ces  radicaux  daas 
les  valeurs  fucceffives  de  Q  &  de  K  comme  autanc 
de  nouvelles  variables ,  &  de  la  manière  la  plus 
générale  qu'il  fera  poffible. 

Soit    propofé    d'intégrer    l'équation   dx    ^ 
.  dy  s=s  o.  En  luppolant  Q  ==  i  • 

,  ap  -^  èx  -+-  cy     ^. 

on  aura  a  == ^  N  t=s  ap  +  ùx 


cy  ^  U  =  ep  -{-fx^  gy  j  K  =  Ap 
H-  Bjc  H-  Cy  j  les  coefficients  A  ,  B  ,  C,  étant 

^N  ,    dN  du  dU 

inconnus,  —  =  b,—  =  ^.  ^J^  =  ^^7^ 

s=  tf  j  -—  ==:  B  ,  -7-=C,  &  en  fubftituant  dans 

dx  dy 

l'équation  (A)  de  condition ,  nous  aurons  {ah 
~eC  — *A+^A)/?H-(— 3tf  — /Ch-^B 
+  af)  x-h(cB  —  ce-^ag  —  ^C)^  c=5  0j 
mais  cette  équation  ne  fauroit  fubfifter  dans 
toutes  les  fuppofitions  des  valeurs  de  x  &  v^  à, 
moins  que  les  coefficients  de  ^ ,  ^  & ^,  ne  foient 
chacun  »  o  j  donc  «B  —  eC  -^  bA  Hh-  g  A 


«■^■MM^BMHM^HMMMHIMBHaMMiaHMrik 


C  A.  L  C  U  L     I  NT  e'  G  R  A  L.  Ij 


=  O  ^  bc  —  /C  -+-  af  ^  gB  s=  O  ,  C  B 

^-cc—V-  flg—^  A  C==o.  Regardant  maintenanc 
AjB,  C,  comme  trois  inconnues,  on  trouvera 
fat  \e   moyen   de  ces   rrois    équations    A   =3 

C  =  ^ 7 T .   Subftituant  ces 

valeurs  dans Véqaation &=  A/^  +  BjcH- C j^ 

&    en/aire  les   valeurs   de    M   &  K   dans    n 

K  K 

rjf,  i  caufe  de  Q  :=:  i ,  nous  aurons 


QM  M 

[-  ^  (*.^  -  ^/)  •+-  (/{ce  -^  ag) 
6ic—af))x^(g{cc^af)^c{b€ 

af)^y]'^{^f-l>g)^{cp^fx^gy).{^) 

Reprenons  maintenant    Tcquation   —  L.  m 

^  S  (^  ^  dx  -^  ~  dy  -Jr  Y  ^p\y    ^^  ^ 

intègre  cette  équation  en  regardant  \^.  x  feule 
comme  variable;  ^^»  y  feule  comme  variable; 
3^«  p  feule  comme  variable  ,  &  en  ajourant  à 
VVntégrale  dans  le  premier  cas  une  fondlion  de 
y  te  de  p  (  parce  que  dans  ce  cas ,  on  regarde  y 
Se  p  comme  confiantes  )  que  nous  défignerons 
par  f  [y  Se  p)  ;  dans  le  fécond  cas ,  une  fonc- 
tion arbitraire  de  ;v  &  de  /^ ,  que  nous  défigne- 
rons par  f  {x  Se  p)  y  dans  le  troifîeme  cas  une 
fonâion  arbitraire  de  x  &  de  ^  que  nous  repré* 
fenterons  pat  f(x  Se  y),  nous  aurons 

C*)  ÏX5  deux  points  indiquent  une  divifîon. 
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=  s(y<ij.)-4-/(*&p) 
=  s(4^i')H-/(*&>') 


—  h.  m 

€ 

•^  L.  m 

e 


Ces  intégrales  doivent  être  égales  entr'elles ,  & 

chacune  étant  différenciée  ,  doit  rendre  la  propofée. 

Lorfqu'il  entrera  des  fltdicaux  dans  a\  au  lieu 

de  l'équation   dx  -{-  a  dy  ^=  o  y  on  écrira  dx 

ady  '•^^  ri  dp  =  o,  prenant  la  valeur  de  t! 


dans  la  fuppofition  que  la  dimenfion  e  de  V  cil 
rs=  o^  On  égalera  le  radical  qu'on  veut  faire 
difparoître  à  une  fonfbion  rationnelle  &  homo-* 
gène  èe  p ^  Xyy  y  &  d'une  nouvelle  variable  if, 
&  choififfant  cette  fondlion  telle  qu'on  puiiie 
avoir  p  o\i  x  o^i  y^  par  une  équation  du  premier 
degré.  Suppofons  que  ce  foit^  que  l'on  ait  ainfi: 
en  différenciant  &  faifant  varier  a:,  y  &  ç,  on 
aura  dp  ;  fubftituant  les  valeurs  de  dp  Se  de  p^ 
au  lieu  de  l'équation  entre  x^y^p^dx^dy-y 
dp  y  on  aura  une  équation  entre  at,  y,  \y  dxy 
dy  y  d:[  dans  laquelle  il  y  aura  un  radical  de 
moins.  Lorfqu'on  aura  intégré  cette  équation 
(qu'on  pourra  intégrer  fi  Ton  veut  en  fuppofant 
dxy  ou  dyy  ou  dy[^=Oy  par  une  méthode  dont 
on  parlera  dans  la  fuite  ) ,  on  cbaflcra  ;f ,  &  l'on 
aura  la  vraie  intégrale  en  p  y  x  Se  y.  Ceux  qui 
voudront  en  favoir  davantage  fur  cette  méthode, 
peuvent  confulter  Touvrage  de  M.  Fontaine. 
Paffons  a  fa  féconde  méthode* 

20^.  TouTB  équation  différentielle  ou  intégrale 
qui  ne  «oMÎenc  ni  foaâions^  tranfcendantes ,  ni 
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ly 


({énominatears ,  ni  radicaux,  eft  dite  rationnelle ^ 
algébrique  &  entière. 

On  peat  délivrer  toute  équation  de  fes  déno- 
minateurs y  en  multipliant  Tequation  par  un  mul'> 
tiplicateur  divi(ible  par  tous  les  dénominateurs , 
ce  qui  eft  évident  :  or  il  eft  facile  dans  tous  les 
cas  de  trouver  un  tel  multiplicateur ,  qui  tout  au 
plus  fera  égal  au  produit  de  tous  les  dénomina- 
teurs. 

Si  /Vfqaation  propofée  renferme  des  puiflTances 
dont  les  expofans  foient  négatifs  y  en  faifant 
pafler  ces  puidânces  dans  les  dénominateurs ,  on 
les  rendra  pofitives  ,  Se  enfuite  on  pourra  dé- 
barrafTer  l'équation  de  dénominateurs. 

Si  une  équation  contient  dès  radicaux ,  on 
pourra  l'en  débarrafTer  dans  quelques  cas  fans 
augmenter  le  nombre  dies  variables;  ainfi  fi  l'on 

avoir  l'équation  ayy/x*  dx  —  bxdy  ^=^  o ^  en 

faifant  Vjc=^,  onauroit  x^s=s:[^:[^dx  =  i^rfç, 

dxVx  =   i:j*</:f  ;    &    l'équation    deviendroit 

^^yii?id:[-^  b:[^:[dy  =  o.  Mais  on  pourra  l'en 

débarrafler  dans  tous  les  cas  en  égalant  chaque 
radical  i  une  nouvelle  variable.  Si  l'équation 
contient  des  fondions  tranfcendanres  ,  ou  des 
imcgTales  fous  le  figne  d'intégration,  on  pourra 
toapurs  Ten  délivrer  en  égalant  ces  fonctions  à 
de  nouvelles  variables.  On  pourra  aufli  quelque- 
fois /aire  difparoître  les  fondions  intégrales,  en 
difiPérentiant  l'équation.    Si   l'équation  propofée 

étoit  a  dx  S.  y  dx'^^b  x^dy  ^=^0  y  on  aoroit  S.ydx 

e=s  — -—-i  donc  en  dîfférentiant  ^2&  faifant  dx 
adx 
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^  ,  xbxdxdy  '^  hxxddy 

conftante ,  on  aura  y  tf  ^  s= -— i 

•^  adx 

&  aydx^  —  ibxdxdy  --^hx^ iiy  vstt  o. 


Il  n'y  a  point  d'équations  finies  algébriques  » 
entières ,  rationnelles  &  homogènes ,  qu'on  ne 
puiflTe  exprimer  par  quelqu'une  des  fuites  fui- 
vantes. 

kp  -4-  Bat  =  o. 


Aj?*H-B/ix  "^-Qx 


o. 


i"«  fuite.' 


A;?4  ^-B/7  J  AT -l-C/?  *x  ^  +  D/JC  5 

Ex^=  o, 
&c.  a  l'infini. 


1*  fuite. 


Kp  -I-  Bat  -h  C^  ç=  o. 

A/7^  +•  Bpx  ■+-  C/7^  4-  Dx* 

+  EAr>'  +  Fj^*==0.  (V) 

A/;^  H-  B/i*jc  -I-  C/7*j^  -h  D/AT  * 
H-  Epxy  -4-  ^py^  ^  G  a:  ' 
4- H  jc  * j^  -h  1  a:  y  ^  4-  K^  '  ==  o. 

A/74^-B/7JAr+C/7^^  +  &C.  =  0, 

&c.  à  l'infini. 


o. 


3*  fuite. 


A/^H-Bat+CjH-Dîs 

A^^  +  B/?Ar  4-  C/j  4-  D/^if 

-hEA:^  +  Fxj^4-Gj^*4-  VLx^ 

I>'?  +  Kç^  =  o. 
A/7 J  H-  B/^^AT  4-  &c.  =  o. 
&c.  à  l'infini. 


r  A/7-|-Bjif-hCj'4-D:(4-Ett  =  o. 
4«  fuite.  <  Ap  *  -+-  B/7  x  -+-  &c.  s=  o. 
(^  &c.  à  rinfini. 

5*  fuite 

&c.  à  TinfinL 

6«  fuite^ 


MMMMMMiaaMMflMWtaiMftMMMaMnriil 
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6*  faite.    >     ^      ••     t,     •     •     »     •     >     ^     « 

&€.  à  rinfini. 
&c.     •     •     •     &c.     .     ..     k     &c.    «     •     • 

En  continaant  de  mîme  on  trouvera  toutes  les 
laices  qui  (bût  des  fondions  rationnelles  »  entie- 
l:es  &  homo^èAes  d'un  nombre  quelconque  de 
variable^  »  lelauelles  renfermeront  toutes  les  équa* 
tiens  Yatîonneiles ,  entières ,  homogènes  &  finies» 
Les  coefficients  A,  B ,  C  ,  &c.  défi^nent  des 
iconftanre^  od  o,  &  p  eft  Tunité  arbitraire  qui 
jfêrr  à  conferver  lliomogénéïté  dans  les  termes 
<Ie  chaque  ioite. 

aoy.  PovR  intégret  une  équation  ditferefltielle» 
entière ,  rationnelle  &  algébrique ,  on  pourra  la 
comparer  avec  les  difFérentielleîi  des  fuites  ci* 


deâos.  Ainfi  pbur  intégrer  Téquation  i/A:«-|^  x  dy 
"^xxdx—'iydy  tsEz  ô,  je  la  compare  avec  la 
différentielle  de  la  fuite  (V)  qui  eft  Bpdx 
Cpdy  -4-  1  Dxdx  '-i^  Èydx  *-4*-  Exdy 
xVyiy  sàt  o.    La  comparaifon  me  donne 

B/>  œ   I  ,  Cp    SES    1,10=—  »,Es=cO, 

z  F  âss  —  3  ;  donc  Vihtégrale  fera  A  /;  *  —I—  x 
-4—  2^  — •  jt*  —  |-^*  sa:  o^  quî  eft  complette> 
parce  que  A  eft  une  confiante  arbitraire.  Si  on 
pcopoA>ir  d'intégrer  l'équation  différentielle  du. 
fécond  ordre  dx  *  -+-  i  i/>  *  H-  ty  ddy  =:  o , 
dans  laquelle  d  x  e^  fuppofé  confiant  (  lorf* 
qu'il  s'agira  d'intégrer  par  cette  ipéthode  une 
équation,  on  fera  toujours  dx  confiant)  ;  je  la 
compare  avec  la  féconde  différentielle  de  la 
fiiire(V)  qui efl  C/> rfij' -H  1  DrfAT » -H  1 E  <y  rfx 
H-  Ex  ddy  -4-  iVdy^  H-  xVyddy  =  o, 
dans  laquelle  >  comme  il  efi  aifé  de  le  comprendre ^ 
Tome  r.  » 
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on  a  fuppofé  dx  coiiftant.   La  comparaifon  donne 
Ç=o,  zD=  I  ,  E==:o,  zF  =  2,  &  Tin- 


AT* 


tégrale  finie,  fera  A/?  *  »+-  B/^at'—H ï">'y 

tf=  o ,  dans  laquelle  A  &  B  font  deux  confian- 
tes arbitraires»  On  ne  doit  pas  s'ctonner  fi  Ion 
trouve  B/7  x  dans  l'intégrale  ,  parce  4ue  la  fup- 

{>ofition  de  ^v  conftant  avoit  fait  difparoîrre 
e  terme  qui  auroit  contenu  B ,  &  qui  auroit  été  . 
B/  ddx,.,  lequel  s'eft  évanoui  à  caufe.de  ^rf^  =  o. 
Nous  fuppoferons  que  dans  la  féconde  fuite 
d'équations  ci-defius  ,  les  coefficients  confi:ants 
A  ,  B  ,  C  ,  &c.  défignent  des  fondions  d*un 
nombre  arbitraire  /z,  s'il  s'agit  d'une  équation 
aux  premières  différences  j  de  deux  nombres  arbi- 
traires «,  /«  ,  s'il  s'agit  d'une  équation  aux  fé- 
condes différences  ;  de  trois  nombres  arbitraires 
« ,  m  ^  tri  i  s'il  s'agit  d'une  équation  aux  troi- 
fiemes  différences ,  &c. 

Cela  pofé,  prenez  une  dé  ces  éqttations ,  celle 
du  premier  degré  ou  celle  du  fécond ,  ou  celle 
du  ttoifieme  ,  &c.  fubftitués  au  lieu  des  coeffi- 
cients indéterminés  A,  B,  C,  &c.  des  fondions 
de  /z  à  votre  choix  ,  vous  aurez  une  équation 
qui  fera  l'intégrale  d'une  équation  aux  premiè- 
res différences.  Pour  avoir  cette  équation  dont 
vous  avez  l'intégrale;  différenciez  cette  intégrale, 
vous  aurez  deux  équations  ,  éliminés  n  y  8c  l'équa- 
tion qui  reftera  entre "jc  ^  y  y  p  y  dx^  dy  y  lera 
celle  dont  vous*  avez  l'intéçrale. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  A/?— f-»Bjc 
Çy  ==  o  ,  &  faifons  A  ==  i  —  n ,  B  =31, 

=s — ,  il  viendra  l'équation  (  1  —  n  )  /? 


«WMMMMMH 
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•+-  2  je  -+- y  ===  o ,  qui  fera  l'intégrale 


ff 

d'une  équation  aux  premières  différences.  Afin  de 
connoicre  Cette  équation  différentielle,  difFéren- 
cîAis  cette  intégrale  pour  arôir  1  ndx  -+- 
(2  — •  ^n)  dy  =:=r  o  j  prenant  la  valeur  de  n  dans 
cette  équation  ,  &  la  fubftituant  dans  Téquation 
précédente  ,  on  aura  après  les  opérations  ordi- 
naires ,  ipdy*-  -4^  loxdy^  -^  loydxdy 
—  tpdxdy  —  J^xdxdy  r4-  ^ydx^  =  à  , 
tqaâtion  dont  l'intégrale  eft  {i  ^^^n)  p  •^—  2  x 

y  s^st  o.  Suppofons  maintenant  qu'i 


jt 

la  pkce  ^ts  coefficients  À ,  B ,  C  >  &c.  on  fub- 
ftitue  des  fondions  arbitraires  de  iz  &  de  m  dans 
l'équation  (  V  ) ,  qu'on  faffe  par  exemple  A  s=  j , 
6=2^90  =^  71.-—  7»  ,  D  ==î  o  ,  E  ==  } 
—  ztriy  F=:  —  /ïi/2,  pour  avoir  l'équation  3 ^  * 


xnpx  -+^  (  /2  -*-  OT  )  /7JK  -4-  (  5  —  »  '^  )  ^J 
—  n/iijf^=5  0,  qui  fet^ Vijrttégrale  d'une  équa- 
tion atiz  féconde»  différences.  Pour  avoir  cette 
équation  aux  fécondes  différences ,  je  différencie 
cette  inr^rale  deux  fois  )  la  première  différen- 
ciation donne  tnpdx  -+-  {n  —  m)  pdy  -+- 

(5 — xm)xdy^  (j  ^--'%ni)ydx — mmy^y 

==  o  ;  &  la  féconde  donne  (  n  — ^  m  )  p  ddy 
-4-  (  î  — T  r-m)  xddy  -4-  2  f  3  —  im)  dxdy 
— -  xnmyddy  —  2/1/72 rfjy'*  =  o,  (*)  Chaflez 
les  nombres  n  Se  m  de  ces  trois  équations ,  &c 
l'équation  qui  téfultera  entre  ^^y  y  p^dx  y  dy  y 
ddy  y  fera  celle  doqr  il  s'^^t. 

■a^— da— i^<é^— i»^w*— iéi"*»^— 4*Tè     ■  t     t  i iiÉi*Hw— *— *— < 

(  *  j   Oâ  ftfpoft  d^  cenftaiic. 

B  2 


MV 
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Si  aa  lieu  de  A,  B,*C,  &c.  on  fubfticue  dans 
la  inème  équation-  (V)  des  fonctions  de  «,  de 
m  Se  de  /n  ;  on  aura  une  équation  qui  fera 
l'intégrale  d'une .  équation,  aux  troifiemes  difFc- 
rences.  Pour  avoir  cette  équation  aux  troifiemes 
différences,  on  différenciera  cette  intégrale  trois 
fois  «  &  l'on  aura  quatre  équations ,  defquelles 
chalTant  /i,  m.,  m\  Téquation  reftante  entre  x^ 
y  y  /? ,  dx  y  dy  ^ddy  y  d^  y  ^  fera  Icquatiop  aux 
troifiemes  différences  dont  vous  avez  l'intégrale. 

Pour  avoir  l'intégrale  d'une  équation  difFéren- 
cielle  donnée,  les  valeurs  des  coefficients  A,  B» 
&c.  (  dans  la  formule  qu'on  choifira  )  en  72  fi 
c'eft  une  équation  aux  premières  différences,  ea 
n  8c  m  Cl  c'eft  une  équation  aux  fécondes  diffé- 
rences  ,  &c.  doivent  être  telles  que  l'on  arrive 
de  cette  intégrale  à  la  différentielle  propofée. 
De  mcfne  que  pour  chaque  intégrale  il  n'y  a 
u'une  feule  équation  aux  premières ,  aux  fecon- 
es ,  aux  troifiemes ,  &c.  différences  dont  elle  foie 
Finrégrale  ^  pour  chaque  équation  aux  premières 
différences  ,  il  n'y  a  qu'une  feule  équation  ea 
Xy  y,  p  8c  riy  qui' en  foir  l'intégrale  j  pour  chaque 
équation  aux  fécondes  différences ,  il  n'y  à  qu'une 
feule  équation  encre  x^'y^p^nicmy  qui  en 
foit  l'intégrale  ;  pour  chaque  équation  aux  troi- 
fiemes différences,  il  n'y  a  qu'une  équation  entre 
x^y^p^n^micfriy  qui  en  foit  Tintégralé ,  &c. 
cette  intégrale  peut  fe  préfenter  fous  une  infi- 
nité de  formes  différentes;  mais  ce  fera  toujours 
effentielïement  la  même  équation. 

Si  l'on  a  l'intégrale  d'une  équation  aux  pre^ 
mieres  différences;  &  que  l'on  détermine  n  en 
faifant  par  exemple  n  s£=  o ,  ou  ;z  ss  5  y  &c« 


3 
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réqaation  qui  en  réfalrera  ne  fera  pas  Tinrégraie 
de  réqaacion  propofée  aux  premières,  différen- 
ces ,  mais  elle  ^la  un  des  cas  de  cette  intégrale  ; 
il  ea  eft  de  même  des  équations  aux  fécondes 
diftécences  9  aux  ^  croiâemes ,  &c.  i  chaque  fois 
qu'on  détermine  un  des  nombres  n  ^  m  y  6cc. 
réquation  réfultanre  n*eft  plus  qu'un  des  cas  de 
rintégtale  :  fi  par  >  exemple,  on  fait  n^s=z  i  dans 


^ —  5  « 


rintégtale  ■(  1  —  ;2  )  /?  -^  1  Jt  ■+- y 


o 


de  Véquatiofl  }  pdy^-^io  xiy^  —  loydxdy 
—  zpdxdy  —  j^x d X dy-^r^y dx^  ^:^o . .  .{fi):^ 
réquation  ax— }^=^o^  que  vous  aurez  par  cette 
fttppofition ,  ne  fera  pas  I  intégrale  de  cette  équa« 
tien  aux  premières  différences ,  c'eft^â-dire»  que    • 
réquarion^ différentielle   xd4c  -^  i  dy  :=:^o  j  ne 
fera  pas  la  même  que  Téquation  (  H  ) }  mais  Tcqua^ 
tion  a  jc  — •  j  3^^=  "^  fera  un  des  cas  de  l'intégrale 
complette  de  l'équation.  (  H  ) ,  c^eft-à  dite  ,  fi  1  on 
prend  la   valeur  xsssz^y  que  donne  l'équation 
XX  —  iy=^^  >  po"r  avoit  i  ji:«=  f  dy  j  &  qu'on 
fubftuue  les  valeurs  de  jc  &  de  dx  dans  réqiïàtion 
(H},  celle-ci  fera  identique  :  en  effet  elle  de- 
viendra ipdy^-^  ^^ydy  ^^^  ^Sydy  *•-*  ip  dy'' 

—  9y^y^-^9y^y^^  —  o. 

208. Pour  chaque  équa'tidn  aux  fécondes  diffé^ 
lences»  on  peut  avoir  ileux  ii;^ti4gtales  aux  premie-» 
res  différences  ;'  car  après  avoir  différencié  une 
fois  feulement  Tintégrale  d'une  équation  aux  fi> 
condes  différences ,  on  pourra  chaffer  le  nombre  n  » 
oa  le  nombre  m ,  Sç  par  conféquent  ayoir  une  équa- 
tion aux  premières  différences  dans  laquelle  il 
ne  teftera  que: m,  £:.juae.  autre  équation  dans 
laquelle  il  ne  reftera  que  /z  ;  &  chacune  de  ces 
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équations  fera  égalettient  Tintégrale  de  réquarioti 
aux  fécondes  différences  que  l'on  auroit  en  dift^ 
fcrencianc  l'incégrale  deux  fois,  &  en  climinauc 
nScm*  Par  k  niçme  raifon  ,  pour  chaqhe  cquar 
tion  aux  troiûemes  différences  j  on  aura  «ois  in* 
tégrales  aux  fécondes  différences ,  celle  dans  la- 
.  quelle  il  ne  reftera  que  le  nombre  n  ,  celle  d|ans 
laquelle  il  ne  reftera  que  le  nori^bre  m ,  &  celle-qui 
ne  contiendra  que  le  nombre  m  ,  &c. 

Ordonnons    l'équation  (  i  — •  n  )  p  -+•  xx 

^■^T-  y  :^=i  o  .  • .  . .  (  T.)  -par  rapport  i 


n ,  pour  avoir  nn  — «. —  —  —  »  oc 

fonâion  de  dimendoii  nulle  de  p  j  de  x  Se  de 
y  {*).  En  différenciant  l'équation  (  T  )  ,   nous 

aurons    idx  -+-  dy^=sOy  ou  ^Ar-H 

« 

a^  d  y   s=r  Oj  en  faifanc   a     =  •   Si 

•^  m 

on   n*eût    pas-   fait   dj^  ==  o  ,    on   auroit .  eu 

Téquation  d  x  -f-  a  dy  -+-  r J  dp 

er  o  ,  comme  on  peut  le  co  iclure  de  ce   qu'on 

(  *  )  J!  cft  'facile  de  fubftitucr  à  la  place  des  coeffi- 
cients A  ,  B  ,  &c.  d'une  formule  propoféc  ,  des  fondions 
de  /t  celles  que  l'on  aie  e&fiiice  n  égale  à  one  dimenfioo 
cilillc  de  X  t  y  9.  p*       * 


Calcul    inte'gral.  23 

a  dit  ci-devanc  (3^02).  Si  oft  n'eût  pas  dtvifé  par  le 
coefficient  de  dx  y  que  nous  ferons  s=^  h^  &  qu'on 
n'eue  pas  fait  la  fonâion  V  =  q  ,  on  auroit  eu 
hdx  -4—  h  n  d^  =  dV  y  rî  ,  h^  étant  des  fonc« 
tiens  de  dimenlion  mille  de  />,  jt  &  y.  On  peut 
toujours  fuppofer  V  de  dionénfion  nulle ,  puifque 
Ton  peut  la  roultipUet  ou  la  dlvifer  par  p ,  jus- 
qu'à ce  quMle  deviennis  telle.  On  aura  donc 
par  le  ptetniet  théorème  ci-deflus  hx  ^^^  a  hy 
—V-  hn p  r=  o  j   &  par  conféquent  x  -+-  a  y 

^     Sir    '  ~x  —  o!y 

n  p  =  o,  oC  n 


P 

N 
ao^.  Soit  maintenant  l'équation  dx  -4-  rr  dy 

r=  o  ,  M  &  N  étant  des  fondions  de  même  di- 
mennon  de  /  ,  de  x  &  "de  y  ,  qui  n'ont  aucun 
faâeuf  commun,'  &  dont  tous  les  termes  font 
homogènes  &  compofes  de  puilTances  poHtives. 
Si  les  fondions  M  &  N  ne  contiennent  aucun 
radical  ,  c'eft-à-dire  ,  fi  l'équatioii  eft  contenue 
dans  quelqu'une  'des  formules  fuivantes. 

^  f.  xy  ^b6,y^ 

(  ^  )  Les  exprcAons  ^  x ,  ^  s ,  ^  j  ,  &c.  indiquent  les 
coefficients  de  ^  »  de  Xy  ^c  y  ;  de  lorce  auc  à  a  n  efl  pas 
la  même  chofe  que  b^.  Il  en  cft  de  même  des  cxpref- 
fions  y  I ,  y  X  ,  &c.  Il  cft  aifé  maintenant  de  comprendre 
U  Ceaiiicatîon  de  d  i ,  â  1 ,  a  ) ,  &c.  a'i  »  â^i ,  a  3 ,  &c« 

B.4 


■M 


^4    Cours  de  Mathématiques. 


I 

-^à^^.pxy  -H  o6..py^  ^  b'^^x^f  ^ 
&c.      •.,,.•  &ç.      ,,      . 

Et  Tintégfale  fera    * 


o. 


n 


a  i.p 


a  ux 


a'i.p^a'%. 


—jr^^  OU 
-a  j.y 


72 


al.p'^  ^ai.px^ax^py^a^,»^ 
a  i*p^-hat.px^a'}.py^a'4.x^ 

~ Il 


a  ï.  p 


y. 


a\,  p'*'  X 


ai,  p 


&c. 


tf  T.  /?  $ 


&c. 


OU 


OU 


&c, 


*      ,      &C.      , 


OU 


Ceux  qui^oudronc  en  favoir  davantage  fur  cette 
méthode ,  pourront  confulter  l'Ouvrage  du  célèbre 
M*  Fontaine. 
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_  _        _  ,_. _j 

Des  marques  auxquelles  on  peut  reconnoître  fi  une 
fonSion  différentielle  eft  intégrable  dans  Pétat 
oà  elle  eji. 

zio.  Quoique  nous  ayons  déjà  dit  beaucoup  de 
chofes  fur  cette  matière ,  nous  croyons  devoir  la  traiter 
d'une  nuiùexe  plus  générale  ;  qiais  afin  que  les  com- 
mençants ne  trouvent  aucun  embarras  dans  des  ques- 
tions d'ailleurs  affez  difficiles ,  nous  allons  expliquer  Iz 

d  A 
fignificarioo  de  certaines  expreffions.  Uexpreffion  — 

indiquera  la  différentielle  de  A*  prife  en  faifant  varier 

^A      • 
y  &  divifée  par  dy,  l'expreffion  T^dj  repréfente  par 

conféquent  la  différentielle  de  A  prife  en  faifant  va- 
rier y;  l'expreffion  —  indique  la  différentielle  de  A 

prife  en  faifant  varier  x  &  divifée  par  dx;  l'expreffion 

ddA  ^        .        ,    ^A 

'\     .    indique  la  différentielle  de  -t"  prife  en  faifant 

dA 
varier  x,  &  divifée  par  dx;  ou  la  différentielle  de  -j- 

a  X 

prife  en  faifant  varier  y  &  divifée  par  dy  ;  car  cela 

•  jk  ddA  ^^ 

revient  au  même  (*).  L'expreffion  -tt  indique  la  dif- 


(*)  On    (ait    quo   fi  réqnadon  diffifrenticlle  Kdx 

dS         dA      ^ 
4-  Bd/  mxo,  plt  intégrable  »  on  a  —  «=  "j-  (88); 

dV  dV  ddy 

^  ddV 

**  dxd/ 
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fércnikllc  de   -7-  prîfc  en  faifant  varier  *  &  diviTée 

a  X 

ddA 
par  dx.  Mais  on  ne  doit  pas  conclure  que  — — —   ell 

ddA  ,     ^ 

■=  ". — TT^  pw  lès  raifons   qu'on   dira  bientôt.   Ce 

dy  d  dy    ^  ^ 

que  nous  venons  de  dire ,  joint  aux  théorèmes  fuîvans  , 
(uffira  pour  mettre  tout  LeâeuFj,  un  peu  inftruit^  en 
état  d'entendre  cette  matière. 

dA 
211.    Théorème    I.    La  dîffirentîelU  de  -j;;^  d'^y, 

dA  ddA 

^fiégaUh4^'^'y^^+j;;r^Tr^'d^-^^yd^y. 

Comme  oo  peut  réduire  tous  les  termes  qui  font  dans 


A  à  la  fortïie  B.  d'^y    ,  &  quei  ce  qu'on  dira  d'un 

terme  ,  doit  sVntendre  de  tous  les  autres ,  nous  fup- 
poferons  pour  plus  de  fimplicité  que  A  =  B.  </'»y  ^ 
dA  dB 


donc  -rr-  d'*y^=^  7^--  d'^y  d'^y    ;  ( car  dans  cette 

différenciation  on  regarde  d'^^^y  feule  comme  variable)? 
tnais  rf^jr  fe  trouve  dant  \t  mrmératetir  fit  feidénomi- 

dV> 
nateur  de  y;;—  ;  donc  on  peut  ftippofer  que  d'^y ^  a 
.   a     y 

iîlparu  dans  cette  exprelTion  5  de  force  que  S  Ton  fait 

dB  .        dA  \  ,^  »+i 

d'^y  *  d^y  <     ^      ' 

donc  en  différenciant  dans  la  fuppofîtion  de  d'^y  va- 
riable ^  tout  le  refie  étant  confiant^  &  remettant  1%  valeur 
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^  H»  on  aan pnrr^d''y.d'*'  y^Cm-i^t). A 

dB    •  dA 

J-.-/  d'y    d'*'jiG}i  mais  j^^^'  rf^  +  'y 

•-•  ddA 

iB  •-  dB 

à-^'y;&~'d^yj;^Tr-/'yi-*^y=-p:^à''y 

j»  +  x^.  tnaM  fi  foti  dtvife  tous  les  texmes  ic  l'éqaa* 
tion  (  G  )  par  n  +  i  ^  fon  fécond  membre  devient  égal 
à  celui  de  la  dernière  équation  qu'on  vient  de  trott* 

vers  donc  on  a  — ; — •  TZrrir'7;r'*  d'^yi'^'^^T 

«4-1  ddA 

/x         ddA  ddA       \ 

cqnatfon  que  nous  <kfignerons  pat  (  D).  Mais 


d"+  «y 
i-*'y  =  «.B.d,y"    \i-*.y,8ej;7^=/i.B. 

i^  '   -  dA       <fB 

j~.  (^i  »y)  .  De  plus  il  eft  évident  que  j;;^  =  j--X 


I 
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•  Remarque.  Excepté  les  casr  dont  oft  vient  de  parlée 
dans  les  deux  théorèmes  précédens^  on  peut  indîffé- 
xemment  écrire  les  différentielles  de  x  oiaÀe  y.  Tune 

avant  1  autre.  Ainfi  ^— ^  -  - --^-^  -  ,   j;^^^^^ 

■*»  .„     .^    ,  pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  w  &  « 

différent  plus  que  d'une  unité.  En  général ,  û  Ton  doit 
différencier  A  deuk  fois  en  faifant  varier  différentes 
«^anticés  y  y»  ^ ,  dy ,  dx  ^  d^y  ^  d^  x  ^  d^  x  ^  Stci 
La  différentielle  Géra  toujours  la  même  lorfqu'on  fera 

ddA       ddA     , 
varier  différentes  variables  ;  ainfi  7—7-  '^  T~r  >  i'  en 

aXûy        ÛjaX 

itï^  de  même  lorCqu^il  s'agira  de  la  même  variable  ^ 
pourvu  que  la  dfffèrence  des  expofans  Toit  plus  grande 

ddh  àÂA 

que  l'itaité  %  ainfi  -rr — r~  "™  -; — tx^  j  parce  que  fi 
^  d^ xdx  ,      dd$d  ^x'  '^         ^  - 

'  d  A 

Voti  prend  d'abord  -r-  ,  &  enfuîte  la  différentielle  de 

dx 

cette  «quantité  en  C^ifant  Varier  ddx^  la  féconde  diffc;- 
renciation  ne- peut  affeâer  dx  Se  réciproquement.  De 
même  fi  p  difïere  de  plus  duue  unité  de  m  ^  on  .aura 

I.  ddA  ,/^A  .    I    N  . 

rier  d^'^^x^-éc  divifée  par  d^x.. 

Avant  dç  paffer  plus  loin  ,  nous  allons  expofer  un 
principe  qui  peUt  être  utile  dans  h  qùeftion  que  nou^ 
traitons. 

II  f.  Principe.  Deux  quantités  identiques  refieront 
idtnttqaes  y  fi  on  ie^  difére^cie  en  faifant  varier  la  même 
variable.    Ce    principe   n'a   befoin   d'aucune   démon- 

flration. 

Zlé.  Pa6BBBMB.  Trouver  relation  de  condition  qui 
doit  avoir  litù  pour  qu'une  fonâion  différentielle  4* un  ordro 
quelconque  à  àw  variûbltt  x&y^oudxeft  Juppojé 
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conjtant  ,  fwt  une  diferentielU  exaBe  ttun  ordre  inférieur 
^mae  unités.  Soit  V  la  différentielle  prop6(ee  /  A  U 
différentielle  moins  élevée  d'une  unité  ,  dont  V  eft 
fuppofée  Ja  différentielle  'y  \t  fais  dans  V  &  dans  A^ 
^x  s=p  Jp  =  Oy  à  cauFe  àc  à  x  conftartt  ,  dy  =  /, 
iây  =  dp'  =  q\à^y^à^p'  =  dq'z=r\dr'  =  s\^Q. 

On  aura  V  &  A  fondions  de  x,  V,  />,  /,./•  >•%  ^' • 
&c.;  la  dernière  de  ces  lettres  p  ,  ^,  /,  /,  &C.  qui 
fe  trouve  dans  la  fx>nâion  V  ^  ne  pouvant  fe  trouver 
dans  h^  psr  txempu^  &  r'  ^^  d^y  ,  eft 4a  dernière  de 
ces  lettres  qui  Ce  trouve  dans  V  ,  ^ç'  =*=  rfr/y  fera  la 
dernicte  de  ces  lettres  qui  fe  trouvera  dans  A  qui  eft 
^*un  ordre  înfirricur  d'une  iinité  $  de  force  qu'alors  A 
fera  du  fécond  ordre ,  8e*  V  du  troifiemc  orâre. 

Cela  pofé,  on  aura  V *^  i  A  =>  -^  dx  +  -j- dy 

,  rfA  rfA 

"t"  t:?  d/  4-  T"/  à^ ,  &c.  &  en  mettant  dans  les 

u  p  dq  .         ..  - 

numérateurs  de  la  valeur  de  V  que  nous  venons  de 
trouver^  à  la  place  de  ix,  dy ,  df  ^  &c.  iears  valeur^ 

„        <ÎA  rfA    ,       dA    , 

?,p',j,&c.  onauraV-^  —^^~p^  —  q 

+  &c.  £»rme  que  doit  avok  V  poUr  être  différen- 
tielle de  A. 

Si  nous  différencîcHis  les  deux  memlkes  de  cette 
équation ,  l'on  aura  en  diflerehciânt  le  premfer  mem- 
bre félon  la  méthode  ordinaire^  on  aura,  dis^fe, 
rfV  =«  Nd«4.  N'(/y-h  Vdp  +  Qr/^;  &c.  où  les 
coefficients  N ,  N' ,  P ,  &c.  font  cenfés  connus.  En 
différenciant  le  fécond  membre  félon  l'autre  méthode, 

,  /JA  dA       •   dA   ,  \        (ddK 

..     dih      ,         ddk  àik  ddk 


dxdy  ''  ^     dxdp'   ^  ^    dxdq       ^  dxd/ 
\  (    ddk  ddk  ddk     ^ 


^Mlft 
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,   /JA    ,      àiA         .      drfA      ,         rfiA       . 

+  ld7  +  77dT^+7?77^+77^  ^ 

&c)(Ir'+  (77+ +&C.)  ii/  +  S:c. 

équation  que  nous  défignerons  par  (  B  }. 

d  A         d  A 
La  différentielle  du  fécond  membre  t~  P  +  t"-  ^  » 


&c.  fe  trouve  en  prenant  en  particulier  la  différen-^ 
tielle  de  chacun  de  Tes  termes,  i^.  £n  faifant  varier  x, 
1^.  en  faifant  varier  v,  }®.  en  faifant  varier  p' ,  4*.  en  ne 
faifant  varier  que  9  ,  &  ainfi  de  fuite.  Mais  la  diffé- 
teace  du  feiond  membre  en  neiaifant  varier  que  x  eft 

idA  ddA      ,  ddA 

ix^  dxdy  dxdp    ^ 

ddA      ,  ddA  /ddA 

■  .     ,   ,  /dx  H-    \     .j   s'dx  4-  &c-  =  (  -.— i  F' 
djtfd  q  '      dxdr  \  dx* 

^      ddA      ,         ddA      ^       «      \  ^        j       . 
+     >     .      p'  +  -J— r^  ^  +  &c.  j  dx;  de  même 
dxdy  dxdp  / 

la  difFérence  du  fécond  membre  prife  en  ne.  faifant 

/  ddA        •    ddA  ddA      , 

yarîerquey,eft=i-^y^f  +  -^^,p'  +  -^^^  î 

,      ddA     ^  ddA      ^       ^     \  .      ,    ,^^j 

+  77d7  '^  +  77d7  ^.+  ^"0  ^^  •  '*  ^^*^'''*" 

du 
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du  fécond    membre  prife   en    ne  faifant   varier  que 
f-^ày,  fera  (en  ayant  égard  à  l'avant-dernicr  tWo- 

dp  ix        "  iy     '^   ^  dp'dy  ^ ^^ 

4.41^    ,    .      iih      ,  ddA  . 

^dp'-^  -^UdJ'  +ly77''-*-^'=-)dp'. 

On  trouve  de  même  les  autres  diJFérentielles  du  fécond 
membre,  en  ne  faifant  varier  que  j'  ,  enfuite  en  ne 
fa-jûnr  vaner   que    /,  &c.    mais 'la'  diffiencc  d^ 

^  prife  en  faifant  tout  varier.  (*),  &  que  nous  dé- 
+  -£iiL  ddA        ,    ^      ddA 

&parconfà,ueotrf*.rf.  ^  :=  (^-p  +  JJ±^' 

dx         \  dx^^^    dxdy   ^ 

^  ddA  ddA     ,  _     ddA  X 

dxdp'  f  ■*-  "7777  '^  +  -7777  *'  +  ^^V  «^*' 

onuonvera  de  rtiéme  que  dy.d,  —  «a  (^    *" 


diA   .  rfiA 


ày  dx 


-  ? 


dy^^  +  7777^  '  H-  8fc.  j  Jy.  On  trouvera 
(♦)  On  doit  ccpcndamc  fuppofçr  d«  conftant  &  faire 
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ddA  ddA  ddk  ddA 


^    dpUx  ^^   dp'  dy  ^  ^  dp'"-  *  ^  dp'd^ 

.      ^^'^A      ^  \       ,  /  rf A 

+  '     ,     V  *   +  8^c.  ).  </p  ;  &  encore  que  (  -j^ 

dA\       ,       (dA    ,      ddA  ddA     J 

Si  l'on  fubftitue  dans  l'équation  (  B  )  à  la  place  des 
fuites  qui  multiplient  les  dx,  dyfdi^,dq',d/y  Sec. 

dA     _,  rfA     dA  dA     dA 

leurs  valeurs  d.   ^,  «'•  7^»   ^p   +  **•  rf/»    rfy 

rfA     rfA  dA  fdA 

dA   ,       dA   ,        dA  ,        dA  ,  \    . 

rfA        .     .   «'A         /</À  dA\ 

/  dA  dA\     ,  ,        fdA  dA\ 

/dA  \  dA 

I  -j-^ J.  <f /  -f.  &c.  j  mais  puifque  V  &  —  p 

à  A 
H-  -p-  y  +  &c.  font  une  même  chofc  j  leurs  difFé- 

rences  doivent  être  égales  terme  à  terme.    On  aura 

dA  dA 

donc  N</*=  dx.d.-—  ^  &'N  =  ^.  -Ty  N'^y 

«TA  .,,  dA     „    -,        /rfA 

rfA\  ^        «'A  <^A        .       rfA 
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,  «'A     „,        rfA  rfA     _       rfA 

+  ''-77»«'  =*-rf7  +  ''-77'S'  =  77+ 

cauations  qui  donnent  les  valeurs  que  doivent  avoir 
N,  N' ,  F  ,  &c.  pour  que  V  foit  la  diflFcrentielle  cxaûç 
de  A.  On  ]^eat  remarquer  maintenant  que  dans  la 
fiiite  d'équations 

^       rfA  rfA 

Q''=-77'+*rf? 

rfA  rfA 

^  =■  77  +  *  rf? 

« 

Le  fécond  membre  de  fa  première  ,  n'a  qu'un  feul 
terme  »  8c  que  le  fécond  membre  de  la  dernière  ,  ne 
peut  ^voir  non  plus  qu'un  feul  terme.  Car  ^fuppofons 
que  la  <|uatrieme  de  ces  équations  foit  la  dernière, 
c'eft-â-dire,  que  A  foit  une  différentielle  du  fécond 
degré  qui  contienne  par  conféquent  «^^y^  Scnond^y* 

dA    ' 
dans  ce  cas  le  terme  d.  -j-,  eft  =  o  ^  &  cette  équa- 

^A 
tion  devient  R'  =*  -irp  Mais  fi  on  prend  la  première 

différence  de  la  féconde  équation  »  la  féconde  différence 
de  fa  trolfieme ,  la  troifieme  différence  de  la  quatrième  ^ 
&  afn/i  de  fuite  y  on  aara  ,  en  laiflant  la  première 
équation  telle  qu'elle  efl,  on  aura^  dis-je^ 


("**)  La  lettre  S^ne  défigne  pas  ici  rincégralc. 

C  X 


*«fM«MM*^MlHn^HiB«MMMM[* 
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dy  dp' 

dA        ^     dA. 

dA  iA 

aq  dr 

i£4S'  —  ^♦t:!  h- 


Maintenant  fi  Ton  retranche  la  féconde  de  la  première,- 
&  qu'on  ajoute  la  troîfieme  au  réfultat  pour  en  retran- 
cher la  quatrième  .  &  qu'on  continue  de  même  ,  en 
ajoutant  toutes  celles  de  rang  impair  ^  &  retranchant 
toutes  celles  de  rang  pair ,  on  aura  N'  —  rfF  -+-  <f  *  Cy 
—  </5R'  -I-  J4S'  —  &c.  =  0,  équation  identique 
qui  doit  avoir  lieu  pour  que  V  foit  la  difFérentielle 
exaâe  d'une  fonâion  A  ,  d'un  ordre  inférieur  d'une 
unité,  &  qui  eft  l'équation  de  condition  cherchée. 

aiy.  Remarc^ue*  Nous  démontrerons  dans  le  calcul 
des  variations  que  fi  S.  V  </  x  eft  un  maximum  ou  un 
minimum^  V  étant  une  fonction  des  variables  x^  y,p^ 
q^r ,s ,  &c.  dx  étant  confiant,  &  en  fuppofant  p  = 

dy  dp  ddy  dq         d^  y  ^    dr 

d^y 

=  T-^  ,  &c.  &  par  conféquent  </  V  =  M  </;?  +  N  </y 

+  1^^/»+  Q*'^  +  R^'r-^-  Sds  -+-&C.  C*),  nous 
démontrerons»  ais»je,  que  la  relation  entre  x  &c  y 

dV        d^Q 

fera  exprimée  par  l'équation  N  —  -r-  —  -jz^  + 


f  *  )  La  lettre  S  défigne ,  dans  nôtre  équation  ^  le  coc& 
ficicnc  d^  ds»    ■ 


Calcul    int  e'c  r  a  l. 


37 


^— -  ,  &c.  =  o  (  A  )  (a).  Mais  en  fuppofant  p'  ^=»dy  ^ 

q  ==  dp'  :=s^  ddy  ^  /  ^=^  d  q  ,  &ç,  V  fera  une  fonâion 
des  variables  *,  y ,  p',  /,^>  &c,  </*  étant  contant; 
donc  on  aurac/ V  =  M'*/*-H  N'^jr -f-  F ^/p'  -f-  Q'</ j' 
4-  V^!dr\  &c.  égalant  terme  à  terme  les  deux  valeurs 
de  dV  ,   on  aura  M  ^  M'  ,  N  =  N' ,  P^;;  « 

p._JL  _  iv,y  «•iv^.y,  &  jv  «_  =  -..  p. 

J71-  Q=  Q',  771  «^//Q  —  '^'^Q'.  On  trouvera  de 

même  7^.  «f'R=<fîR', -;^  rf^S  =  rf-fS',  8fc. 

donc  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (  A  )  qui 
rend  S.V  dx  un  maximum  ou  un  minirnum  :  on  aura 

N'  —  d F  +  d^Q'  +  d^K  +  ^4 y  _  &c.  =-  o. 

On  voit  par-là  que  les  deux  formules  d'équations  font 
les  mêmes  3  mais  il  faut  remarquer  que  quand  it  s'agit 
du  maximum  ou  du  minimum  l'équation  doit  contenir 
une  relation  entre  les  variables,  &  ne  doit  pas  avoir 
une  forme  identique  (^)  >  autrement  el^  ne  fcroic 
point  connoître  le  maximum  ou  le  minimum. 

118.  Problème  II.  Trouver  Us  équations  de  condt' 
lion  qui  doivent  avoir  lieu  pour  quunefonilion  différentielle 
dun  ordre  quelconque  à  deux  variantes  x  ^  y  j  ou  aucune 
dts  différences  n^eft  fuppofée  confiante ,  foit  une  différentielle 
exacte  dune  fonSlion  d'un  ordre  moins  élevé  dune  unité. 
5oit  V  la  fonâion  propofée ,  A  la  fonûion  d'un  ordre 

(a)  Les  d X  dans  cette  équation,  font  divifcurs  fîmplc- 
rocDt,  &  n'indiquent  pas  qaon  doit  différencier  Its  numé- 
rateurs en  faifant  feulement  varier  x. 

(^)  Nous  entendons^  ici ,  par  équation  identique ,  une 
^aation  ,  telle  que  dans  la  fonction  égalée  à  zéro  ^  tous; 
les  termes  fc  détriûfenN 

Ci 


m 
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moins  élevé  d'une  unité  ,  dont  V  doit  être  la  diffé- 
rentielle exaûe.  Je  fais  d  x  ^=  p,  ddx  =  dp^  g, 
iq^d^x=rydr^d^x  =  s,^C.dy^p\dp  ==q 

dW  =«  / ,  &c.  A  &  V  feront  donc  des  fondions  de 
X  y,  P»  9y  &c«  P\  ^ y  ^c.  les  dernières  de  ces  let- 
trés qui  fe  trouvent  dans  V  ne  pouvant  fe  trouver  dans 
A  différentielle^  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité  par 
rapport  à  V.  Cela  pofé  Ton  a 

dk  dk  *^A  ^      ,   dk, 

iK  «'A  «^A  «'A 

Mais  parce  que  i*  =  ? ,  <^P  =  î>  ''î  =*"■»  ''y^  p'* 
ijf  s=  g' ,  &c.  on  doit  avoir 

ik  dk  ik      .    «'A 

<fA         rfA.  ,      àk  ''A 

Mais  en  diifércnciant  à  l'ordinaire ,  on  trouve 

De  plus ,  en  faifant  les  réduûions  néccffaires ,  on  a 


i. 


ik  dk  dk  dk 

dx^  ^  dp  '^   dq      ^  dr 
dk     •    '^A    .      dk  dk 


(*)   S  dçfignç  ici  le  cocfEcicnt  de  d s. 
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dxi 


rfA 


dx 


+ 


■\-ay.i 
dA 


£A 

«/y 

dA 


( 
( 


+  ''  —  )''/' 


dA  dA 

a  X  dp 

dA  dA 

dy  ^  dp 


))'.• 


fdA  dA  \  f  dh  dA  \ 

)</*,  &c. 

\      ,      /dA        d'A\ 


dr 


(  dA 


( 


iA 


£A 
dp'  '     '  dq 

^  Wr" 


d/~ 


) 


di' .  &c. 


Si  on  égale  cette  quantité  avec  la  valeur  de  la  difFé- 
rendelle  de  V  qu'on  vient  de'  trouver ,  on  aura  ces 
deux  fuites  d'équations. 


N— rf. 


rfA 
dx 


R 


S<== 


dA  dA 

dA  dA 
4-  d  — 

dA  dA 


dq 

dA 
77 


dr 


&c. 


H'-md. 


dA 
dy 


cr 


dA  ,  dA 
dy  ^  '  dp' 
dA  ,  dA 
dp'^      dq' 


T,,        ''A         ^  dA 
dq 


d/ 


S' 


£A 

"^  dr 
&c.  » 


Dans  kfquelles  le  premier  &  le  dernier  membre  des 
première»  &  dernières  équations  ne  peuvent  avoir  qu'un 
ieul  terme.  Maintenant  fi  dans  chaque  fuite  on  letran- 
che  les  équations  de  rang  pair,  &  qu'on  ajoute  celles 
de  rang  impair,  après  avoir  pris  la  première  différence 
ie  la  fecoiide ,  1»  féconde  différence-  de  la  troifieme  , 

C4 
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&  ainfi  de  fuite  pour  chacune  des  fuites  ,  on  aura 
M  — VP  +  rfifQ  —  </Uv  +  «/4S—  &c.  =o. 
JSl'^diy+ddQ  —  d^K'^d^S'  —  Scc.—o. 

Equations  identiques  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que 
V  foit  la  différentielle  exacte  de  A  ,  ou  pour  que  V 
puilTe  avoir  une  intégrale  d'un  ordre  inférieur  d'une         i 
unité. 

219.  Problème  II.I.  Trouver  Ux  équations  de  coti" 
dit  ion  qui  doivent  avoir,  lieu  pour  qu'une  fonHion  différent 
tielle  V  contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  x  , 
y  y  ^  t  &c»  foie  une  différentielle  exacte  d^unê  fon&ion  A 
d*un  ordre  moins  élevé  aune  unité.  Soit  <^  x  ^^^  p ,  âp^q^ 
dq  =r ,  &C.  dj  =/  ,  (//=?',  dq'  =  /,  &C.  di  =;>'\ 

dp''^^  q'\  4'i' ^  r'\  &c.    &  ainfi  de  fuite,  s'il  y 
a  d'autres  variat!les  >  >  aurai 

Y=ûA==  T-'V'^  ":7^î-+-  "7~"  ''•4- Sec. 

ax  ^         ûp  ^q 

•+■  &c &c 

J'aurai  auffi 

(f  V  =.  N  <fx  +  P  <fp+ Q  ij  +  R  (îr  +  S  <f  * -4- &C.7 
+N'rfy-t-P/p'  -è-Q'^î'-f-  R'rfr'-4-  S>*'  +&c.>=s 

dA       MA        dA\  ,  ,      /dA      ,  dA\  ' 
/  ^A         <^A  \  /  iK  \ 
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d^-7 —  il 


( 


iji 


dA 


5)v 


Egalant  marntcnant  les  coefEcients  deix  ,dp^dq^  &c. 

^y.^p'y^'i^^  &Ç.  </î,  rf/,&c.  j'aurai  les  trois  fuites 
Vivantes  d'équations. 


N  =  i 


dA 


I 


p  = 


Q  = 


R  = 


àA 

dx 
£A 


d. 


d<, 
dA 


dA 


dA 

'A 


dA 
dy 

dA 


dA 


dA 


«,       ^A  dA 


dr" 


&c. 


&c. 


N''=i 


F'  = 


£A 

le 

dj 

dp 
dA 

''S       ' 


£A 
rfp" 
£A 

dA 

dr' 


S"  = 
&c. 


tfA 


Chsçnne  de  ces  fuites  me  donnera  une  équation  de 
condition  de  la  même  forme  ^  &  j'aurai  les  équations 
identiques. 
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N  ^dV^ddQ  —  diK  H-(î4S,  &c.  =o. 
N'_(fP'4-JrfQ'_(i3K'H-(f4S  ,&c.  =  0. 
N"  —  ip'^  rf^Q"— (fîR''  +  d4S",  &c.  =  a 
&  ainfi  de  fuite  pour  chaque  variable. 

Remarque.  Dans  le  premier  problême  nous  n'avons 
trouvé  qu'une  équation  de  condition  ,  parce  que  Ton 
a  fuppofé  dx  conftant  :  en  çénéral  fi  on  fuppofe  con- 
fiante la  première  différence  a  une  des  variables,  l'équa- 
tion de  condition  ,  qui  fe  rapporte  à  cette  variable , 
difparoitra ,  &  le  nombre  des  équations  de  condition 
fera  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  variables. 

lio.  On  peut  au(fi  réfoudre  le  même  problême  de 
la  manière  lui  vante.  Suppofons  que  V  foit  une  fonc- 
tion différentielle  de  Tordre  p,  de  forte  que  les  diflFé- 
rentielles  les  plus  élevées  ,  qui  fe  trouvent  dans  V, 
foienc  dP x,  dP y ^  on  demande  les  équations  de  con- 
dition qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  V  ait  une  intégrale 
A  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité. 

A  caufe  de  V  »^  ^  A  ,  on  aura  les  équations 

dV  ^  d.{dA)^     ^^ 

-d,=-^d..(^) 

ddx  ddx 

dV  iHAJ 


dV  d.  (dA)  , 

dP-'  X  ^        dP-'x    • 

dPx  dPx 

d^  d.(dA)^^^ 


dP  +  ^  X  dP-^^  X 


(*)  Cette  cxprcflîon  dcfigne  qu'après  avoir  pris  la  dif- 
férentielle de  A  ,  en  faifant  tout  varier  ,  il  faut  prendre 
celle  du  réfahat  ,  en  faifant  feulement  varier  x  ;  il  eft 
maintenant  aifé  de  comprendre  les  valeurs  des  autres. 
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Niais 


iA  .        àA  .  iA 


iA 


3  dx  a^x  a'« 

I        «*A      ,.  dA   , 


à^x-^d'Aia) 


on  doit  fubftituer  cette  valeur  de  ^A  dans  toutes  les 
équations,  afin  d'en  pouvoir  tirer,  en  les  comparant^ 
une  équation  de  condition. 

La  première  équation  fe  change  en  celle-ci. 

dV  ddA,  ^^A  ddA 

dx  dx*^  *   dxd^  X  dx  d^x 

ddh     ,    ,  ddK 

flxfl'jcH 5 dx. 

ux 

En  réduifant  le  fécond  membre  ^  félon  la  méthode 
du  fécond  théorème  ci-deflus^  on  aura 

dV  ddA  ddh  ddA 

-—  dx  «>-—--  dx^-hdx.  TT — T~rf**-+--Tl — T"X 
dx  dx^  d^xdx  d^xdx 

ddA  .  (  ^^  j     \ 

dxd^x...'i--———dxdfX'hi  l  ■T-''*  ) 

d' xdx  \  dx         J 

Si  Ton  divile  par  dx ^  on  aura 

d\  /dA\  ddA  ddA 

^jc  \dxj         ^^    *     d^xdx  d^xdx 

dx 

/dA\  dA   ^ 


(il)  L'exprcflion  d'A  indique  la  difFérencielIe  de  A  priCe 
en  faifant varier  y,  &  les  difESrcntielIcs  dy^  ddy  ^  &c.  . 

{h)  Cette  expreffion  indique  la  différentielle  de  -r—  prife 

en  faifaat  varier  x. 

'      dk 
(c)  Cette  cxprcflion  indique  la  différence  de  —  prifc 
en  faifant  tout  varier,  ^^ 


«MtHHnana* 
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Aînfi  l'on  a  ^ —  =  i  — .   La  fccon4e  équation  après: 

d^f  ddA 

la  fubftitudon ,  deviendra  -jt—  rf  *  x  «=»  — - — —•  dxd^x 

d^  X  d^  xdx- 

.     HA  ddA 

ddxddx  -+--71 — JT—  d^xd^x  .....  ^. 


d^  xd^  X  ddxd^^  X 

ddA  dAd'Ay 

d^ xd^  X  ddx  ^    ' 

Faîfant  ufage  du  premier  théorème  dans  le  premier 
terme  3  &  du  fecona  théorème  dans  le  troifîeme  terme 
du  fécond  membre  ^  &  dirpofant  ccxnvenablement  tous 
les  termes^  on  aura 

dV  dA         ddA  ddA    ^ 

•j-7-ddx=:ddx'T-^  "3 — jj-d^ x dx-^-ri — TT  ^ 
ddx  dx        dxd^x  *d^xd^x 

dâA 


d'-xd^x  -f-  ddx.    -jz — jT"  ^'* 

d^  xd^x 

ddA  „  /  ^A    ^^     \ 


dfxd 
Donc,  en  divifant  par  ddx,  on  aura 

dV        dA  dA  dV  dA 


=  ^rZ  +^'  TTIî   &  à.  -m  =  à. 


ddx   .    dx     '        d^x'         "    d'-x        ^    dx 

dA 

+  d"-  j-i-. 
d^  X 

En  employant  la  même  méthode  ,  &  fe  fêrvant  des 

deux  théorèmes  précédens  pour  le  fécond  &  le  qua- 

'    trieme  terme  où  la  diflFérence  de  Tordre  des  expofans 

dV  dA 

tfeft   que   d'une  unité  ,    on    trouvera   -jj—  =  -rr- 


(*)   Cette  cxpre/Iion   indiq^ae  la  différcncicilc  de  d^ A. 
prifc  en  faifant  varier  dx. 


tm 
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+  d.  -j^^.  Donc  dd  J^-^àdj^-^^i'  jr.^ 
La  quatrième  équation  nous  fera  trouver  d^ =» 

d^  36 

•  *  "JT^  -ir  d*  -jj;^  »  8c  ainfi  de  fuite  j  de  fone  que 

Fa-rant  -  deroiete  équation  donnera  d  '  "  '  n» 

d  '  « 
_d_A_  rfA 

df'x  "^      7*lc  *  '"*^*  '*  dernière  équation  don- 

ne»  reniement  d'  JT^T;  =  d  '  -^j  parce  que  le 

^^^    **      dp  +  ^x  ~  °'  "f  A  ne  contenant  pas 

il  *'  «*  **jî^rencelle  de  A,  prife  en  faifant  varier  d'« . 
'     eft  noUe.  On  aura  donc  cette  fuite  d'équations. 

dx        "  d» 
-j   dV  dA  dA 

d*«  d«  ^       d*« 

a  ,    «iV  dA  dA 

ad.  -77-—  ^à.-7-r-  -f-d'  -; — 
d*x  ddx  dix 


•        •       h 


dV  dA  dA 

2'-'  1 —  =  d»-'    .■,,.      +d*  -77^ 
dpx  df   'x  ^        d'* 

,.       dV  _  dA 

d'  =î  d' f  *> 

°      d»  +  '*        "     d»«   ^     ^' 


ito«i 


(♦;   Avce  an  peu  d'attention  il  cft  ai fé  de  Voir  que  la 

dY  dY 

çaantité  -^  =:  N,  qqe  d.  -j^  =s  </ P ,  &c.  de  forte  que 
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Si  on  retranche  la  première  de  la  féconde  ,  qu'on 
retranche  enfuite  le  rélultat  de  la  troifième ,  qu'on  re- 
tranche encore  le  réfulat  de  la  quatrième,  &  »infi  de 


faltats. 

£V  dA 

dx  '^  ^  dx      ' 

Ces  formules  doivent  être  pouflccs  jufqu'au  terme 
•7-"  inclufivement  j  la  dernière  équation  donne  la  con- 

dition  néceflaîre  pour  que  V  ait  une  intégrale  A  d'un 
ordre  inférieur  d'une  unité. 

Il  eft  facile  de  voir  que  la  variable  y  doit  fournir 
une  femblable  équation ,  &  que  fi  la  fonction  V  con- 
tenoit  d'autres  variables  «,  î,  &c.  chacune  fourniroit 
une  femblable  équation. 

121.  Problème  IV.  Trouver  les  équations  de  condi- 
tion qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonûion  différen* 
tielle  V  ait  une  intégrale  finie.  Soit  V  une  différentielle 
de  l'ordre  p  ,  &  fuppofons  qu'elle  doit  avoir  une 
intégrale  A  de  l'ordre  p  —  i ,  &  que  A  doit  avoir  une 


réqnacîon  de  condition  que  nous  allons  trouver ,  ne  fera  pas 
cireiuiellemenc  différence  de  celle  que  donne  la  première 
méthode. 
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iotégrale  A'  de  l'ordre  p  —  x  :  puîfque  A  doit  avoir 
une  intégrale  A'  de  Tordre  />  —  i ,  félon  ce  qu'on  vient 
de  dire ,  on  aura  1  équation  de  condition 

iA  ^        àk  iA         ^ 

Maintenant  fi  l'on  fubfiitue  dans  cette  équation ,  après 

dA 
ravoir  différenciée ,  les  valeurs  en  V  de  i  '  -rj- ,  d  '  "  * . 

"Tf-Ti — f  &c.  qu'oi\  peut  aifément  tirer  des  formules 

ça  00  a  données  dans  le  problême  précédent  ^  on  aura 
dV  dV  ,.  dV 

dV 

ainfi  la  fonâton  V  admettra  une  double  intégration, 
fi  l'on  a  les  deux  équations  fuivantes. 

,.      rfV  .      dV  dV 

<*V  dV  ..   .     dV 

■         d'«       ^'^        d'-'»^^*         d'-»« 

rfV  dV 

donc  fi  A  différentielle  de  Tordre  p  —  la  deux  înté- 
çciles  A' ,  A" ,  la  première  de  Tordre  p  —  z ,  la  féconde 
de  Tordre  p —  3  ^  on  aura  ies  deux  équations , 

dA  •     rfA  ^        dA 

dfx  d^-^'x^  <t^-*x 

iJA  rfA  ^         iA 

—  &c.  «■  o. 

Si  dans  ces  énuatîons  différenciées  on  fubftîtue  les 
Takurs  des  différentielles  de  A  données  en  V  y  & 
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qu  on  écrive  encore  l'équation  qui  doit  avoir  Hei}  lorfquc 
y  a  une  intégrale  »»  A  ^  on  siura  les  équations , 

dV  ^       iV  dV 

^'"^  77^77  +&C.-0, 

dV  ,         dV  .         dV 

«         d^jip  d^"**        ^  d^   '-x 

dV 

dV  dV  ,,  dV 

dV 

lûd^-î  TrzT- 4- &c.  =  o. 

df   ^x  • 

En  continuant  de  même ,  on  trouvera  les  équations  de 
Condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  V  puifTe 
être  intégrée  quatre  fois,  cinq  fois,  &c. 

Pour  pouvoir  facilement  trouver  ces  équations  ,  on 
doit  faire  attention  à  leurs  coefficients  :  or  fi  l'on  a 
les  fériés  fuivantes: 

Séries.  Termes  généraux» 

I,    I,    I,    I,    &c*  t 

I9  ^y   îi  4»  &c.  n 

1,  3,  6,io,iy,&c* 


I».  (ff-l-i) 


ij  A»^o,io,^S,icc, 


1 

H.  («+l).  («  +  l) 


■Éi    i 


i-5 
a.  (j« -+- 1  ) .  (n -(- 2).  («  "f- î  ) 


•  «k  • 


&t (*)    &c 


•P 


Ç"^)  La  première  de  ces  fériés  cft  celle  des  unités  »  M 

La 


^ 


Calcul    int  e'gr  a  l. 


49 


rfV 
La.  première  équation  aura  d  ^  ,  ^^^  ,     pour  premier 

terme  3  &  tous  fes  coefficients  feront  «»  i  ^At>utes  les 
équations  ont   le  figne  •+•  &  —  alternativement  $  la 

dV 
féconde  équation  ^  if*^^  -j—  poiir  premier  t^rme^  & 

fes  coefficients  font  les  nombres  de  la  féconde  fuit»i 

d  V 
la  trotfieme  équation  a  J  ^  *"  *    ■  ^,    pour  premier  terme , 

&  fes  coefficients  font  les  nombres  de  U  troifieme  fuite  i 

h  quatrième  équation  auroit  i  ' "* '  jp^x    pouï premier 

terme  ^  &  pour  coefficients  les  nombres  de  la  quatrième 
laite  y  ic  ainfi  de  fuite  5  mais  toutes  les  équations  ont 

-^  pour  dernier  terme.  Si  la  premiH:  équation  a  lieu 

la  fenâion  Y  aura  ùoe  intégrale  A ,  elle  en  aura  deux^ 
c'eft-à-dire ,  qu'elle  pourra  être  intégrée  deux  fois ,  fi  les 
deux  premiereis  équations  ont  lieu  ^  trois  fois  fi  les 
trois  premières  équations  ont  lieu  $  &  fi  la  fonâioa 
V  cft  du  cinquième  ordre  ,  on  pourra  Tintégrer  cinq 
fois  ,  ou  trouver  fon  intégrale  finie  ,  lorfqu'on  aura 
cinq  équations  de  la  forme  de  celles  dont  on  vient 
de  parler. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  d'une  fonâion  différentielle 
V,  doit  s'entendre  également  d'une  équation  V  =  oj 
nuis  il  arrive  rarement  que  les  équations  &  fondions 
difiérentielles  aient  les  conditions  nécefla ires  pour  que 
les  équations  ^  dont  on  vieht  de  parler ,  puiflen^  avoir 


{ccoode  celle  des  nombres  naturels,  la  troifieme  celle  des 
sombres  triangulaires  >  la  quatrième  celle  des  nombres 
pTramidanz,  &  ainfi  de  fuite.  Il  eft  aifé  de  voir  que  le 
terme  général  de  la  féconde  eft  le  terme  fommatoire  de 
la  première  ,  6c  qa*en  général  le  terme  général  de  l'une 
de  c«s  fériés  cft  le  terme  fommacoire  de  la  précédente. 
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lieu  :  il  eft  vrai  qu'en  les  tnulcipliant  par  un  faâeur 
M ,  lc5  G^onactrcs  trouvent  fouvent  une  expreffion  M  V  , 
dans  laquelle  les  équations  de  condition  peuvent  avoir 
lieu  :  rtnm  par  quelle  méthode  générale  pourra- 1-  on 
trouver  ce  multiplicateur  M  ? 

Au  refte  il  eft  aifé  de  comprendre  que  la  variable^ 
doit  donner  une  fuite  d'équations  fembiables  à  celles 
que  donne  la  variable  Xy  qu*il  en  eft  de  même  de  la  va- 
riable {  ,  8r  de  toute  autre  variable  qui  fe  trouve 
dans  V  ,  &  qu'il  faut  que  toutes  ces  équations  aient 
lieu  enfemble  ,  pour  pouvoir  déterminer  le  nombre 
d'intégrations  dont  V  eft  fufceptible  dan$  l'état  oà 
elle  eft. 

izi.  On  ne  fera  peut-être  pas  fâché  que  nous  réfol- 
Vions  le  même  problême  de  la  manière  fuiyante.  Si  l'on 
compare  les  valeurs  de  N,  P.  Q.  R^  S  ,  &c.  oue 
nous  avons  trouvées  dans  le  Problème  II,  avec  les 

dV     iV 
valeurs  de  -y  ^CT"  >  &c.  que  donne  la  fuite  d'équa- 

a  X  ^K     X 


tions  qu'on  a  trouvées  dans  le  problême  précédent  { 

iV  iV 

on  verra  que  -7-  «a  N ,  -77—  •=»  P  »  &c.  Si  dans  la 

^       dx  '   d^  X 

fuite  ,  dont  on  vient  de  parler^  on  retranche  les  équar 
tioQS  de  rang  pair ,  &  qu'on  ajoute  celles  de  rang  im- 
pair, on  aura 

dV  dV  dh  dV  dV 

Sec.  «=o  (  *  ) ,  équation  qui  a  lieu  lorfque  V  doit  avoir 
une  intégrale  A  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité  s  donc 
lorfque  A  doit  avoir  une  intégrale  A'  d'un  ordre  infé- 
rieur d'une  unité  (à  A) ,  c'eft-à-dire  ,  lorfque  V  doit  avoir 
deux  intégrales,  l'on  aura  (B) 

dA  dA  dA  dA  dA 

dx  rf**  d^  X  d^x   *         d^  X* 


(  ^  )  Cette  équation  eft  la  même  que  celle-ci  : 
N— i^P  +  i/i^Q  —  rflR  +  d-*S,&c.  =0. 
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■■» 


>=*  0  j  mais  on  a  tu  ci  -  defliu  (  ProbÙme  IIL  )  <iuc 

^        ih  dA' 

a»  dp 

_       dA  iA 

"^'Tî  +  'û 

dA  dA 

8fc ' 

Cc\a  pofé,  £  i  on  fait  attention  aux  valeurs  àt  p  »  q, 
r,  8cc.  qu'on  prenne  la  première  différence  de  la  fe« 
conde  de  ces  équations  ,  h  féconde  différence  de  la 
iroifienie  ,  &  tinfi  de  faite  5  qùfon  retranche  6dîute 
les  équations  de  rang  pair .  qu*on  ajoute  celles  de  tiktif^ 
impair,  &  qu'on  tranfpofe  datÀ  la  première^  on  aura 

d  A 

dx  ^ 

Si  Ton  regarde  enfuite  la  Féconde  équation  CQ^iiyoe  la 
première,  &  qu'on -prenne  la  première  différence  dela^ 
troifieme,  la  féconde  de  la  quatrième,  &  qu'on  fafle 
fur  CCS  équations  les  opérations  dont  on  vient  de 
parler,  cVft-à-dire,  fi  Fon  ajoute  alors  celles  de  rang 
impair ,    &   qu'on   retranche    celles   de    rang   pair  ^ 

^      ^^A  dA 

en  prenant  TéqMauon  Q  =«.  —  +  A  y-  pour  la  prc* 

ttiere  ,  Se  qu'on  continue  de  même ,  on  aura 

dA        _  .. 

— -  =  Q  —  dR  +  ddS,  &c. 

ap 

—  -S-dT,  &€• 

Maintenant  fi  Ton  fubftitue  ces  valeurs  dans  Téqua- 
tioQ  (B)»  on  aura  Téquati^n  de  condition  P — IdQ 
+  3d^R  —  4d)Sj  fec.  ?=  Oj  ou  («Il  mettant  lel 
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_  gjç   _  o  j  ainfi  lorfquc  V  doit  avoir  deux  intégra-! 
les  fucccffives,  on  aura  ces  équations, 
^V  dV  dW  dV         „ 

dx  d*Af  ^         d»*  d*x 

dV  dV         •     - dV     • 

dd*  dî*  ^'        d*x. 

donc  fi  A  doit  avoir  une  intégrale  A'  d'un  ordre  in- 
férW*  d'une  unité ,  &  que  A'  doive  avoir  une  intégrale 
A"  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité  (àA'  )  ,  c*cft-à- 
dire ,  fi  V  doit  avoïi;  trois  intégrales ,  on  aura  ces 
ouations , 

dA  dA      . 

td*  d»*  ^  '         d-t* 

fi  dans  cette  derniert  équation  on  fait  les  mêmes  fub- 

dA       /dA\     dA       /dA\ 
ftitutions  pour  j^,  «u  \jjl)  ,  7;  ou  \j^) ,  &c. 

on  aura  Féqûation  Q  — idK +6d*S  —  Sec.  ^  o, 
qui  devient 

jT^'-i^-d*»^        d5*  <*** 

Donc  lorf<^uc  V  doit  avoir  uois  intégrales  ,  on  a  les 

trois  équauons, 

.  dî-'^-d^  +  *'--°' 
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donc  fi  A  doit  avoir  trois  intégrales  A',  A",  A"*, 
c'eft-â-dire  j  fi  V  dok  avoir  quatre  intégrales  Cuccetà- 
ves,  on  aura  ces  trois  équations: 

iA  à  A  dA 

~j ^  Jj~+  ^^TT  —  &e.ŒO, 

dx  a  a  X  '  dix  * 

iA  ,  dA  .  'dA 

-d^x-^^-dT:^-^^^^7^-^''=''* 

dA  dA  dA 

-jT^  -  îi  y7^  +  (îii  jl^ -&c.=Q. 

SI  dans  cette  dernière  équation  on  fubdime ,  comme 

ci  -  defTas ,  les  valeurs  de  -jj-  f  qui  eft  la  même  qu^ 

dA\      dA      •      ,  ,.       ,   dA 

T"/  *  T^^  c*eft-a-dire ,  de  -jj ,  Bec,  on  trouvera , 

en  s'y  prenant  comme  ci-devant ,  l'équation 

dV  dV  iV  dV 

Tl 4d-7T h  10 dd  77— —2Qd^ -77--+. &c..=o. 

i^x      ^    di  X  d**  d7 X 

Donc  û  V  doit  avoir  quatre  intégrales  fucceffives ,  oa 
aura  les  quatre  équations» 

dV       ^    dV 

dx  d*  X 

dV  dV 

i£V  dV 

n  eft  ûifé  de  continuer  ^  en  faifant  attention  que  dans 
la  première  équation  de  condition ,  les  coefficients  font 
chacun  »»  i  ^  que  dans  la  féconde  ce  font  les  nombres 
naturels^  dans  la  troifieme  les  nombres  triangulaires^ 
<ians  la  quatrième  les  nombres  {}yramidàux,  &  ainU 
ic  faite  ;  de  forte  que  Us  coefficients  font  les  mêmes 


mm 
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^u6  ceux  des  fériés  dont  on  a  parlé  ci-defltis.  Si  l'on 
vouloit  chaiTer  les  V  de  ces  équations ,  on  auroit  alors 
les  équations  fuivantes  : 

I'.  N—  dP+  ddQ  —  rfJR  ■+-  d4S  —  &c.  =o. 

l'.P  — ziQ-f-5rfi£R— 4(^3S-4-y^'*T  — &c.  =  o. 

4*.  R—  4<^S-f-  îod'-T  —  8rc.  =  o, 

f\  S  —  5  <^T  ■+-.... .  &c.  =  o. 

é*.  T  — &c.  =  o. 

&c &c 

Telles  font  les  équations  que  fournit  la  variable  x; 
chacune  des  autres  variables  doit  donner  une  fuite 
d'équations  femblables  ,  le  nombre  des  équations  dans 
chaque  fuite  étant  égal  à  Tordre  de  la  difTérentielle  V. 
Si  la  première  équation  de  chaque  fuite  peut  avoir 
lieu  ^  V  aura  une  intégrale  A  d'un  ordre  inférieur  d'une 
unité  ^  fi  les  deux  premières  équations  de  chaque  fuite 
ont  lieu  en  mème-tems,  V  aura  deux  intégrales^ 
c*eft- à-dire,  pourra  être  intégré  deux  fois,  &  aînfi 
de  fuite. 


S?* 


•n  ^^^^^  .  > 


SECONDE  PARTIE 

Ds    LA    TROISIEME  SeCTION. 

*^J-V^ETTE  féconde  partie  contient  quelques 
méthodes  d'intégrer  qui  font  encore  bien  peu 
connues  ,    quoique   très-vaftes  &    très  -  inpéref- 
tîntes  y    avec   le    calcul    àt%    variations.    Mais 
avant  de  paCTer  plus  loin  ,    nous  ferons  remar- 
quer  qu'une  équation  du  premier  ordre  ,    telle 
que  Pd:r*  H-  Qrfj*  H-  R  rf:(  *  -h  ipdxdy 
-+-  iqdxd'{  -h  irdyd:^  c=  o  ,  ne  peut  être 
rce/le  ,    a    moins   qu'on    puifTe   la    réduire    en 
ik(fleurs  de  cette  forme  P  û  x  +  Q'  i/^  -+-  R'  ^:f 
=  o  ;  car  quelle  que  foit  l'intégrale ,  il  eft  vi- 
fible  que  ç  fera  une  fonftion  de  y  &  de  jc  ,  telle 
que  Ton  aura  une  équation  de  cette  forme  di(^ 
=  V^dx  '-h^Q!'  dy;  donc  en  fubftituant  cette 
valeur  de  d:[  dans  la  propofée,  tous  les  termes 
doivent   fe  détruire   mutuellement  ;  ce   qui  ne 
poarroic  avoir  lieu ,  fi  en  prenant  la  valeur  de 
di  par  la  réfolution  de  la  propofée  ,   les  diffé* 
renrielles  d  x  &c  dy  étoient  affeâées  de  radicaux , 
de  manière  qu'on  ne  pût  les  en  délivrer  y  ainfi 
la  propofée   donnant  d  :[  z=s[—^qdx  —  ^dy 
±V^((?Î— PR)  dx'-^i{qr'--Rp)dxdy 
+  {rr'—QR)dy^)]  :  R  (*),  ne  peut   être 
réelle  fi  on  ne  peut  extraire  la  racine. 

De  f'mtegrarion  des  différentielles  du  premier  ordre 

à  trois  \^iaBIes. 

114,.  Problème^    Intégrer  l'équation  du  premier 


(*)   Ces  deux  points  indiquent  que  la  quantité  qui  ics 
ptéccdc  doiVi  Être  diviCc  par  R. 

D  1 
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ordre  kdx  -4—  ^dy  -4-  Crfij  =  o^  dans  la-- 
quelle  A ,  B  ,  C  ,  font  fuppofées  des  fonclions  des 
variables  x ^y j:(^.  On  cherchera  par  la  méthode  , 
dont  a  parlé  ci-devant ,  fi  elle  eft  réelle ,  fi  elle 
eft  abfurde,  on  Tab^ndonnera  j  fi  elle  eft  réelle, 
on  fiippofera  une  des  variables  ,  (  par  exemple  :f  ) 
conftante  ,  ce  qui  donnera  i/:f=o,&Ci/:f 
=  o  j  donc  on  aura  Kdx  -4—  B  flfy  =  o ,  équa- 
tion qu'on  intégrera  en  fuppofant  ;{  conftante  , 
ayant  foin  d'ajouter  une  conftante  M  .•  or 
cette  conftante  M  peut  être  entièrement  conf- 
tante ,  ou  renfermer  :f.  Confidérant  maintenant 
:f  comme  variable  ,  on  différenciera  l'intégrale 
trouvée  ,  pour  comparer  fa  différentielle  avec 
l'équation  propofée.  Les  fondions  A  &  B  fe 
préfenteront  d'elles-mêmes  ;  mais  la  fonftion  M 
doit  être  différenciée  en  fuppofant  :f  variable, 
pour  avoir  ^M  =  C</:f ,  ce  qui  fera  connoître 
C.  De  cette  manière  on  obtiendra  l'intégrale 
cherchée  qui  fera  complette ,  parce  que  il  reftera 
toujours  dans  M  une  partie  arbitraire. 

Corollaire  L  On  peut  donc  par  cette  mé- 
thode réduire  l'intégration  des  équations  à  trois 
variables  à  celle  des  équations  à  deux  varia- 
bles. 

Corollaire  II.  Cette  intégration  peut 
fe  faire  de  trois  manières  ,  en  fuppofant  fuccef- 
lîvement  x  ^  y  ^  t;^  conftans  ;  mais  il  doit  tou- 
jours en  réfulter  la  mmne  intégrale' complette. 

Exemple  î.    Soit  propofée  l'équation   xdx, 

(?  -\'y)-^dy  i^i-^-  ly  '^x)'^di  [x-\-y) 

:?=o.  Confidérant  y  comme  conftant,  pour  avoir 
dy  =  o ,  il  vient  i  dx  (  "{^y  )  +  d^  {x'^y  ) 
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=  o ,  ou ï—  — —  ==  o  :  donc  Tinté- 

grale>  en  fuppofant  ^  confiant,  eft  1  L.  {x-^y) 
H-  L.  {y  -t-  :f  )  =  C  ou  M  confiante  (  A  )• 
Soit  dfA  =  dC  s=  Ddy  :  fi  Ton  différencie 
l'équation  A,  en  faifant  varier  x  ,  j^,  :f ,  Ton 

xdx-^idy  dy  +  dT  -^  , 

trouvera  •*4-  ~=^— : ^==25Day,  ou 


Mais  le  premier  membre  de  cette  équation ,  étant 
évidemment  égal  au  premierNnembre  de  la  pro- 
pofée ,  le  fécond  doit  être  =  o  ;  donc  dC  =  Ddy 
eft  =2  o  :  &  par  conféquent  C  eft  une  véritable 
conftante  j  &  l'intégrale  complette  eft  z  L.  {x-^y) 
-hL.  (y-4-ç)  =rC  conftante ,  ou  ( jc  — l- j )  *. 
(j^  -H  ï  )  ==  B  conftante. 

Exemple  II.  Soit  Téquatîon  i:(:(ydx  HK 
h\'[xdy  -+-  (  ibxy:^  -+-<z)  ^:{  ==  o.  Sup- 
pofanc  ç  conftanc  ,  on  a  b'^'^ydx  — f—  b:[:[xdy 
=  o ,  dont  l'intégrale ,  en  regardant  r  comme 
conftant  ,  donne  bT:[yx  =  M.  Différenciant 
cette  équation,  en  raifant  varier  at,  j^,  ^,  on  aura 
h-['[ydx  '+*'b'['[x dy  -+-  xb xy\d:f^  =  </M. 
Si  de  cette  équation  on  retranche  la  propofée  > 
il  teftera  —  ad:^  ==  rfM;  donc  en  intégrant, 
—  aç  .^  C==Mi  donc  l'intégrale  complette 
ferabj^ij^xy  =  —  ^  :f  -+•  C,  ou  iç:f  Arj'-H  ^zr 
sc=;Ccanftantei  Mais  il  n'eft  pas  toujours  aiim 
iiifé  que  dans  les  exemples  precédens  d'obcenii 
riotégrale  complette  par  cette  méthode. 
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De  la  nature  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  j  par  lesquelles  on  détermine  en  général 
les  fondions  de  deux  variables. 

215.  Problème.  V  étant  fuppofée  une  fonclïon 
de  deux  variables  x  &  y^  fi  dans  la  formule  inté^ 
grale  S.Ydx^ona  confidéré  y  comme  confiant  j 
on  demande  de  trouver  la  différentielle  de  S.Vdx^ 
en  fiippofant  aujfi  y  variable.  Soit  SV  dx  ==  m  ^ 
il  eft  vifible  que  m  doit  êcre  une  FonAioii  de 
X  &  de  jK  >  ^^  regardant  même  y  comme  con- 
fiant. Il  eft  évident  auflî  ,  qu*eh  fuppofant  y 
confiant  dans  la  différenciation  ,  on  aura  dm 
=  y  dx  ;  mais  en  fuppofant  j^  variable  ,  on  doit 
avoir  d m  ==  Y  dx  -+-  P  dy  ;  or  félon  ce  qu*on 
a  dit  ci-defTus  ,  cette  différentielle  étant  vraie  » 

dx  (—  \  Mais  dx  i  "^  j  eft  la  différentielle 
de  P ,  en  fuppofant  y  confiant  j  donc  on  trouvera 
P .  en   intégrant  d  x  i  —  j    dans  la  fuppofition 

de  y  confiant \  donc  ^  :=  Sdx  i-j-]  {* )»  ^ 

dm  =Vdx  -^dySdx  (~^)- 

xi(J.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  fonc- 
tion  :[  de  deux  variables  y  &  x^  pour  que  p  étant 


(  "^  )  Voyez  la  remarque  ci-dcfTus  (  $x  ). 


Jm 
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we  fonclion  de  x  ^  en  ait  l  —  j  t±=  ^  (  *).  Soit 


( 


i j  =  p  dx  -^  9^y*  Puifqu'on  connoîc pdx y  G. 
on  fak  y  conftanc ,  on  aura  :f  =  Spdx  -4-  C  j 
mais  parce  que  C  peut  renfermer  une  fonâion 
quelconque  de  y  y  nous  ferons  C  =»  /(^),  cette 
expteûion  défignanc  une  fonâion  quelconque  de 
y;  donc  l— Spdx  -\- f{y). 

Corollaire.  Donc  en  fuppofant  que  la  fonc- 
tion ^  ne  renferme  pas  d'autre  variable  que  xôcy^ 
la  ditferentielle  d7[  =pdx-\-qdyy  ne  peut 
erre  réelle  ^  à  moins  que  -^  ne  foit  une  fonÂion 
de^  fans  x.  Si  Ton  fuppole  p=)axxy  on  aura 

-I)  =  jaxxi  Se  Ci  Von  hit  f  (y)  =  A 

By  -H  hy^  +  &c. ,  on  aura  :[  =i  axxx 
A  H-  B^  H-  ^  j  *  -H  &c.  :  mais  ce  fera  une 
intégrale  particulière ,  quelque  nombre  de  con« 
ftanres  arbitraires  A ,  B ,  i ,  &c.  qu'elle  renferme  : 
car  l'intégrale  completre  :f  ==:  axxx  ^  f  {y)> 
eft  infiniment  plus  étendue. 

De  la  réfolutïon  des  équations  à  deux  variables  j 
lorfquunc  formule^  différentielle  ejl  donnée  en 
quantités  finies , 

117.   Problème.    Déterminer  ta  nature   de  la 
fonction  j  de  deux  variables  x  &  y^  lorfque  la  for^- 

mule  {  —  j  ;s=z  pz=n  a ^  quantité  confiante.   Soit 

{*)  Ucxprcfiïon    (  "^  )    indique  la  diiFércnticUc  de 
î,  prifc  en  faifanc  varier  jc,  &  diviféc  par  dx* 


ë  ■  ■    imi 
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il^=s  p  dx  -^^  q  dy  =  adx  ^  q  dy.  Si  Ton  fait 
y  conftant ,  on  a  d'[:=i  adx ^  ![  =  a  x  H—  C. 
Mais  il  eft  vifible  que  C  =1  f  [y).  Si  Ton  fup- 
pofe  X  conftant ,  on  aura  flf  :f  =  df  C  ==  q  dy  , 

(^)=^  =  (^)i^eft  donc  une  fonc- 
tion de  y  fans  :*:. 

Si  Ton  vouloir  que  (  -j^  }  fût  =  o ,  dans  ce 

cas  :^  feroit  une  fondfcioh  4e  y  fans  x  ;  car  cette 
formule  ne  devî^nt  fubir  aucun  changement  par  la 
variation  de  x,  ne  fauroit  renfermer  x.  C'eft  d'aiU 
leurs  ce  que  fait  voir  réquation  d:[  =  pdx 
H-  qdy,  qui  dans  la  fuppolîtion  de  y  conftant, 

donne  «f  :f  =  pdx ,  (  —  j  s=s  p^  équation  qui, 

lorfque  p  =s  o  ,  donne  (  -p-  j  =  o  :  or  dans 

ce  cas  :[  ne  contient  point  x. 

Remarque  I.  Nous  pouvons  donc  fuppofer 
C  =f{y  )  ,  quantité  qui  refte  entièrement  in- 
déterminée. On  peut  la  concevoir  telle  que  les 
abfciffes  d'une  courbe,  étant  reprcfentées  par  j, 
les  ordonnées  foient  repréfentées  pai'/(j)  >  &  il 
n'eft  pas  nécefTaire  que  cette  courbe  foit  régulière  , 
elle  peut  réfulrer  de  Taflemblage  de  plufieurs  arcs 
de  différentes  courbes.  On  peut  appeller  ces  fortes 
de  fondions  irrégulieres  ,  des  fonctions  difcon^ 
tinues. 

Remarque  IL  Comme  dans  les  intégrations 
vulgaires  on  détermine  la  conftame  arbitraire  par 
k  nature  du  problème^  de  même  dans  les  ^tor 


wm 
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intégrant  dans  la  mcme  fappofition  ,  il  viendra 

Selon  ce  qu  on  a  dit  ci-deffus  (125),  en  re- 
gardant X  Se  y  comme  variables ,  on  doit  avoir 

en  faifant  la  différentielle  de /{y)  égale  à  dyf  (y)  ; 
d'où  Ton  tirera  q  =  Sdx  (  -j—  )  -+-  f  {y)* 

Mais  dans  la  formule  dx  ("T"  )  on  doit  regar- 
der X  feule  comme  variable. 

Si  on  demande  >  par  exemple  y  que  p 

,  on  aura  S  Vrfx =S. 


y/{xx  -^yy);  donc  :f  s=  V  (^Ar-t-^^^^) 


Quoique  par  cette  méthode  on  détermine  la 
valeur  de  p  ,  celle  de  q  ne  paroît  pas  également 
déterminée  \  il  femble  au  contraire  qu'elle  doit 
introduire  une  indéterminée  ,  indépendante  de 
la  première.  Pour  éviter  une  relie  (îgnification 
vague  >  il  eft  a  propos  d'employer  dans  la  dé- 
termination de  Sdx  (  --J—  )  5  la  même  condition 

dont  on  fe  fert  pour  déterminer  S.V  dx»  Si ,  pat 
exemple ^S*V dx  doit  être  s=s o ,  iorfque  xs^za^ 

il  faudra  auffi  que  Ton  ait  Sdx  (7")  ^ 
k)rfque  x  =»  tf.   Dans  l'exemple  propofé,  fi  on. 


o, 
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fuppofe  qae  S.Vdx  doit  s  évanouir  lorfque  x  =  o^ 
1  on  aura  S.V  dx  5==»  y/  {xx  -^yy  )  —  y  ;  & 

a  le  même  réfoltac  en  fuppofant /(y)  s= y 

Le  principe  de  cette  détermination  eft  fondé 
fur  ce  théorème  •  fi  l  eft  une  fonàion  de  deux 
variables  x  &yj  qui  devienne  =  Oj  lorfque  Ar  =  a 
&  que  ton  au  d  1=1  pdx  ^qdy  ^  la  quantité 
g  s'évanouira  dans  la  même  fuppofition  de  x=za  : 
d'où  il  eft  aifé  de  tirer  cette  conclufion  j  que  fi 
ç  devient  =  o  »^  lorfque  y  z=:i  b  ^  on  aura  auffi 
pz=zo  dans  la  même  fuppofîtion  d«  y  =  b. 

De  la  réfi>lution  des  équations  j  dans  lefquelïés 
de  deux  formules  différentielles  ^  Pune  ejl  donnée 
pan  f  autre. 

^11 9,  Problème.  Si  ^  doit  être  une  fonclion  des 
variables  x  &y^  telle  que  a  f  —i  ")  4-  3  (^  £L  ^ 
==  c  quantité  confiante  ,  déterminer  ;f .  Soit  d  z  ==a 
pdx-hf  ^y,ona»ratf/>-h*yŒ<:,puifque  {^\ 

f-iidx  —  a  dy)y  formule  qui  doit  être  inrégrable. 
Mais  la  partie  -j  dy  étant  intégrabU  par  elle-même. 
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l'autre  partie  doit  être  intcgrable  féparémenr* 
C*eft  pourquoi  ayant  fait  b  x  — >  a  y  s»  r ,  afin 

que  cette  partie  devienne  -j-  dty  il  eft  vifible  que 

p  doit  être  une  fonàion  de  r  ,  &  que  Tintc- 
grale  doit  aufli  être  une  fonâion  de  r.  Ainfi 
nous  pouvons  fuppofer  S.p.{bdx  — ^dy)  = 
F(r)  isscs  f{èx  —^  ^y)i  cette  expreffîon  mar- 
quant une  fonftion  de  bx  —  ay  ;  donc  on  aura 

Corollaire.  Sii=i,  c  =  o,  <zs=i —  i  , 
on  aura  :f  £=/(x  4-^)  >fi  ^  =  c3=izs=i,  on 

Remarque.  Par  les  premiers  clémens  du  calcul 
intégrai ,  on  a  Spdx  =z  px-^Sxdp,  Sq  dy 
,p=s  y  V  —  Sy  dq  ;  mais  à  caufe  de  d:[  r=.  pdx 
-f-  ç  i^j'  ,  on  a  If  ==  %Xpdx  -+-  qdy)\^  donc 
j  ==  /;Ar  +  yy  —  S  {xdp  ^yd{). 

230.  Problème.  «Si  \  doit  être  une  fvnSion  de 
deux  variables  x  &  y  ^  telle  quen  fuppofant 
d^  t=i  p d  X  ^  qdy  y  x>n  ait  p  q  "s:^  \   h   par 

conféquent  q  =  —  j  déterminer  la  fonSion  î-  Par 

la  remarque  précédente  :f=i=j7x  -+-?>'  ^^S{xdp 

ydq)^px^j'-S    i^xdp^—), 

dans    le   cas   du    problème  y    donc    la    formule 
f  X —)  ^P  ^^*^  ^^^®  intégrable  :   donc  en 

faifant  x —  cssty  la  formule  tdp  fera  inté- 

FP 

grable  j 
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gr:sble;  mais  généralement  parlant,  cette  formule 
n'eft  intégràble  que  lorfque  r  éft.une  fonârion  de 

p  [*)y  donc  X, doit  erre  une  fonâion  de 

PP 

p  feulement  j  Se  l'intégrale-  de   (x —jdp 

fera  une  fonftion  que  nous  ferons  =  f  [p)  i 

y 


donc  î  =px -f-  9^  — /(;i),  *  — 

PP  . 

r  [p)f^^  fâiùint  =^dp  f[p)\z  différentielle  de 
fip);  doncx=^+/'(/.)&î  =  ^-h 

F  f  (p)  — f(p)  y  équation  qui  donne  la  folu- 
rJon  générale  du  problème. 

Remarque.  Toutes  les  fois  que  Ton  prend 
poar/'(^)  une  fonftion  algébrique  de  p,  on  peut 
par  le  moyen  des  deux  dernières  équations,  par- 
venir a  une  équation  entre  ;f ,  x  Ôc  y.  Mais  on 
ne  peut  pas  trouver  cette  équation  dans  tous  les 
ras:  on  peut  cependant  conftruire  le  problème 
par  le  moyen  d'une  courbe  régulière  pu  irrégu- 
îiere  ,  dont  rabfciflTe  feroit  =  >p ,  &  lordonnée 
perpendiculaire  =/'  (/^)==  ^  i  car  alors  f(/7) 
=  S.  r  dp  y  aire  de  la  courbe  que  nous  fuppo- 
fetons  =  a  (  **  )  >   de  forte  que  les    équations 

V  V 

X ^=:r,  rs=p*-h- u  y  donneront 


f  *)  si  /  étoit  une  conftantc  =a»  tf  ,  on  pourroit  foppofcr 
t  ^xB  ap^  ii  caufe  de  f  ^  F»  i  «  &  regarder  ap^  comm« 
vue  fonâion  '\c  p, 

(**)  Il  eft  vifiblc  que  «  —  /  (?). 

Tome  F'»  E 


mp 


66     Cours  de  Mathématiques, 


MkMh 


la  folution  générale  du  problème;  c'eft-à-dire  , 
qu'en  prenant  pour  X-  une  valeur  quelconque  ,  on 

iji.  PaoBtEME.  Si  X  eji  me'fonSïon  de  x  & 
de  y  j  telle  qu'en  faifant  d:[  =  pdx  -\-  q  dy  ^ 
a  doive  être  une  fonclion  ^^  P  j  trouver  en  général 
la  nature  de  i.  Puifque  q  eft  une  fondion  de  p  , 
nous  pouvons  fuppofer  dq  =  tdp,  octant  une 
fonftion  de  f  ;  &  l'on  aura  i  =  px  -\-  qy 
^S{xdp-^ydq)  =  px  -\-qy--S{x-^ 

ty)  dp;  donc  S{x  -^  ty)  dp  doir  erre  une 
fonftion  de  p  .  c'eft-à-dire ,  doit  être  =  /  (p  ) , 
dont  nous  ferons  la  diffcrentielle  '=  dpf    (p  ). 

f  ip)y  équations  qui  donnent  la  lolution  géné- 
rale du  problème,  /'  (;>)  repréfentant  une  fonc- 
tion de  p ,  continue  ou  difcontinue. 

Corollaire.  Si  ^  repréfente  l'abcifTe, /'(/») 
l'ordonnée  perpendiculaire  d'une  courbe,  f{p) 
repréfentera  l'aire  «de  la  courbe,  par  le  moyen 
de  laquelle  on  pourra  conftruire  le  problême. 

De  la  réfolution  des  équations  dans  lefquelles  on 
donne  le  rapport  entre  deux  formules  différen- 
tielles j  6-  une  feule  des  trois  variables. 

iji.  Problème.  Si  i  doit  être  une  fonclion  de 
X  &  de  Y  ^   telle   qu'ayant  fuppofé  d^  =  pdx 

-if-qdy  3  ton  doive  avoir  ?  =  "J"  •»  déterinuur  i. 
L'on  aura  d^  =  pdx  +  ^dy  —  px'K 
^^_j_iy\  :r=,  px  («/a),  en  faifant  L.^ 
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u.  Or  cette  formule  ne  peut  être  inté- 

grable  ,    a  moins   que.  p  x  ^    &   par  conféquent 
^  ne  foie   une   fondion    de  «  ,  ou  de   L.  ;c  -+- 

—  ;  donc  :j  =  /f  L.a:-+-— ]  :  mais  en  défignant 

la  difFcrcntieIlede/(z/)  par/'  {u)duy  onz  pxdu 

==*  f  [u)  duyou  p  X  =  Z'  (h.X'^'-j.  Ainfi 

la  folarion  conjplette  du  problême  eft  renfermée 

dzns  les  deux  équations  :^  ==/( L.  Ar-^-"^  J  j  & 

2  j  5 .  Problème.  ^  étant  une  fonction  de  x  &  dey  y 
telle  quen  fuppofant  d:ç^^=i  p  dx  -{^  q  dy ,  en  ait 
q-=  pm  -^  t  ^  m  &  t  étant  des  fimclions  quelcon^ 
qucs  de  x  y  déterminer')^.  L'on  aura  d:^  :=  p  d  x 
p  m  dy  -+-  t  dy  ;   donc   en   faifant  p  b=s  r 

— ,  on  aura  dr  =  rdx •-+•  rmdy 

-^  rm  i— — h  dy  \   Donc  rm  ÔC 


m 
dx 


S.  rw  f \-  dy^  doivent  être  des  fondions  de 


S.  —  4-j^-  donc  S.rm  (  —  4-  ^^^  j  T=t  f(y 
'^^'~)^  r/w  ==/'  (y-hS.-^)  (*),  éqa;^tion 


(*)    On  comprend  afTcz  pat  la  folucion  d«  prpblémc 
fttddcnt  quelle  eft  la  fignificanon  de  /. 

£  1 


mHh^i 
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que  nous  défignerons  par  (A).    Donc  :f  =b=  — ^ 

^—  -i  -+-  "i-  /"'  (>'-^-  S-  ir)  '  ^'^  fubftituant 
la  valeur  de  r  prife  de  l'équation  A.  On  aura  aufli 

q=p  m-^rt  =/'  f  ^  H-  S.  —  j  j  mais  parce 

que  m  &c  t  font  des  fondions  de  x ,  les  formules 

S.  — ,  S. ne  troublent  pas  la  folution. 


m  m 


234.  PiJoBLEME.  Soit  di[  :=± pdx  -f-  qdy ^Ji 
la  relation  entre  p  j  q  &  x  efi  donnée  par  une  équa^ 
tien  quelconque  j  trouver  la  fonction  ^  j  exprimée 
par  les  variables  x  &  y.  Suppofant  que  par  l'équa- 
tion propofée  entre  pyqècx(*)y  on  ait  trouvé 
la  valeur   de  x  exprimée  par  une    fonction   de 
p  8c  de  q  ,  on  pourra  dans  l'équation  7[  ^=  p  x 
-+-  qy —  S.{xdp  -^ ydq),  intégrer  xdp^tn 
fuppofant  q  confiant ,  pour  avoir  S.  xdp  =  V 
-+-/(^),  V étant  cenfée  une  fonârion  connue  de 
pSc  de  qy  telle  que  l'on  d.h  dV  =  x d p  -i-  T dq^ 
T  étant  àufliî  une  fonftion  de  p  bc  de  q.   Mais 
parce  que  {.^  dp  -^^  y  dq)  doit  admettre   l'in- 
tégration,  on  a  S  (  jcrfp  "+-^  dq)=^Y  "^/(?)^ 
Donc ,  en  différenciant ,  x  dp  -h  j dq  =  xdp  -^ 
T  rfy  -t-  ^qT  (q)  i  &  P^r  conféquent  y  *=  T 

ou  J=px;^j;q'^  qf;{q)—f{q)~V. 
Ainfi  par  l'équation  donnée  on  exprimera  .v  en 

(*)   Ici  les  équations  finies  font  fuppofées  toujours 
léfolublcs. 
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p  Se  q  y  en  prenant  enfuire  q  pour  confiant ,  on 
aura  V  =:=  S.x  dj^,  &c  dV  ==?  xdp  f\^  T  dq. 
Ayant  trouvé  V  6c  T  y  on  p  Se  q  j  y  Se  :[  (o" 
lont  exprimés  par  les  formules  qu'on  vient  de 
trouver. 

On  peut  auflî  ,  par  l'équation  donnée  y  cher- 
cher/?  en  X  Se  q  ;  mais  :^z=:p  x  -{-  qy — -  S.[xdp 
-^  y  dq)  =  qy  -H  S.  {pdx  — l—  xdp  —  x  dp 
—  y^?)  =  ?7H"  S.  {pdx  — ydq).  Mais  p 
eft  une  iôndion  de  jc  &  de  y  ;  doqc  il  y  a 
une  fonûion  V  de  ces  variables,  telle  que  dV 
^=pdx  +  KJq,  Soit  faite  S.  {pdx — ydq) 
==  V  -l-/(^)  5  équation  que  nous  dcfignerons 
par  (A)i  donc  i  ~  qy  -t-.V  + /(y) ,  &  y 
=  —  R  — /'f  ?)>  ce  qu'on  tire  de  Tcquation  A 
après  avoir  différencié,  en  fe  fouvenanc  que  dV 
^^pdx  -+-R  dq ;  l'une  &  l'autre  folucion  peut 
ctce  employée  auffi  commodément ,  fl  par  la  rcla* 
tion  donnée  entre  x  ^  p  Se  q  on  peut  aufli  facile-* 
ment  déterminer  x  que  p  ;  mais  on  employera 
la  première  lorfqu'il  fera  plus  aifé  de  détermi^r 
ner  x  que  ^  ,  &  la  dernière  lorfqu'on  pourra 
déterminer /7  plus  aifément  que  x. 

i}5.  Pro9L£ME.  Suppofantd:(=^pdx^qdy^ 
de  manière  que  l'on  ait  p  -^q  î==  —  j  décerminAt 

• 

la  relation  de  :f  par  rapport  aux  variables  x  &  y.  Oa 
aura  q  = p  ,  d  i  :=^  p  dx  --* 


•^— ^\  Mais  les  formules  tix-^  </j^,--- ^ 

a  y  i         ^ 

E  } 


ÊÊÊ 
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crant  intégrables  par  elles-mêmes,   ôc  Je  plus 

^  _  il  étant  =^{dx  —  dy)  ;  il  eft  nécelîaire 
l  a  ? 

que  —  foit  une  fondion  de  x  —  y.    Suppofant 

donc  ^.  —  {dx—dy)=^f{r'—y).'^^  viendra  L.:j 
l 

, î-  ^^  Hx  — y).  Mais  e  étant  le  nombre  donc 

le  logarithme  hyperbolique   =  i  ,  ^ 

fera  une  fondion  de  *•  — y,  que  nous  défignerons 
par  F  {x—y)y  &  l'on  auni  L.:^  =  f(>^—y) 

^^=:^f{x—y)t.c^^  L.e,&î==.---X 
/(""-y)  =  e-f  F  (.V  —  j)  ;  d'où  Ion  tire 

(  —  ^  ==p  =  e'^^'V  {x  —y)  ,  F'  ayant  une 
fisnification  analogue  à  celle  de /' dans  les  pro- 


blêmes précédens  :  on  aura  au(fi  \'^)  ' —  ?  — 


1  J^r^    .  .  l 


4.  j  =  — .  tf  ~  F  (  X  —y  )  ==  y  comme  on  le 

demande. 

1^6.  Problème.  Si  d:(  =z  p  d x  -h  qdy  j  de 
manière  que  ^  doive  tire  une  fcnclion  de  p  &  de  q  ^ 
déterminer  la  relation  entre  ^j   x  &  y*    On  aura 

^y  _-  _I.  —  t — .  Soit  fiippofce  p  =  q  r,  afin 
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que  ^  foit  une  fonction  de  ^  &  de  r ,  on  aura  dy 
=  — î —  rdx;  doncy  =  — — r;i:  —  S.  ( î — - 

Cherchons   maintenant   Tinréerale  de ,   en 

fuppofant  r  confiant   (  f  eft  une  fonftion  de  q 
&  de  r),  pour  avoir  S.  ^-^  =  V  H-/(  r)  &  ii  V 

'    Kdr.  Mais  la  différentielle  de  /(r) , 


étant    défignce    par  dr  f  (r),   celle  de   V  -h 
/(r)  fera  =  ?^H-(R-f-/'(r))rfr.Ainfilafor. 

mule  f -+-  jc(/r  j  ne  peut  être  intcgrable 

qu'autant  que  a:  =  R  -h/'  (r)  ;  donc  j'  =  -^- 

—  Rr— r/'(r)  +  V -H/(r)  = -^  —  rx-4- 

V-h/r'-)  à  caufe  de  A:  =  R+/'(r;.  Ainfi 
i^.  ayant  fuppofé/?=9r,  on  a:^  exprimé  en  q&cr^ 
1^.  regardant  enfuite  r  comme  confiant ,  il  vienc 

V  =  S.  '- ,  qui  efl  aufS  donnée  en  <7  &  r ,  d*où , 

en  prenant  q  pour  confiant ,  on  tire  R  =  f  —  j. 

Suppofbns  ,    par    exemple  ,   que    l'on    ait    ij 
=  apq  i  à  caufe   de  i/:f  ==  pdx  -+-    ?^J^j 


rdx  d  ^ 

on  aura  d  t=^ \rqdyi  5c  dy  =:  — 

E  î 
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^.  DoncjK  = -^-h  s  (i^-l^W-^ 

4-  S.  —  f  </j j.  Ce  qoi  fait  compren- 

dre  que  -^  doit  être  une  fonftion  de  <;  —  — • 
Donc  en   faifant  -^ —  z=z  f  (  q  —  —  j  ,  on  aura 

1?^  /à  réfolutïon  des  équations  dans  lefquelles  on 
donne   le   rapport  entre    les   quantités    (  —  j  ^ 

(  —  j   &  deux  des  trois  variables  x^y^  :^. 

137.  Problème.    Si  en  fuppofant  d'{^=^ p dx 
•+-  <{  dy  j  on  do'u  avoir  p x  -{-  qy  =  o  ^  trouver 

la  relation  entre  ^^  y  &  x.  On  aura  ç  =  — 


px 


^ 


Se    dl=:pdx  —  ~y^px    (^_-~j 


y  '       \  X         y 


"^Py  (y—yj-)  ^Py^'  fi  doncpydoiz 
être  une  fonftion  de  —  ;  donc  ^  =/^— j  ,  fonc- 
tion de  dinienfion  nulle  de  x  Scy^  &  py  =/'  f —  ] . 


Mais   fi   on   demandoit   que   p  u  —I—   q  t  fût 
a^   a  étant  une  confiante»  u  une  fondion 
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de  jc  j    Se  t  une    fondion  de   y ,    on    auroir 

€1  pu  ady 

q  = —  ,    i/î   =  -yi  -4-   pdx  _ 

=^  = -h  P  u    ( -^  )•   Donc    on 

auroit/7.a=/'(S. S.  —  K&:f=tfS. — 

-+-/(  S. S.  —  ) ,  où  les  formules  — >  — ^ 

\         tf  f  /  ut 

font  des  différentielles  à  une  feule  variable. 

i}8.  Problème.  Suppofantd:[=:p dx-^-qdy ^ 
&f=pV -i-u  ,  y  &  u  étant'  des  fondions  quel-- 
conques  de  deux  variables  x  &  y  ^  déterminer  :{. 
On  aura  d:[=  p  (^dx  -^V  dy  )  -H  u  dy.  Sup- 
pofons  que  le  niulciplicateur  M  rende  intégrale 
la  formule  d x-ArN  dy  ^  &  aue  Ion  ait  M  (  dx 

Y  dy)  =dr  ;  M  &  r  leront  des  fonâiions 


V  d  r 

de  X  &  de  j^  j  &  Ton  aura  rf:{=  —--^udy. 

Mais  parce  que  r  eft  une  fonâion  de  x  &  de  ^  ,  - 
on  peut  déterminer  x  eny  Se  r  j  &c  cette  valeur 
de  X  étant  fubfticuée  dans  ^  &  M  ,  ces  quantités 
deviendront  des  fondions  de  ^  &  de  r.  Regardant 
maintenant  r  comme  une  confiante  ,  nous  aurons 
S.udy=T'-^f{r)j  &  ayant fup|)oférfT=  tt</y 
+  tdry  Se  di  =  udy+tdr-^4rf  [r)=di:  • 


+f(r)rfr,    on  aura-^  =  r-t-/(r),  &î 


=  T+/(r).Siron  doit  avoir  ^  = 

JC  V 

on  aura  V  =  —  ^  «  =  -^  i  Se  à  caufe  de  ^  x  -H 

y  X 

Y dytssLdx-^ ^^— ^ j  le  multiplicateur  M   fera 
Tome  r.  ♦ 
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s=^j  Scdrzs^ydx-^xdy;  donc  r^i^xy  ^ 
jc  =5  —  >  &  «  =  — •  Maintenant  onâuraT=î 

y5 

S.udy^=^ — -en  regardant  r  comme   conftanc  ^ 

— y  5 
&  ^  = î  (  ce  qu'on   tire  aifcment  de  Tcqua- 

tion  </T  =  /zrf^  -+-  r  rfr ,  en  faifant y  conftant  )  ; 
aonc -^  =-£- =  3ZI  ^/^  (,)  j  &  ^  ^  ZIh- 

/(*j')=f^+/(*j). 

2 } 9.  Problème.  Suppofant  toujours  dy  =/>  rf  jif 
-4-  q  dy  j  déterminer  '[ ,  en  fupvofaru  qu'il  y  a  une 
telle  relation  entre p  ^  q  y  x  &  y  ^  quune  fonclion 
quelconque  ^  de  p  &  de  x  foit  égale  à  une  certaine 
fonclion  Q^  de  q  &  de  y .  SoitPc=:r,  Qris/,  par 
la  première  équation  on  pourra  avoir  p  ex- 
primé par  une  fonâion  de  r  &  de  x  ;  pai:  la 
féconde  on  aura  q  en  y  8c  t.  Cela  pofé ,  dans 
la  formule  d:j[  =  pdx^  qdy  ^  on  doit  inté- 
grer pdx  en  fuppofant  r  conftant  ,  pour  avoir 
S.  pdx=:K,  On  doit  de  même  intégrer  Î^JK> 
en  fuppofant  t  conftant,  pour  avoir  S.  y  <(y  =r. 
C'eft  pourquoi  R  fera  une  fonftion  dex&der^  6c  r 
une  fondtion  de  v  &  de  r.  Mais  en  faifant  auflî 
varier  t  j  on  a  ^R  :=  pd x  -^  V  dt  j  &cd r=z 
qdy'\--udt;  donc</;f  =</R -h</r — dt  (  V-+-tt). 
Donc  V-4-tt==/'  i  r)  J  équation  que  nous- dc- 
fignerons  par(A)j  ainfi  :(  =R-4-r — /(f)* 
Puifque/7 ,  R  ,  V  ,  font  des  fonftions  de  a:  &  de 
t ,  q  6c  r  des  fondions  de  ^  &  de  t  j  l'équa- 
tion A  donnera  la  valeur  der  en  *  &  j  ,  laquelle 
étant  fubftituée  dans  la  dernière  équation  qu*oti 
vient  de  trouver ,  on  aura  ^  déterminée  en  x6cy^ 
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De  la  réfolution  des  équations  dans  lefquelles  on, 
donne  un  rapport  entre  les  deux  formules  (  — ^  , 
\  ^ —  j  >  &  les  trois  variables  x  j  y  &  :i. 

240.  Problème.  Si  ayant  fait  d:[  =  pdx 
^  q  dy  (  A) ,  on  doit  avoir  ap x -h  iqy  =m:ij 
déterminer  la  fonêiion   :j.    Par   la  nature  du   pro- 

hlcme  on  z  q  =  --^  —  ^4^.  Subftiruant  cette 

*  oy  by 

valeur  de  q  dans  Téquation  A  &  tranfpofant,  il 

j  mrdy  a  p  x  dy     ^ 

Vient  di )^  =^  pdx — ^.  Cette 

^  Ay  ^  ty 

m 

équation  étant  divifce  parj^^,  donnera  d.  -î-  =3 

tenant  fi  on  fuppofe  py^''~"'^ ''^  =f  (-^^)  , 

nous  aurons  i  =:  y"^  -  ^  f  Ç—f—.\    Mais  en 

élevant  â  la  puiflTance  t  ,  la  fondlon  de  -7-7  fe 

réduit  a  une  fonGt'ton  de  -;p  ;  donc  on  peut  de- 
terminer  ç  en  x  &  ^ ,  de  manière  que  :{  =  j  '"  =  *>^ 


■■■MMi 


(*)  L'cxprcffion  tf:^  a  la  même  fignifîcacion  que  JL, 
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141.  Problème.  Si  ^  ayant  fuppoféd'{'=^pdx 
-4-  q  dy  y  on  doit  avoir  ç  =  ^TH-VjT  étant 
une  fonction  de  x  &  de  y  ^  &  Y  une  fonclion  de 
y  &  :[j  déterminer  la  fonclion  ç.  Subftituant  dans 
l'équation  rfif  z=  pdx  -f-  qdy  !a  valeur  de  y, 
ôc  rranfpofanc ,  on  aura  ^ if  —  V dy  =  p  [d x 
'-\--Tdy).  Mais  parce  que  V  eft  une  fonétion 
de  j/  &  de  :f ,  il  y  aura  un  multiplicateur  M  qui 
rendra  le  premier  membre  intégrable  y  Se  parce 
que  T  eft  une  fondtion  de  a:  &  de  y ,  il  y  aura 
auffi  un  multiplicateur  m  qui  rendra  dx'+-  T  dy 
intégrable.  Soit  donc  M  (d\  —  V dy)  ^=^  dr ^ 
m  {  dx  -h  Tdy  )  =  </R,  notre   équation  de- 

,        dr  pdK  _  UpdK       ^ 

Viendra  ---  =;  r ,  ou  a  r  =  .    Pour 

Mm  m 

que  le  fécond  nombre  foie  intégrable  ,  il  faut 

que  —  foit  une  fondlion  de  R  que  nous  ferons 

e=  /'  (  R  ) ,  pour  avoir  rz=if[  R  ) ,  équation  qui 
contient  le  rapport  cherché  entre  :j,  x  &  j^. 

Corollaire.  Ce  problême  renferme,  comme 
un  cas  particulier ,  celui  dans  lequel  on  deraan/^ 
deroit  que  w  fût  =  pxx  +  qyy  3  ou  ^  «==: 

,    Se  une  infinité  d'autres.  Cepen- 

dant  il  paroît  d'abord  qu'on  ne  peut  abfolument 
pas  réfoudre  cette  forme  :  [  ^=^py  +  qx  y  ou  q 

t=^ ^  ^  ce  qui  donne  d^  — i— ^  =/?  idx 

y  d  y  \ 

' =^  j.  La  caufe  de  la  difficulté  viem  dç  ce 


1 


iT^r 
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que  la  formule  d:j[  —  î— ^  ne  peut  ècte  rendue 


? 


inrégrable  pat  aucun  multiplicateur  ,  ou  de  te  que 

z  dy 
Téquarion  d:[ s==  o,  eft  impoffible,  parce 

ae  X  eft  variable  comme  X  Se  y.  Cependant  en 
aîfanc  :f  =  n  (  x  -h y  ) ,  &  /  =  y  =  /z ,  on  aura 
\  =p  x-\~qy  yce  qui  fournit  une  folurion  particu- 
lière \  mais  nous  donnerons  bientôt  la  lolutioti 
générale. 

242.  Problème*  Suppofant  d^^ss^  pdx  -^qdy 

(  A  ) ,  JiPon  a  t  équation  /7=yT-+-VjT  étant  une 

fonhion  de  x  &  dey ^  V  une  fonSion  de  x^&  de  :(^^ 

déterminer  :{•    Subftituant  la    valeur  de  p  dans 

1  équation  A  &  tranfpofant ,  il  vient  if:f  —  Y  dx 

t=  ^  (  dy  +  T dx).    Donc  M  &  m  étant  des 

multiplicateurs   qui  pui(rent   rendre   intégrabies 

les  formules  qu'ils  multiplient,  on  aura  M  {d:(^ 

^\  dx)  =  dr  y  &c  m  [dy  -Jf  T dx)  =^Rî 

donc  —  =  - —  ,  ou  a  r  = ,  d  ou  1  on 

Mm  «R 

tire  aifément  cette  folution  —  =^  f  (  R  )  5  & 

r  =  /(R). 

143.  Problème.  Si  ayant  d\  ^=  pdx  -^-qdy^ 
on  do'u  avoir  \  =  N/?  H-  /z  ^  j  N  6*  /z  étant  des 
fondions  de  deux  variables  x  &  y  ^  déterhtiner  la 
valeur  générale  de  j  par  une  folution  particulière 
qui  donne  :f  =  V  ^  V  étant  une  fonSion  de  x  & 
dey.  Soit  dV  =;?  dx  -hQdy^  cette  valeur  de 
V  étant  fubftituée  au  lieu  de  ^ ,  fatisfait  à  l'équa- 
tion </r=/7^x  H-^rfjjlorfque  P=/^&Q=j; 

aiûfi  (dans  ce  cas)  V  =  N  P  4-  /2Q. 


■M 
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Suppo fons  que  la  valeur  générale  de  :{  foit:^  =:  V^^, 
&  que  du  =  rdx  -jr  tdy^  On  aura/7=  {"Tj 

donc  i^=\i  p^nq  =  (  NPH-.;2Q)z/ +  V>c 
(NrH-/2r)  =  V  zr.  Mais  V  =  N  P -h  n  Q  j 

donc  Nr-+'/2r  =  o,  &r=s .  Donc  du 

n 


( 


''^  — ^  )  =T  {ndx  —  'mdy).  Sup- 


pofons  maintenant  que  par  le  moyen  d'un  mul- 
tiplicateur convenable  M  ,  on  ait  M  (/k/ a:  — 

N^v  )  =  dT  ,  on  aura  du  ==  — .  dT  \  donc 

-^=/'(T),«=/(T),&î  =  V/(T). 

Etant  donc  propofée  Téquation  :j  =  N/?  -I-  /7y , 
de  manière  que  d\  T=zpdx  -^  ^dy  ^  on  peut 
confidérer  tout  de  fuite  Tcquation  y^  [ndx  — 
K  dy)  =(/T,  qui  doit  faire  trouver  le  multi- 
plicateur M  &  Tintégrale  T,  8c  cette  opérnrion 
ne  dépend  pas  de  la  valeur  particulière  V  de  :j. 
Ayant  trouvé  T,  (1  on  connoit  la  valeur  particu- 
culiere  de  V,  de  auelle  manière  que  ce  foit  ,  la 
folution  générale,  fera  :f  =  V.  /  (T).  Mais  on 
doit  bien  remarquer  que  cette  folution  fuppofe 
que   la  condition  prelcrite   efty  de  cette   forme 

■■■    ■  1  ■  I        — — ^M^— ^^M^— «1^^  ■  I         ■  »  I  ■■ 

(  *  )  En  différenciant  ^  =  V  jf ,  on  fait  feulement  va- 
rier X ,  lorfqu*il  s*agit  de  la  valeur  de  p  ;  mais  on  ne  faic 
varier  que  y  lotfqn'il  cft  queftioii  de  la  valeur  de  q. 
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Suppofons  que  </:f  étant  :=i  pdx  — f—  qdy^ 
l'on  ait  :f  =  py  -{-  qx  ^  c'eft-à-dire  ,  que  Ton 
ait  N  =  jc**j'  ==J'  ic  n^=  X.  L'équation  î==y 
— f—  jc  donne  une  folution  particulière  ,  &  l'on 
a  Véquation  M  (.vrfx  — y<iy)  =  dT  ^  dans 
laquelle  le  multiplicateur  M  eft  confiant,  Aibfi 
en  le  fuppofant  =  1 ,  on  aura  T=f{xx  — y  y  )  ; 
&  Ton  aura  :(=  {x-^y).  f{xx  —  y  y)  , 
équation  qui  contient  la  foin tion  générale  que  nous 
avons  annoncée  dans  ravant-dernier  problème. 

I?€  la  nfolution  des  équations  du  premier  degré 
à  crois  variables  ,  ctaru  donnée  une  certaine 
relation  entre  leurs  différentielles  (  *  )• 

144.  Problème.  Suppofant  que  u  efi  une  fonc^ 
lion  des  trois  variables  a:  j  j'  j  ç  j  telle  que  d  u 
étant  ==  p  d  X  -+-  q dy  — J—  r  d^  (  A') ,  Fon 
ait  ap  -^  i  q  '+'  c r  =s  o  (B),j  déterminer  u. 
Subftituant  dans  l'équation  A  la  valeur  de  r  prife 
de  réquation  B,  on  trouvera  aifcment  cdu^==' 
p  [cdx  —  ad:^)  -^  q  [cdy  —  èd^)  z=:  p  dt 
-h  qdT ,  en  faifant  ex  —  tzç  =  r,&cy  — 
^ç==  T.  Donc  u  eft  une  fonftibn  des  variables 

t&T,  ce(ià-àirQ,u=f{t&:T)=:f{cx  —  ai 
ic  cy  —  A  ç  ).  Ce  qui  donne  la  folution  du  pro- 
blème, lorfqu'on  demande  que  a  (  - — j  •+-  b  (- — j 

'(77)  =  °- 


^i 


(*)  Soos  le  nom  d'éqaations  différentielles  nous  com- 
prenons toutes  les  équations  dans  leCquelles  il  Cft^e  des 
éifferentielles  ,  foit  que  tous  les  termes  fc  trouvent  d'ua 
feni  côté  da  figne  =  ou  non. 


riàiiMM^^^Ufi^^éiHMb^ 
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145.  Problème,  u  étant  une  fonclion  de  x ^  y  & 
?^  telle  que  du  :=^  pdx  -+-  qdy  -h  rd\  (A  ), 
déterminer  u  lorfque  ap  x-^b  qy-hcr:[i=:nu{h). 
Si  l'on  fubditue  dans  Téquation  A  la  valeur  de  r 
prife  de  l'équation  (B),  on  trouvera  facilement 

nudr  /  tfxrfrx 

réquation  du = />   (  rf^ ^\ 


Cl        .        *       \  Cl 

/  ,        i>y^i\    1       <^^«      «^f      ^' 

4-?(^y--^)idonc-^; r"="^ 

f<f»         adi  \  jy    /«<^y         3</î 


ffiîiL_fiLw?^r^-^^,doù 

Ton  peut  conclure  que  l'intégrale  du  premier 
membre  cL.^  —  nL.  :f  eft  égale  à  une  fondion 
quelconque  des  quantités  c  L.*  —  û  L.  :f ,  c  L.y  — 
i  L.  ^ ,  ou  en  paffant  des  logarithmes  aux  nombres , 

on  aura  «  =  î",/^  ^^  Y/* 

±^6.  Problème.  Si  du  =^  pdx  ^  qdy  4- 
rdi  [k)&  que pX-\-qy^r{foit^=inu-\'t{h)y 
t  étant  une  janSion  donnée  de  x  ^  y  ^  [^  détermi- 
ner u.  En  fubftituâht  dans  TéqUation  A  la  valeur 
de  r  prife  de  l'équation  B,  on  trouvera  aifémenc 

l  l  ^  l     ^ 

q   (  iy  —  ?Li.  j .  Donc  en  multipliant  par  -7 , 

onaura  </.y;r  = -pinr  H- —«-TT-  ^•7+"Y;-::t- 

</.  — •  Suppofons  maintenant  xc=T;S;^J^^^t> 

afin 


ym^ÊÊ^m^    I iiiiT      I  •    ■    ■  ■      .1.1  , 
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&fin  que  r  devienne  une  fonâion  de  trois  varia* 

_  •  t  d  z 

Mes  T  ,  R  ,  :f  ;  &  intégrant  la  formule  —ir+T  en 

regardant  T   &  R   comme  conftans  ,  fuppofons 
cette  intégrale  ::==5  V  ,  il  eft  vifible  qu'on  aura 

^==V+/(f;&f).&.==Vj 

Le  principe  de  la  folution  du  problème  eft 
fonde  fur  ce  théorème  :  jfi  dV  =  rd^^p  dJ 
•4-  q  dy  ^  t  déjignant  une  fonSion  donnée  ,  p  & 
4}  éks  jonclions  indéfinies  j  ton  doit  avoir  V  =» 
t.rd-(  -^  f  {^  &y)'  Mais  il  ne  fuffit  pas  de 
remarquer  que  dans  rintégration  de  la  formulé 
rdz  y  on  doit  -regarder  :[  leule  comme  variable  ; 
il  faut  encore  avoir  attenrion  de  traiter  x'  Se  y 
comme  conftans.  De  manière  que  V\  r  eft  une 
fbnûion  de  x ,  j  &  ç ,  d'où  Ton  ait  forme  x\y\^y 
il  faudra  i**.  introduire  Jc^y,?',  &  chaffet 
^9  y  y  ^  y  afin  que  r  devienne  une  fondtion  de 
x\  y  y  :[\  1®.  on  doit  prendre  Tintcgrale  S.rrf;^' 
en  regardant  :^  feulé  comme  variable  ,  Se  x^  Se  y 
comme  coaftans.  Dans  le  cas  du  problème  y  on 

doit  intégrer  --v+T  ^^  regardant  :[  feule  comme 
variable,  &  traiter  les  quantités  —,  ~  comme 

conftanies  ;  de  forte  qu'en/aifant  P  =  —  &  Q = — , 

afin  que  r  devienne  une  fonftion  de  :{  ,  P  &  Q ,  on 
doit  traiter  P  &  Q  comme  conftans. 
247.  Problème.  Déterminer  la  fonSion  j  u  lorf- 
Tome  r.  F 
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^ue  du  ==  pdx  ■+-  ç  d y  -f-  rd:[  (  A) ,  &  p  m 
^  qM  -hr/2  =  o  CB),/;2  /r^/zf  w /z^  fonction 
de  Xy  M.  une  fonction  de  y  ^  &  r  une  fonction  de  ^^ 
Ayant  fubfticué  dans  l'équation  Â ,  la  valeur  de 

rprife  de  Tcquâtion  B  ,  on  aura  du^=^p  idx  — - 
indi\  f  M^j  \ 

fonsr=^S.— -.S.^,&T  =  S.^-S.^, 

m  n  M  n 

pour  avoir  du  :=ipmdt  +  ^Mi/T;  il  eft  aifé 
de  voir  que  u  fera  une  fonâion  des  deux  varia- 
bles r  &  T  j  donc  tt  =  /(  r  &  T  ). 

248.  Problème.    Ayant  fuppofé  du  s=^^Ar 
4-  ^  dy  -4-  Ti/çj  &  pqr  tss  i  ,  déterminer  u.  On 

I                                                       1/7 
aura  r  =  — ,  ôcduir^pdx-^-ûdy-^ ^: 

donc  u  =p X  -f- ^y  H — ^ S.  (  xdp  ^ ydq 

*—  i — r  —  5= —  ).  Puifque  cette  formule  intégrale 

ppq         pqq  J  ^  ^ 

ne  renferme  que  deux  différentielles  dqj  dp^  il 
eft  vifible-  qu'elle  doit  ctre  utie  fondion  de  /?  & 
de  q.  Suppofons  cette  intégrale  =  t ,  nous  aurons 

^=:nx-+-^y-H-^^ t,ôcdtz=(x ^dp 

^  ^-^         pq  \  ppq)    ^ 

î 


-'-(^-7ll)^^^'^""'(^) 


pqq  )     ^^  ^  dp  J  ppq    * 


.  .1 


(  —  j  ==y  — .  •-^>  équations  qui  feront  con-«. 
îioître  /  &  j ,  &  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans 


>^^=VI7'^=='V^» 
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celle  de  u  ^  on  aura  u  exprimée  en  x  ,  y  &c  :j^. 
Si  t  eft  une  confiante  =  a  ,  on  aura  dt  =  o  ^ 

X —  =  o ,  onpp q  =  ~.  On  aura auffi  pqq 

y  ^^    ^         xy 

245.  Problème,  ^a  étant  fuppoféc  ^=:  pdx 

u  ' 

ç</y  +  rd:ij  pqr  t=^  j  on  demande  la  v^z- 

kur  de  u.  Suppofons  p  =  — ,  q  =  -^  ,  r  =! 
— ,  nous  aurons  --^ zs^pqr^'^^ •  Donc 

r\r^T>  t  Vudx  Qudy        Kdr     da 


L.  a  =  V  ,  L.  AT  =  jtr' ,  L.  ^  =  y'  ,  L.  r  =  :j'  , 
on  aura  </ V  =  P  dx'  -h  Q  ^^'  Hh  R  ^î[  >  équa- 
tion dans  laquelle  PQR  =  i  ,  &  qui  contient 
la  qaeftion  que  nous  avons  traitée  dans  le  pro- 
blème précédent. 

Recherche  des  fonciions  de  deux  variables  par  la  rela* 
tien  des  formules  différentielles  du  fécond  degté. 

150.  Avant  de  pafTer  plus  loin ,  nous  obferverons 
que  comme  i  -j^  j  marque  la  différentielle  de  ;f , 

prife  en  faifant  vatier  x  Se  divifée  par  dx^  de 

F  1 
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mcme  (  -j--  j  indique  la  différentielle  de  (  7^  ^ 
prife  en  faifant  varier  x  &  divifëe  par  dx.  En 
- — ^  j  marque  la  différentielle  de  l'or- 
dre m  de  la  fonftion  if  différenciée  un  nombre 
de  fois  en  faifant  varier  chaque  fois  x  Se  divi* 

fant  par  dx.  L'exprcffion  (  -; — f-  )  =  ( L  \ 

^  *  \  dydx J        \dxiy  / 

indique  qu'on  a  pris  d'abord  la  différentielle 
de  :{,  en  faifant  varier  x  &  divifant  par  dx^ 
&  qu'on  a  pris  enfuite  la  différentielle  du 
réfultat  en  faifant  varier  y ,  &  divifant  par  dy  ^ 

ou  réciproquement.   11  eft  facile  de  comprendre 

ce  que  fignifient  les  expreffions  (-t~i)  ,  (j  J^  ij  ^ 

&c. 

C#ime  une  fonction  :^  de  deux  variables  a:  5c  y 

i    a  deux  formules  diffétentielles  (j^)  y  (7^)  ^^ 

premier  degré  ,  la  même  fondbion  a  trois  diffé- 

^  rentielles  du  fécond  degré,  (^i-)>   (^)  > 

formules  font  égales. 

La  même  fonftion  ;f  a  qqatre  formules  diffé- 
rentielles du  troifieme  degré  ,  favoîr ,  (-p^)  > 

ilT^)  '  (jTdp)  >  (0)  >  ^H«  «°  »  ""q 

du  quatrième  degré,  fîx  du  cinquième  degré, &c. 
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X5I.  Problème.  Suppofant  que  :{  doive  être 
une  fonSion  de  x  &  de  y  ^  telle  que  (r-r)  =  ^  j  ^ 
éiani  une  fonSlon  donnée  de  x  &  dey  ^  déterminer i^i 
Gjnûcicraiit  y  comme  conftanc ,  on  a  rf  (  ~  \ 

x=.  dx  (-r4)  '=^tdx  y  par  la  natuxe  du  pro- 
blème j  donc  (-p-)  =  S^i/x  -+-C.  Mais  il  eft 
vidble  que  C  peut  exprimer  une  fonftion  quel* 
conque  /(j^)  de  j^  ;   donc   (-r^)  5=  S.  rt/:f  -h 

fiy)*  En  confidérant  encore  y  comme  conftanr, 
nous  aurons  </:f  =  ^a:  S.  rif;i;  +  rfx /(y  ) ,  où 
Sud X  doit  erre  prife  en  regardant  y  comme 
conftanr.  Si  l'on  intègre  dans  la  même  fuppoiir 
rien,  &  qu'on  défigne  par  F  {y)  une  nouvelle 
fonûion  de  y  qu'on  doit  ajouter  ,  on  aura  :[  =3 
Sdx  S,tdx-^xf{y)  -H  F  (y) ,  ce  qui  donne 

l'intégrale  complette  de  l'équation  (  y^)  ==  ^  i . 

parce  que  cettç  intégrale  contient  deHX  fpnftîons 
arbitraires  de  y. 

Si  Ton  demandoit  que  (r-7)  fiirs=  o ,  on  auroit 

il==dxf{y)y  8ci=xf{y)  -H  F  (j) ,  ou 
en  changeant  /  en  F  ,  ce  qui  eft  très  -  permis  , 
K^^^xïiy)  -\-ny)=f{y)'^x¥iy).. 

f  5 
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On  auroit  pu  conclure  la  même  chofe  par  la 
formule  précédente  ,  en  fuppofanc  t  =  o. 

Si  on  différencie  la  formule  :f  =  S.  ^a:  S.tJx 
^  xf  (y)  —H  F  (y)  y   en  regardant  y  comme 

confiant,  on  aura  d'abord  (j-)  =  S.tdx 
/(  j.  ),&  enfui  te  (^)=^- 

Il  eft  aifé  de  voir  que  fi  Ton  doit  avoir  (j— r") 

e=  T,  T  étant  une  fondion  de  x  &  de^  ,  l'in- 
tégrale complette  fera  r  ==  SdySTdy  -H 
y  f{x)  HH  V  {x)  i  ou  dans  la  double  intégrale 
S.  dy  S.T  dy  y  jc  eft  confidéré  comme  confiant. 

A   regard  des  fondions   ajoutées  ,  on  les  dé- 
termine dans  les  cas  particuliers  par  la   nature 

X  y 
du  problême.   Si  r  =  — ,  on  aura  S.tdx  = 

î^^;  &  S.dxS.tdx:=—'^=^^.  Ainfi 

par  une  première  intégration  on  a  (  ^  )  ==  "^ 


fiy).  Donc  en  fuppofant  :v=  a,  on  pourra 

égaler    (  t^  ^    à    «ne  certaine    fonâriou  ,    par 

exemple  ,  a  l'ordonnée  dune  courbe  dont 
rabfciffe  feroit  =  ^  ,  ce  qui  fera  connoître 
f{y)i  &  ayant  fait  la  féconde  intégration,  on 

aura  ?  =  ^^^  -+-  xf(y)  -4-  F  (j) ,  valeur 
^         5.2.  <i  "^ 

qu  on  peut ,  dans  la  mcme  fuppofition  de  a:  =û. 
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^ler  i  une  fondion  de  y  y   ce  qui  fera  con- 
iioître  F  {y  )  dans  ce  cas  particulier. 

2.51.  Problème.  Si  ij  doit  être  une  fonction  de 

'  *  ''y  ■  '""  î«  O)  =  T  (fi)  + ., 

T  &  t  étant  des  fonclions  quelconques  de  x  &  de  y  y 
déterminer  •{.   Soit  ^-^^  =  z^ ^  on  aura  {J~\ 

=  \J^j  =  T  tt  -h  r.    Regardant  maintenant 

X    fèufe    comme    variable  ,    il   vient    d  u   = 
Tudx  -+-  r</^,  équation,  qui  en  multipliant 


I^r  e  [e  étant  le  nombre  dont  le  loga- 

rithme hyperbolique  ==  1  )  >  tranfpofant  &  inté- 

j  —STdx  ^     —STdx      , 

grant ,    donne  e  u  ^=  Se  tdx 

fiy).    Donc  u  ==   (^)  =s  e  '       *x 

^•^  tax-^e  jiy)'  Mamtenan t en 

regardant  x  feul  comme  variable  ,  on  a  d^  =:=: 

«^  l  ^  1  ,  &  :f  =  S.  ^  a;»:S.  ^ 

tdx  +/(y).  S.  (î^  ^  ^a:  +  F(^),  équa- 
tion qui  donne  Tintégrale  complette  de  la  pro- 
pofée. 

On  doit  chercher  j^  l'intégrale  S.  T^at  que 

C  TT  A  MA 

nous  ferons  ==  L./tz  ,  pour  avoir  e  ==m  (*). 

*  Il  I  I    I  II  I 

(*)    Soit   ST(fjf=/>=:L.  m,  donc />L.  <  =  L.  œ, 
paicc  que  L.  «  s»»  i  S  oooc  <  ^  ==  «  ;=  m. 

F4 
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On  doit  enfuite  chercher  S.  ^  </a:  =S.  mdx^, 

quçî  nous  ferons  =  M,  refte  rintégrale  S.mdx. 

S.  =    S.  dM  S.  qui   devient    s=a 

M  S S.  ji  de   manière  qu'il   faut 

encore  intégrer  ces  deux  formules. 

Corollaire,  Si  on  fuppofoic  que  ( -j — -j   eft 

a=  T  (  j^)  4-  ^  >  T  &  «  étant  des  fonétîons 

données  de  x  &  de  ^,  on  auroit  :f  =  S.  e 
dye  tdy^j[x)^.c  o.y 

Pour    faire    l'application   du    problème  â    urt 
exemple  >  fuppofons  qu'on  demande  la  fonâion 

,<lex&de:,.lorfque(0)=-^^^)  + 


-,  Suppofanttt=  T-^V  &confidcranrycomme 


a 

f.  n  u  d X  ad X  g- 

confiant ,  on  a  a  «  =  — 1 ,  ou  en  trani- 

*  xy 

r        o     j*    •/•  ^     du  nudx  a 

pofant  &  divifant  par  a: ",  — ^  —  *■  ,  ^^    =  —^ 

dx                       u            a     ^       dx               —  <t 
— r  TT  »    donc  "---  =  —;•    5.   — r-TV    =i   ^- 

/(^).ou«=(^)==i.-^../(^). 
Cohfidérant  encore  y  comme  conftant  ,  il  vient 
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d^  = h-  f[y)x'^dxy  d*où  Ton  tire 

î=^;--4-~..v"+'/(y)-+.F(,.). 

Si  on  fuppofe  a  =:  o  ,  on  aura  :(  ==•  --r--»  /(^  )  X 
;c«+t  +  F(y). 

255.  Problème.    :f  étant  une  fonSion  de  x  & 

*  7.  »*  .«  (fiî)  =  T  (^-i)  +  „  T  &  . 

elri?/7r  des  fonctions  données  de  x  j  y  &  \  ^  déter- 
miner la  fonction  :f.  Ayant  fuppofe  y  confiant , 
on  a  </^^  =:  T dxd\  +  tdx^  ,  équation  du 
fécond  degré  qui  eft  cenfce  ne  renfermer  que 
deux  variables  a:  &  :f ,  parce  que  nous  regardons 
y  comme  conftant.  On  eflayera  donc  d'intégrer 
cette  équation  par  les  méthodes  précédentes;  & 
fi  l'intégration  a  lieu,  au  lieu  des  deux  confian- 
tes arbitraires  qu'on  devroit  ajouter  ^  on  écrira 
f{y)  &  F  (j')»  &  ion  aura  l'intégrale  complette 
de  la  propofée. 

254.  Problème,  Suppofant  que:(fbit  unefonc" 
tion    de  x  &  de  y  j  telle  que  T  étant  une  fonction 

donnée  de  x  &  y  ^  Von  ait  ( -- — ^^-\  r=  T  •  dé-- 

^  \dxdy  J 

terminer  r.  Soie  (  -7-^  )  ,=  « ,  on  aura  -r — r^  = 
f— j  =  T  J  &  en  fuppofant  x  confiant  >  il 
viendra  du  ==  Tdy^  6c  u  :=  (j^j  =^S.T dy 


■■n 
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/'  (at).  Confidérons  maintenant  y  comme 
confiant  ,  nous  aurons  £/  ij  s=  d  x  S,T  dy  - 
dxf  (x)  ,  Se  :i  =  S.dx  S.Tdy  -+-/(;c)'  . 
V  {y)>  Les  fondions  /(at)  ,  F  (^) ,  marquent 
que  l'intégrale  eft  complettç. 

Corollaire  1.  Si  on  eût  renvérfé  l'ordre  en  fup- 
pofantd*abordj^&enfuiteArconftant&  (— )  =«» 

on  auroit  trouvé  fj— )  ==  S.Tdx  -^  f  {y)^ 

Se  î=  S.dyS.Tdx  -hf{y)  +  F  (at),  équa- 
tion qui  fatisfait  aufli  au  problême. 

Corollaire  II.  De-U  il  fuit  que 
S.dyS.TdXy  =  S.  dx  S.T dy^  ou  du  moins  que 
la  différence  de  ces  quantités  eft  exprimée  par  un 
aflTemblage  d'une  fonftion  dexdc  d'une  fonftion  de 
y.  Si  l'on  fuppofe  que  S.  dx  S,T  dy  foit:^  S.^^. 
S.Tdx  =  V ,  on  trouvera  pour  Tune  &  l'autre 

formule  T  =  (  -- — ; —  ). 

\  a  xdy  / 

Corollaire   III.    SiT  ==  o  ,    on   aura 
^  =./  (at)  -+-  F  {y)  :  on  aura  aufE  i  z=z  f{y) 

+  F(x). 

Pour    faire    l'application   de    ce    problème  , 

S.T  dx  ==  X  ^  {aa  —  y  y  )  où  nous  com- 
mençons par  la  fuppofition  de  x  variable  j  donc 

S.dyS.Tdx=xS.dy  V  i^'^—yy)  ==  T* 
xy  \^{aa^yy)-[-^aaxS.^^^J__^^^: 
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donc  rintcgrale  completce  fera  :[=  — i»  y/(a  c — -y y) 

ma 

^\aaxk. fin.  -^  -h/W-i-  F  (y)  (*). 

2  5  5.Probl£JiIe.  Suppofattt  que  :f  cji  une  fonc^ 
tion    de   X  &   de  y  telle  que  Von  ait   (-- — i— ) 

=  T  {^-y^^ -\<  ^T  &  t  étant  des  fonctions  de  X  &  de 

y  j  déterminer  if.  Soit  f-p  j  =« ,  fi  dans  cette  équa- 
tion ,  on  fuppofe  AT  confiant ,  on  aura  du  r=sTudy 
+  r</y;donc  en  tranfpofant  &  multipliant  par 

STiy  -STdy,        ^       —STdy. 

e  ,  on  aura  ^  du —  1  ^e  dy 

s=  e  '^  t  dy.  Donc  e  u   = 

S..-"^-^r./j.+/(x);doncz.=  (^) 

=  e  S.  tf  -^r^j^H-d         ^/   (a:). 

Regardant  maintenant^  comme  conftant,  mul- 
tipliant  par   dx  8c   intégrant  ,   il    vient  îf   =3 

. ^  .  ■■__■__  ■  .^  _ 

(^)  A  défigne  an  aDgle,  oa  fi  Ton  veut  un  arc  de  cer* 

y 
de  dont  le  rayon  «■  i ,  le  finas  «s  —  ^  &  par  conféquenc 

le  co-fino$==.  V/    (  l  —  =^^  J  «= =^*  Or 

Ton  a  toujours  le.co-ilnus  eft  au  rayon  comme  la  difFérentielIe 

dy 
oa  fioQs  cft  à  celle  de  l'arc ,  qui  fera  ici  =»  —77 ~^* 

Tme  F.  * 
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Corollaire.  On  cherchera  d'abord  S.Tdy^ 
que  nous  ferons  ==  L.  z:^  ^  on  cherchera  enfui  ce  » 

S.  — ^  que  nous  fuppoferons  ~  M  j  enfin  on 

cheichera  S.  m.  M  ^^rque  nous  ferons  ==  N  :  mais 
dans  les  deux  premières  intégrations  on  fuppo- 
fera  x  confiant.  Dans  la  troifieme  au  contraire 
on  fuppofera  y  conftant  &  x  variable  ;  ce  qui 
étant  fait ,  on  aura  :f  =  N  -+-  S.  /w  dxf'  (  x)  --f- 
F  (j^)  I  intégrale  complecte  cherchée. 

Si  Ton  regarde/'  [x)  comme  l'ordonnée  d'une 
courbe  dont  TabCcifle  =  x ,  l'on  pourra  facile- 
ment conftr^jire  l'intégrale  S.  mdxf  [x)  pour  cha- 
que valeur  de  j^j  car  on  regarde  ,  dans  cette  inté- 
grale ,  y  comme  confiant. 

Remarque.  En  changeant  x  tny  &cy  en  Xy 
l'on  refondra  de   même  le  problème ,  fi  on    de- 

„ande  que  (-^)  =T  (^I)  -Hr  ,  T  &  r 

étant  toujours  des  fondions  de  a:  &  de  y  ^  &  l'on 

p      STdx    ,       p       —STàx    j 
aura  :f  =  b.  ^  a  y.  ^,  t  t  dx 


1^6.  Pour  faire  l'application  de  ce  problème , 
fuppofons  que  :;; ,  étant  une  fonftion  de  ^  &  de 

fant  (^)  =  «,  il  vient  (^)  -y -+"  -^- 
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Er  en  confidéçanc  x  comme  confiant  ^  on  z  du  s=3 

H .  Tranfpofani  le  premier  terme  du 

fécond  membre  de  l'équation ,  divifant  par  ^  *  & 
intégrant ,  il  vient  — -  = — .  S.  -~- = 

dx  \  __       —hy 


f(,);donc«  =  (^) 


y^  r  ( * )•  I^'îc  ,  fuppofant  y  confiant ,  multi- 
pliant  par  dx  Se  intégrant  >  j  = ^.  L.: 


257.  Problème.  Suppofant  que  ^[efi  une  fonc^ 

tion  de  y  &  de  x  j  teUe  que  f-j — j—j  =  ^ç^ 

iittTminer\  du  moins  d^une  manière  particulière. 
Soit  :^  z=:  e^" m  y  m  étant  une  fondlion  de  y 
fans  X  ni  :f.  Si  Ton  confidere  y  comme  conf- 
tant ,  on  aura  rf:fs=e*'/n.  dL.  e^"  (  voye:^^  dans 
la  première  feclion  comment  on  doit  différencier  les 
quantités  exponentielles  )   =  adx  e*^'  m  ;   donc 

i'-h)=""'"^{-ëk) -"'■%- 

^:|[  (par  fuppofition)  =  be^"  m  ^  en  fubftituant 
la  valeur  de  r  ;  donc  a.  --—  ^^=^  b  m.  Se  a.  —  = 

hy 

hdy.  Donc  tf.  L.  m  =^^  ,  L./72  a=3 —  L.  e  y  m 


^    *   ,  &  en6n  j  s=e*' c    •    =  ^  * 
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Mais  en  multipliant  par  une  confiance  A  ,  on 

aura  auflî  une  équation  :^  =  Ae  •  a  y  qui  don- 
nera une  folution  particulière  :  cette  folution  eft 
très-étendue  ,  puilque  A  &c  a  font  des  confian- 
tes arbitraires.  De  plus ,  plufîeurs  valeurs  de  :j' , 
qui  fatisfont  en  particulier ,  fatisferont  auflî  étant 
jointes  enfemble  j    de   forte   qu'on   aura  i    = 

hy  by  èy 

Ae  ^^-B^  y-f-Cer  c    -t- &c. 


dans  laquelle  A ,  B ,  &c. a^iy  b\  c ,  &c.  font  des 
confiantes  arbitraires.  Si  l'on  fait  m  ^=^  a  ^  m  n 
=  b  ,  Ton  aura  une  valeur  particulière  \  =s 
Ae  *"*+  "J'y  mais  cette  folution  efl  bien  inférieure 
à  celles  qui  renferment  deux  fonâions  arbitraires 
comme  celle  du  problême  précédent. 

^58,  Problème.  :f  étant  fuppoféc  une  fonction 
de  X  &  dey  j  telle  que  f  r — ^  j  =  ûû  i- — Y\  j  dé- 
terminer '[^  Soit  t  t=z  à X  -+-  hy  j  r  =  ex 
•^gyi  Z  fera  une'  fondlion  de  r  &  de  r  ;  & 
en  regardant  y  comme  confiant ,   nous    aurons 

dt=:iadxyôc  dx  :=:  —7-  :  nous  aurons  encore 

dr  :=  cd x  y  ou  dx  = — .    Mais  en  regardant 

c 

y  comme  variable  ,  on  aura  dy  =  —  &  dy 

dr 
=  — .   Cela  pofé,  il  efl  vifible  que  fi  l'on  veut 

chaffer  d  x  ^  on  doit  différencier  deux   fois  r , 
en   faifant  fucceflîvement  varier  t  &c  r  pour  la 
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feule  variable  x ^  &c  deux  fois  aufli  fi  Ion   fait 
varier  y  ;  de  forte  que  Ton  aura  y—-)  =  a!  i^j 

L'on  aura  aufli  (j-\)  =  ^^  (t^)  H-z^cx 


■• 


(  ♦  )  Si  ToQ  avoit  jif  =  r&r=*+y.  Ton  aoroît 
ixsssiit  •  mais  cependant  Ton  n'auroit  pas   (t^)  == 

f-j^j.    La  raifon  en   cft  que  dans  la  formule  (-^ — j 

y  cft  regardé  comme  confiant  5  au  lieu  que  r  «s  fl?  +  y, 
cft  fuppofé  conftant  dans  l'autre  formule  ,  ce  qu'il  efl: 
bon  de  remarquer  ,   afin  de  ne  pas  conclure  de  x  =  f 

(  *♦  )  Pour  concevoir  cela  très*  clairement ,  on  doit  faire 
attention  que  fi  T  cft  une  fondlion  de  je  &  de  y  ,  on  ne 
peut  avoir  fa  difrérentielle  qu*cn  faifant  varier  luccefCve- 

meut  x&  y  ;  de  manière  que  d^==^  dx  (  - — J  ^dyX 
l~ — )  ;  mais  û  x  èc  y  font  donné^en  t-Sc  r,  on  aura 

•"-•"  (^)  *■"  (.ir) ■  " ^' = "  (77) 


+"('^)- 


Donc  cafubfticuant  ccs^aUurs^  on  t^<)uvera 
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nant  fi  Ton  fuppofe  que  l'an   de  deux  r  ou  r  feulemenc 
foitvariable,onaura^-  (^)  (^)  +  (-^)x 

\dj  )  '    dr         dr   \dx  )  dr    \dy  A 

Puifque  ^  étant  une  fonâion  de  x  &  ^^J*  t  k,  r  étant 
aufO  des  fonâions  de  x  &  de  y,  on  peut  fuppofcr^Bss;^^ 
de  manière  que  dans  le  premier  membre  de  cette  équatioa 
^  foit  une  fondbion  de  x  &  de  ;/ ,  &  que  dans  le  (econd 
membre  ;f  foit  une  fonâion  de  r  &  de  r.  Donc  en  difFé- 
lenciant  en  faifant  varier  fuccefTivement  x  &y  dans  le  prcmiec 

membre,  r&rdansle  fécond ,  on  aura  (  T"")  =  (  —  )  X 
\i*dy  )       \dxdy  J  \dt)        \dxdy  }  \dr/ 
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^^g  (77 J7)  -^gS  {j;t)  •>  ^^"^  "o"e  équa- 


tion  deviendra  {ti  —  a  a\aa)  (-r-r)  ^-  1  X 

+(7^)  (17)  (^)  -  (t^)  o  i^> 

\dj^J        \iy^  J  Kdt  J  "^  \  dy^  )    \  dr  J 
"^  \àr  )     \dt'^'j'*'*\djj\dyj\dtdrj 

Si  1*011  vent  favoir  quelle  des  quantités  x  ou  y  Ton  a  regardé 
comme  variable  dans  les  tgrmes  du  fécond  membre  de  ces 
équations  afleâés  de  dd^^  on  n*a  qu*à  faire  atcenrion  au 
oocficicnt  de  ces  termes  :  ainfi  dans  le  dernier  terme  de  la  der- 

nicxc  équation  le  coefficient  (  ""T^  j    f^lt  connottre  qu'on  a 

différencié  r  deux  fols,  en  faifant  varier  r,  &  regardant  x 
comme  coimant  dans  la  fonâîon  r.  Le  coefficient  de  l'avant- 
dernier  terme  de  la  même  équation  indique  qu*on  a  différen- 
cié ^ ,  en  faifant  varier  fucceffivement  r  &  r,  ou  r  &  f ,  &: 
TCf;atdaot  y  comme  variable  &  x  comnîe  confiant.  Le  der- 
nier terme  de  l'avant  -  dernière  équation  indique  qu'on  a 
difiemcié  i  deux  fois  ,  en  faifant  varier  r  ,  &  regardant 
dansr ,  y  comme  conftant  &  x  comme  variable ,  &  enfuite 
X  comme  conftant  &  y  comme  variable  «  ou  réciproquemenr. 

Si  l'on  fuppofc  <  =  â  X  -f-  5y  ,&r=  ex  -h  gy  ^  on 

Tom  V.  G* 


""  (7^).  =  "'  (■^)  =*'  fâ  -*^  '  -^  ' 


itaMMa«MaaaiMBaM 
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f      M  =s  o.   Suppofons  û'  =  c=i,  bssaa  Sc 

g  =i  —  a  ;  alors  la  première  &  la  dernière  for^ 
mule  s'évanouironc  ,  ce  qui  arrivera  en  faifanc 
r  =  X  -+-  ay  &  r  «=  x  —  ay  ,  Sc  Ton  aura 

d*où  ,  par  ce  quon  a  dir  ci-deffus  (  454) ,  on 
tire:f  =  /(f)  -t-F'(r),  q\i  en  fubftiruanr  les^ 
valeurs  de  r  &  de  r ,  :{  =/(  ^"H  <z  J^  )  +  F  (  J'f — ^J^)  » 

formule  qui  farisfait  ;  car  (-p-j  =/'  f  ^  -h  « J^  ) 

•r 

■"*  VT~)  "*"^  vT~)  ^'  ^  P^**^  ^"  formules  da  fécond 

-"(-;7^).-G-7^)-»e>".o 

-|-  &c.  5c  les  coefficients  A  ,  6 ,  C ,  &c.  feront  les  mêmes  que 
cJcuï  qui  viennent  de  révolution  de  la  forme  (a^p)^  {B  ^ 
fi  PY^  en  difpofant  les  termes  félon  les  puifîances  ècp  ^Sc  fzi-^ 
fant  attention  que  le  premier  terme  contient  P**  '^,lr&  ày 
ne  fc  ciouve  pas  dans  la  formule  ^  on  aura  ii  =c  o.  ' 
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On  peut  prendre  pour  les  fondions  dex  +  ay 

?/~]''^f  T  '^  ^^T™*  •^°'f  'lo"ner  la  valeur 
de  î  des  fondions  même  difcontinues.  Si  dans  ' 
deux  courbes  quelconques  ,  tracées  même  par  un 
T.Tt?-^'  '"'S«Iier  de  la  main,  on  preïd  fu" 
unj^  abfciff-e  X  ^ay  6c  x  ^  ay  fur  l'autre  ab- 
laHe,  la  fomme  des  ordonnées  correfpondantes 

le  p?o"îêr7 -  r'  "  ''  '  ^" '''°"'^" 

U  folution  du  problême  des  cordes  vibran- 

tes  ayant  conduit    à  l'équation  ^uo   nous  ve- 

(  *  )    On  doit  fiiire  attention  que  fi  V  eft  une  fonc-    ' 
«on  Je  X,    exprimée   par  /  (,)  ,    l'on    aura  (^) 
/ddV\  /  idd\\  ** 

\ix*)  ^Z"  ( *)  »  &c.  Il  eft  maintenant  aifiS  de  com- 
prendre la  fignification  de/' ,/",  F',  F". 

(  *♦  )  On  peut  aufli  s'y  prendre  de  cette  manière.  Soit 

(|='(q.-(0r)="i:f). 

G  i 
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nons  de  refoudre  ,  le  célèbre  M.  d'Alembert, 
qui  le  premier  a  entrepris  avec  fuccès  la  folution 
de  ce  problème  ,  parvint  par  une  méthode  fin» 
.    guliere  »  à  Tincégration  de  cette  équation. 

Remarque.   Si  l'on  avoit  l'équation   (^— 7- ) 

^-  tf  tf  (;t-t)  ^=  ^  i  dans  ce  cas  a  a  auroic  le 

ligne  —  &  les  coefficients  ib  —  a  a.  aa^  gg  -^^ 
c  c»  aa  deviendroient  ^i  -4-  aa  y  g  g  -^  aa  y  en 
fuppofant ,  comme  on  Ta  fait ,  que  ^^  =  c  =  i  , 
&enfuppofant^=:â  \^  —  iy&cg= — a  \f — i  , 
la  première  &  la  troifîeme  formule  difparoî- 
tront  j  &  alors  ij  =  /  (  x  -+-  ay  ^  —  1  )  -4— 
F  {x^^-^  ay^  —  I  ).  Mais  toutes  les  fois  que  les 
fondions  /  &  F  font  continues  de  quelque  nature 
qu'elles  foient ,  leurs  valeurs  peuvent  le  réduire 
à   cette   forme    Q  +  P  V  •—  !• 

Le  célèbre  M.  Culer ,  dans  fon  troiiieme  vo* 

lume  du  Calcul  intégral ,  fait  :{;  =:  —  /(  a:  -4-  ^^  X 


nn  \Yp)  ~^^  \dlP^J*  «fuppofant  ii=  +  tf. 

Mai.  alors  (^)  =  ±  -  (^)  S  *  'C-  (  J^)  '^ 
(rf.v  +  tfrfy),  équation  qui  ne  peut  être  intégrablc  qu'au* 

tant    que  r  cft   une    fcmâion   de   »  '^ay  \  donc  {  =s 

/(x4-tfy)&  |'e=F(*  —  tf  y  )  :  mais  chacune  de  cet 
valeurs  facisfaifant ,  leur  afTemblage  doic  auiC  fatisfaire  ; 
donc  on  aura  auffi  j=:/( «-#- ^y) -f.  F  {x — ay).  Sup- 
pofons  que  m  étant  un  nombre  quelconque  ,/&  F  défignenc 
la  puiilance  m ,  on  aura  ç«w  ( «-H ^y  )."*  -j-  (  *  — ^j)^» 
quantité  réelle  ^  lors  même  que  a  cft  imaginaire* 
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(p  +  i)  (J?  +  I)0  («-♦->)  '  +  V"(*)H-&c. 
=  o^  éouation  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  itx^yécf{x)^  qu'autant  que  les  coefficients 
conftans  font  chacun  =  o.  Donc  on  aura  n  -h  i  rnp 
^  p  p  —  /?=oj(«  +  l/7î;7-H2m-f-;>p  -+-;>)  B 
•4-('n-4-p)A  =0'y(n-hlTnp-^^m~hpP'^  ^p 
4-2)c   -t-   (m-Hp-f-i)    B  =  Oî   (n-f-im/j   -f- 

6m-h  pp  '-¥'  SP"^  ^)  D-H(«  +  ;'-Hi)  c  =  o; 
&c.  fi  Ton  prend  la  valeur  de  n  dans  la  prenniere  de 
ces  équations ,  pour  la  fubrtjtuer  dans  les  autres ,  qu*on 
fubftitue  dans  la  troifieme  la  valeur  de  B  ,  prife  dans 
la  féconde  s  qu'on  fubftitue  dans  la  quatrième  la  valeur 
de  c  prife  dans  la  troifieme  ;  &c.   l'on  aura   B  =s 

(m  +  p).A      ^  (m-H/7-f.i).  B 

2(m-Hi?)   '  l(lOT-+-2/>H- 1  )  ' 


(m-+-;>-+-4).  E  (»n-4-;?  +  f).F 

&c.  41  n*eft  pas  difficile  de  continuer  ,  la  loi  de  là 
progreffion  étant  manifelle  j   mais  Téquation  n  -J-  i  m  ^ 

H~pp  —  />  =  o,  donne  ^=  —  —  "*  it  \/  ( —  "^  '^ 

— •  »  -J-  mm  j  ,  &  l'on  peut  prendre  pour  p  quelle 

de  deux:  valeurs  on  voudra  :  mais  la  fcrie  fera  inter- 
rompue ,  &:  finira  au  terme  qui  précède  celui  dans  lequel 
jn^ p  ^u  eil  =o,  u  défignant  un  nombre  entier  po- 
fitif.    Or  cela  doit    avoir  lieu    toutes  les    fois  que 


—  -4-  i£ 


-  %/ m  —  /2-f-mmj=0.  Mais  cela 

ne  peut  arriver ,  à  moins  que  la  quantité  fous  le  figne 
ne  (bit  un  quatre  parfait. 

Si  Ton  avoit  fuppofé  j  =:  A  (  x^-^y)  '  F  (y)  -f- 
B(jt:  +  )^^  +  *F'(y)  &c.  on  auroit  trouvé  une  fem- 
blable  férié  pour  les  valeurs  de  B  ,  G.,  D,  &c. 
&  joignant  enfemble  ces  deux  valeurs.  Ton  aura  auili 
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r  =  A  (*H-y)M/(*)-j-F(y)]  +  B(^+jy)^  +  '. 
Ifix)  +F'^(y)]  +C(x^y)f^-ir  (X) 
•+.F'(y)]H-D(^  +  y)'+î[/7^)H-F''(y)] 
^  E  ix-^y)  f^^  [/»^(^)-»-F;^  (y)]  +  &c, 
formule  ,  qui  a  caUfe  de  deux  fondions  arbitraires  ^ 
cft  Tintégrale  compiette  de  Téquation  propofée. 

Il  eft  aifé  de  comprendre  qu'on  peut  fouvent  obtenir 
Fintégrale  de  manière  qu'elle  ne  renferme  qu'un  nombre 
fini  de  termes.  Si  />  =  — m  —  i ,  par  exemple ,  ou  fi  n  = 
(iii-+-i)(ot— 2),  l'intégrale  aura  deux  membres j 
elle  en  aura  trois  fi/>cft  =  —  m  —  2^oufin  = 
(m-^-2)  (m  —  5)  j  elle  en  aura  quatre  fi  p  =  —  m 
' —  ^,  oiifi/f««(OT-f-9)  (m  —  4),  &c.  En  général 
£  l'on  fiippofe  p  'h  m  9^  —  « ,  on  aura  /i  =  (  m  -h-  n  )  X 

1        ^          Cu—t).B 
(m — xr—  i),  &  alors  B= A  î  C«« ; :  i 

'*  1  2.(2tf  — I) 

(«  — 2).C 

— ; r  s  &c.  ou  en  réduifant ,  B  =s 

3(2I£  — 2) 

(1/— 1).  A 


D—  — 


— .AîC=— 


z  2.  2(2tt —  l)  1.1,1.  ^{lU — l)' 

t:  +(11  — t)(tt— 3)A 

E«« ;: rr r  ;  &c.  donc  A  étant 

2. 2.  2.  ^.4(2»  —  0(»«  —  5) 

(bppofé  =  I  y  &  les  valeurs  fucceflîyes  de  u  étant  les 
nombres  naturels  1^2»  }  ^  &c.  l'on  aura 


«=1     I     —  — 


2     I 


«  =  î    I     — _ 


A 

B 

Cl 

^J.   °1 

2 

I 

I 

12 

2 

t 

1 

2 
I 

2 

10 
28 
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I 

0 
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Ainfi  l'intégrale  complettc  de  cette  équation  f -r — "r^j 

^     x+y       \dMj  x^y       \dyj     ^ 

(  «+«  }  (m— B— I  ).  7 
7 — - — 77 =ï  o  (  A  )  ,    fera    r  ■» 

(«  + y)  -»-•[/(*)  +  F  (y)] (*  + 

II  (n  —  t  )  (u 1  ) 

7 -^—z — ' -•  (x+yy  -  »-.+  ix 

Jir'(.x)  +  F"'  (y)l  &c.  formule  qui  n'aura  qu'un 
^nombre  fini  de  termes  toutes  les  fois  que  u  fera  un 
nombre  entier  pofitif  $  mais  quoique  cette  intégrale  ren- 
ferme plufieurs  fonâions  arbitraires  f'  (x)  ,  F'  (y), 
&c.  Cependant  ces  fonâions  dépendant  de  /  (  x  )  8c 
de  F  (  y  )  ,  &  on  peut  dire  qu'elle  n'en  contient  que 
deux. 

Soit  Téquatîon  (    ,     .      )   H ^»  (7^)  ^  0, 

\dxdyj         *-*-y     \dx/  * 

l'on  aura  ii=(m-f-«)  (*»  —  «  —  ï)=o*  &  ett 
prenant  pour  u  des  nombres  entiers  8c  pofitifs  »  l'inté- 
gration peut  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  l'on  aura 
ix  =  —  tt&m=ii-f-i;  ainfi  l'intégration  réuffira 
toutes  les  fois  que  m  fera  un  nombre  entier  pofitif  ou 
négatif.  Suppofons  premièrement  m  =  —  u,  nous  aurons 

?-i,t/(*)4-F(y)]--^C^-^y)  [/'(*)  + 


z  u 

I      ttftt— 1) 


F(y)]  +  -;-'^, (,,_,)  (^+y)-[r(^)  + 

+  F"  (y)  3  &c.  j  mais  fi  m  =:  u  +  x  ,  on  tronvera 
(«t-y)   î'*'  î-  C/(«)-4-  F  (y)-~- 

3  « 
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<*+y)  [/'(«î  H-  F'(j')]^&c.  De  manière  que  les 
^uz  équations  feront  les  mêmes  ,  avec  cette  dififé- 
reoce  ,  que  le  premier  membre  ^  de  la  lèconde  eft  mul- 
tiplié par  (  X  -t-y)  *  "  +  '. 

Si  1  on  ayoït  1  équation  [-j;j^)  +  J-^Tr  (tt) 

+  7+7  C-d7)  -*-  Tr^--7y  "  o  (  B),  on  l'intègre. 

roit  dans  les  mêmes  cas  eue  Téquation  (A)  ci-deflus: 
cat  il  eft  vifibleqoe  fi  n  eft=  (m-f-n).  (m  —  u — i  ), 
changeant  ;r  en  r  Se  y  en  r  j  ces  équations  feront  les 
mêmes. 

Lequauon  jj  (jp:)--  [j^)-—  [j^) 
«"  o  (  C }  j  eft  intégrable  dans  les  mêmes 


aa  X  X 
cas  que  la  précédente  5  car  en  faifant  t  =s  ax'^iy  Se 

f-ssiax-^  iy,  ce  qui  donne  x  =  f j  ,  fubftituant 

les  Taleurs  de  (^)  ,  (^)  ,  (^)  (*),  &  celle 
de  xdivifant  par  4,  &  changeant  les  fignes^  on  aura 
réquation  B.   L'équation  -^  (^j  -  —  (^^ 

"*■  ÏÏ7  lî7y  "^  TT;;  ^  o  (D  )  fe  réduit  encore 

facilement  à  Téquation  B,  en  faifant  t  ^a  a  x  ^h  ^y, 
&:  r=s, —  ax  -{•  by  ^i^  hy  —  ax ^  ce  qui  donne  y  =s 

r-f-r 

— 7-i  ainfi    les   équations  D  &  C  font  intégrables 


(*)  On  les  uouTcra  aifémeot  par  la  dcoxicme  note  du 
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toutes  les  fois  que  n=(«  +  «')(m  —  u  —  i  )^ 
Corollaire.  Si  on  fuppofe  a  =  o  ^  on  aiira  les  deuft 

=0  (*).  lïTrj  -—  Vd7»-; +-7  v^;=o* 

qui  feront  intégrables  dans  une  infinité  de  cas  y  c*eft- 
a-dire  ,  toutes  les  fois  que  m  fera  un  nombre  entier  , 
&  par  conféquenc  toutes  les  fois  que  2  m  fera  un 
nombre  pair.  Mais  pour  parvenir  à  l'intégrale  complette 

de  réquatîon  (^-)  =  —  *  xm_  i  (— )  (*^), 
toutes  les  fois  que  m  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

négatif,  je  fais  *  r=  -i  «  T^^TÏ  -  __X__, 

&  r  =  -f  *  *"'-»  +  t(>„L,)^  (ce  qui  donne 

»+r=ïx  xm  —  xj  ,8c  cette  équation  devient  ( 7~r ) 
m     /ir\  m     /iK\ 

-*-  7+"r  te; + 7:^:;  te; = °  »  f°™*  *»"'  "°"* 

favons  être   intégrable  toutes  les  fois  que  m  eft  un 
nombre  entier  poficif  ou  négatif. 

Soit  fait  P  =  /"(0  +F(r)jP'=*I^;;i=7[r(0 

('^)  Dans  le  problème  de  la  propagation  du  fon  on 
parvient  à  une  telle  équation  qui  mérite  par  conféquenc 
d'écrc  remarquée, 

(*^)  Ce  cas  eft  digne  d'atteiyion  «  puifquil.fe  préfeotedans 
le  problème  du  mouvement  des  cordes.  C'cft  ce  cas  dont  parle 
M.  Culer  iorfqu*il  dit  :  »  Promotu  ehordarum  inâquali  craf^ 
fitii  prAditarum  eft  inventas.  «  Cale,  incég.  3»«  v.  p.  t79« 
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« 

V"  =  X  xm-i  if"  (r)  +  F"  (r)]i  P«v  = 

—  4        , 

*x«— 1    C/>^(r)+F'^(r)]j&c.  Si«=o,nn- 

AT'+rf)  +F(7;.-^).si«étoit=-.i, 

iins  ce  cas  Ton  auroit  r  =  — xî+-^&^_ 
f  '  '  -  ;7 ,   &  l'intégrale  de  l'^ation  (^). 

^  "  '      VïT^j   deviendroit  i=f(t)  4-F  (r> 

-7  «  T  [/'  (O  -t-  F' (y)],  dans  laquelle  il  eft 
facile  de  fubftituer  les  valeurs  de  *  &  de  r.  Si  «  s  i  ; 
l'on  aura  î  =  «  [/(f  )  -H  F  (r^  ].   Si  w  =b  2,  on 

ai=»C/(0  +  F(r)]  -■7*T[/'(r)  +  F'(r)]. 
S.«=î,ou/i(^--^)  =  -*    »    Ol^jiparce 

que  dans  ce   cas  <  »  —  «        ' :^  &  r  «m 

*  10.  a 

T*       *  "•"  T;!^'»  *"*  trouvera  j  =a  *  [/(O  -H 

F(0]--7«-?Cr(O-t-F(r)]  +  -l-*T[/"(O 
•♦-f"  (/•)].  Sini-.4,  onar— *  t/(0  +F(0] 
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-7*  ^[/'(t)-i-F'(r)  +  ^«  7  [/"(')  + 

^"^''^ï TTT  *  *  f^"  <')  +  F"'(r)].  Si«-5, 

on:aî  =  *[/-(r)  +  F(r)]— -f  «  7  [fit)  ^ 
F'(r)l+r^*?[/"(0+F"(r)]-.--f-«|x 

©•  7  o.  7»  • 

ir(t)  +  F"(r)]+         m  x|[/.T  (,)^. 

o>  7»  "•  y 

F*^  ( r)  ].  Il  cft  aifé  de  continuer ,  la  loi  de  ces  intégra- 
les étant  aflez  évidente.  Si  dans  cette  derifiere  intégrale 
on  fubftitue  les  valeurs  de  P,  F^  &c.  dont  on  a  parlé 
ci-deflus^  elle  deviendra  bien  plus  iïmple.  Ainfi  toutes 
les  fois  que  m  fera  nombre  entier  fini ,  poiitif  ou  né^ 
gatif  ^  on  pourra  obtenir  l'intégrale  complette  de  l'équar 

Si  on  fuppofe  n  «»«i  &  m >»  oo,  cette  équation  devient 

\2 — r)  "=■  ««  y-i — 1  )  >  dont  on  peut  trouver  une 

infinité  d'intégrales  particulières  contenues  dans  cette 
formule  générale  js==A«'«P^(*)>car  puifque  cette 

équation  donne    \T^   =PAjc'<'^&  (t^J  =5 

M  «  '  "  '  «  '^  Ton  doit  avoir(^)  ^VVAxU^y^ 

P  (p—i)  Ax^t^y  ^xx  \^x)  >  donc  P  —  + 
|/[;,(p«-i)].   Si  Ion  prend  Iç  figne  + ,  Ton  aura 

{*)   (  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbo« 
lique  s=  I  ). 
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2  «r  A  je  fey%^lp(p-i)  ]-  Mais  en  prenant  le  figne 
—  ,  &  écrivant  B  au  lieu  de  A  ,  il  vient  j  ^ 
Bxfé-^\^[P(P--^)  ]•  Mais  chacune  de  CCS  deux  valeurs 
farisfaifant ,  leur  fomme  fatisfera  auffi  -,  donc  on  aura 

B^Axf€yV[p(p—^)]  +  BxP€  —  y\^lp(P'-i)l 
n  peut  donc  dans  une  infinité  de  cas  trouver  Tinté- 

gralc  particulière  de  l'équation  (t~v)  =«»  (t^V 

Recherche  des  fondions    à   deux  variables  j   par 
la  relation  des  différentielles  de  tous  les  ordres. 

x6o.  Problème.  \  étant  une  fonSion  de  deux 
variables  ^  on  demande  fa  nature  ^  enfuppofant  que 

?  quelque  formule  du  troijieme  ordre  fou  =  o.   Les 
brmules   difiFérentielles  du  troifieme  ordre  pat 

rapporcàIafoiKaionï,feront  (^),  (;j^)> 

x6\.  Soit  i®.  \j^  )  =  o  ,  donc  en  prenant 
y  pour  confiant  ,  multipliant  par  dx^  on  aura 

prenant  encore  y  pour  confiant ,  multipliant  par 
dx  &  intégrant  ,  l'on  aura  -j^  =3  x  f{y)  •+• 

f{y)*  Prenant  encore^  pour  confiant,  multi- 
pliant par  d  X  &c  défîgnant  une  fonâion  arbitraire 

par  M,  Ton  a  ç  =a  ^^^  f{y)  +  ^F  {y) 
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M  {y)y  de  forte  que  l'intégrale  complette  d'une 
formule  différentielle  du  troifieme  ordre  exige 
crois  fonctions  arbitraires. 

161.  Soit  en  fécond  lieu  -- — r-r  =  o,  en  in- 
tcgrant  deux  fois  ,  en  regardant  y  comme  con- 
fiant ,  on  aura  (  ;^  )  =  ^/'  (jy  )  4-  F  ('j)  ; 

&  regardant  maintenant  y  feul  comme  variable  , 
il  vient  r  =a:/(^)-4-  F  {y)^U  (a:)./,  F, 
&  M  déhenent  des  fonftions  arbitraires  des  quan- 
tités qui  luivent  ces  lettres.  A  l'égard  des  fonc- 
tions /^,  F',  la  première  défîgne  que  Sdyf  {y) 
=  /(y  ) ,  &  la  féconde  fait  voir  que  S dy  F  {y  ) 

16}.  En  troifieme  lieu,  fi  f  ;  j  =  o, 

ce  cas  ne  diffère  du  précédent  qu'en  ce  que  les 
variables  x  8c  y  doivent  être  mifes  l'une  à  la 
place  de  l'autre ,  de  forte  que  dans  ce  cas  i  = 
;,./(a:)-4-F(^)-+-M  {y). 

2(>4.  Si  enfin  (  •— ^  j  =  o,  ce  cas  rentre  dans 
le  premier ,  en  changeant  y  en  a:  ,  &  réciproque- 
ment j  donc  i  =  —  yyf  (  AT  )  -f-  7  F  (  ^  )  ■+? 

itfj.  Problème.  Suppofaflt  toujours  que  :f  ejl 
une  fonction  de  deux  variables  x  &  y  ^  déterminer 
If  lorfque  quelque  formule  différentielle  d^un  degré 
quelconque  ejl  =  o.  Ce  qu'on  vient  de  dire 
dans  le  problème  précédent  fait  aflez  voir ,  qu*en 
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fuppofant  que  M  &  N  ont  une  fignification 
analogae  à  celle  de  f  8c  F ,  on  aura  pour  les  for- 
mules du  quatrième  degté  les  intégrales  qui 
fuivenc. 


—  F(y)4-*.M(jK)-f-N{^). 
-t-FCy)-l-j'M(A:)H-N(je). 

^''' ^*  (  jjl  )  ~  °»  °°  *""  î  =  rj/f  *  ) 

Et  il  eft  âifc  de  comprendre  comment  on  peut 
comlntter  pour  les  degrés  plus  élevés. 

i-66.  Remarque.  Si  une  formule  différentielle 
eft  /uppofée  égale  à  une  fonâion  V  de  deux 
variaWes  x  Se  y  y  le  calcul  rcuffit'  auffi.  Mais  il 
«ut  remarquer  que  SV dx  dénote  une  intégrale 
obrenae  ,  en  regardant  x  feul  comme  variable  j 
fflaiî  dans  S  V  dy  on  regarde  y  feul  comme  va- 
fiîii/e.'  dans  Sd x,SV dx,  après  qu'on  a  intégré  * 
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SVdXj  en  regardant  x  feul  comme  variable, 
on  doit  intégrer  Sdx.SVdx,  en  regardant 
encore  x  feul  comme  variable  :  dans  S^^.  SV  dx , 
après  avoir  trouvé  SVdx  ^  en  regardant  x  feul 
comme  variable ,  on  doit  prendre  S dy.  SV d x  ^ 
en  regardant  y  feul  comme  variable  ;  mais  au 
lieu  de  Sdy  bV  dxy  on  peut  écrire  S  S  V  dxdy 
ou  S^y  dxdyy  c'eft-à-dire  ,  qu  on  peut  d'abord 
intégrer  SV  dy  pour  intégrer  enfuite  SdxSV  dy , 
cela  revient  au  même.  Delà  on  comprend  ce 
que  fignifient  SSSV</x.  </;c.  dy  ^  ou  S  ^Y  dx  ^  dy 
ScS'"^''Vdx!^dy'.  Etant  propofé  un  folide 
géométrique ,  dont  on  demande  la  folidité  par 
une  double  intégration  de  la  formule  SSV  dx  dy  , 
on  cherchera  premièrement  SVdy  ^  en  regar- 
dant X  comme  conftant  j  &  après  l'intégration 
il  faut  faire  attention  aux  termes  de  l'intégrale , 
dont  l'un  demande  que  cette  intégrale  s'évanouifTe 
lorfque  y  =  o  ,  &  l'autre  prelcrit  qu'elle  doit 
avoir  lieu  pendant  que  y  fera  égale  à  une  cer- 
taine fonftion  de  x.  Cette  intégrale  étant  ainfî 
déterminée ,  on  entreprendra  l'intégration  de  la 
formule  dxSVdy,  dans  laquelle  y  ne  fe  trouvera 
plus  à  caufe  qu'on  aura  fubftituc  à  fa  place  une 
fonftion  de  x  ;  de  forte  que  y  ne  fera  pas  cenfc 
conftant  dans  cette  dernière  intégration ,  ce  qui 
fait  voir  que  ce  cas  eft  entièrement  différent  de 
ces  intégrations  réitérées  dont  il  s'agit  ici ,  dans 
lefquelles  nous  ne  confidérons  pas  la  relation  entre 
x  éc  y  y  qui  peut  avoir  lieu  dans  la  formule  par- 
ticulière dont  on  vient  de  parler. 

167.  Problème.  Si  une  formule  différentielle  du 
troifieme   degré  j    ou  d'un   degré  plus  élevé  j   ejl 

égale  à  une  fonction  Y  de  x  &  de  y  j  déterminer  7- 
^  *  Soit 
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^"  '*•  (  J^  )  =  ^'  ^'^  fuppofant  X  feul  va- 
riable, on  aura   (^)  =  SV^.  +/(^,j 

(dddr     \ 

V-^t*) -»-^f  (^)  ■+- M  (*)  ;  de  même  pour 
les  degrés  plus  élevés, 

^'  (■511^)  —^>  on  zuni>=: s*  Vdxidy  . 


Tome  F.  H 


114  CoyRs  DE  Mathe'matiques, 


+  xfiy)  -+-  F  iy)  -H^'M  (*)-♦- N(*). 

Si  (-^^^  =  V  ,  on  aura  ^  =S ♦  V«/Ar<fj^  » 

&  il  eft  facile  de  continuer  pour  les  degrés  plus 
élevés» 

1^8.  Comme  dans  les  intégrations  vulgai- 
res ,  le  figne  d'intégration  eft  cenfé  renfermer 
une*conftance  arbitraire  qui  entre  dans  l'inté- 
grale,  de  même  les  fondions  arbitraires  dont 
il  eft'  ici  queftion  ,  font  cenfées  renfermées^ 
dans  le  figne  d'intégration  ,  fans  qu'il  foit  né- 

ceflaire  de  les  exprimer.  Ainfi  fi  (^  j^  j  =  V  , 

la  triple  intégrale  repréfentce  par  ^  =  S  ♦  V</a: »  , 

fera  cenfée  contenir  —/(j'  )  H-x F  (jy)  HrM  ^y  ). 

fans  qu'il  foit  néceflfaire  de  les  exprimer,  ce  qu'il 
faut  dire  de  même  pour  les  autres  formules.  En 

général  ,  fi  (^^J^)  =  V  .  l'intégrale  fera 

Y  =  S'"  +  "V</Ar'"i>'"  >  qui  eft  cenfée  renfer- 
mer un  nombre  m  -t-  «  de  fondions  arbitraires 
qui  doivent  être  introduites  par  un  nombre  m-k-n 
d'intégrations. 

De  ruuégratlon  des  équations  des  degrés  fupérieurs 
par  la  réduàion  aux  inférieurs^ 

169.    Problème.    Etant  donnée  féquation  du 


■k 
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^oificmc  degré  (  t^)  =  tf  ^  ç  ,  chercher  ;f.  Sup- 
poions  qae  ^équation  -p-  =±  /i  ç  fâtisfafle  à  la 
propbfée  >  on  aoia  eu  difiTérenciant ,  f  — ^  ]  ces 

,  (IL)  =„,.»=  (|il)=»„(i)=. 

n  '  t*  ^  ^^  évident  qu'on  farisfera  au  problême 
il  /r  ^  =  tf  ^ ,  ce  qui  peut  arriver  de  trois  manières» 


«— V'  — 3  -ri 

■     tf ,  qui  iont  les  trois  racines 


Je  rcqaation  n  ^  -«*•  tf  ^  =±  o.  On  prendra  pour 
chaque  valeur  de /i  l'intégrale  complette  de  l'équa- 
tion ij)  =/i£  >  &  les  trois  intégrales  com- 

pleties,  jointes  enfemble,  donneront  l'intégrale 
complette  demandée.  Mais  à  caufe  que  x  feul 
eft  regardé  comme  variable  ,    on  aura   d:(^  ssg 

«^rfjf,  ou  --^:=indx.  Donc  L:|[=/zji:.  Le  -+• 

^'fiy  )  >  ^  :f  =î  e  "  *  /(y  ).  Donnant  mainte- 
nant à  n  les  trois  valeurs  dont  on  vient  de  parler  ^ 
on  aura  pour  Tintégrafe  complette  cherchée  :|[  ==: 

—  r  — V —  î 


.    -      •''mCjk). 


170#    Problime,    Etant  propofée  f  équation 

H  1 


riMI 
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+  tf  iz:f  ?=  o ,  trouver  :f ..  Il  eft  vifible  que  i'é^a^ 
tion  (j^  )  =  û  î  fatisfait  à  la  propofée  :  or  cette 

équatibii  donne  :{  =  e^'.  Suppofons  que  l'inté- 
grale cherchée  eft  :(  =  e*"  zz ,  prenant  les  valeurs 

donne  cette  fuppofition;  les  fubftituant  dans  la 
propofce  &  divifant  enfuite  par  €*',    il  vient 

on  aura  (-r-)  -f-^  (-7- j  ^otmaisTonvoitaifé^ 
ment  que  e  doit  être  une  fondkion  de  ^  — '  bx  {*). 
Suppofons  que  t  =  (-j—j  eft= — ^/'(^  —  ix)^ 

pour  avoir  a  =/(j  —  bx)  +  F(j')  ;  donc  :j  =5 

^'"'[fiy  —  ^x)-^^{y)]9  intégrale  complette 
de  réquation  propofée. 

27i,    Problème.      Etant    donnée   réquation 

(à^^\  (  ddr  \ 

fimple.   L'équation  ^— ^y=*  (t^)  fatisfait 

à  la  propofée.  Car  en  différenciant  dans  la  fup- 
polinon    de    x    conftant  ,    on    trouve    d'abord 

(-K)  Si  /=:(y— ^x)*roiiaara  (-^^  +^  {^\ 
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i  ( ^y    M^^5  fi  Ton  regarde  j  comme  couf- 

rant ,  il  vient  { -- — }—]  =  3  (  — ^  )  ;  donc  en 
fubftimanc  dans  l'équation  précédente  la  valeur 

\dxdj^J^  \dy^J  \dx^J 

qui  faiisfaît  à  la  propofée  lorfque  i  h  =  a  a  ^ 
c  eft-à-dire  lorfaue  i=  +  tf&  i  =  —  a  ;  ainfi 

û  on  fuppofe  qu'on  ait  réfolu  les  équations  (-7—7) 

que  la  première  donne  :j  =  P  ,  &  la  féconde 
:f =Q,  on  aura  pour  Téquation  propofée,  :{  =P 
4-  Q  i  &  parce  que  P  &  Q  renfermeront  chacune 
deux  fondions  arbitraires ,  l'intégrale  trouvée  de 
cette  manière  fera  complette. 

On  peut  trouver  une  infinité  de  folutions  par- 
ticulières en  faifanr  :f  =  X  Y,  X  &  Y  étant  des 
fondions  ,  la  première  de  x  &  la  féconde  de  j'  ; 
,.  ^   „         .       Xi4Y  aa^ddX  d^Y 

dou  1  on  tire  — -- —  =  — r— 7 — ,  ou 


dy^  dx^  Ydy^ 

s= •  Cette  équation  éjant  ainfi  repréfen- 

rée  y  Tun  &  l'autre  membre  doit  être  fait  égal  à 
une  même  confiante  b. 

Soit ,  par  exemple  ,  Y  =  y^  j  X  ==  x^  8c 
fttppofons  -— — ^  =  ^ ,  on  aura ^  =s=  5.  4.  3 .  2  X 
Tome  r.  H5   * 


lÉaMM 
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7           aaddX         r.%»aax        . 
-=^  =  „  ■    ^   =  2 _.  j   donc   5.  4-  ^      =■ 

Remarque. Ucquaiion  T— ^j=*  ("7^)  ^^ 

paroic  pas  pouvoir  être  géiîéfalemenc  réfolue  par 
aucune  méthode  connue.  L*équation  propofée 
peut  être  utile  dans  la  méchamque  ^  car  dans  la 
recherche  des  vibrations  fort  petites  des  lames 
éladiques ,  on  parvient  à  une  équation  du  qua- 
rrieme  degré  de  cette  forme  ;  &  comme  on  n'a 
pu  jufqu'ici  (  du  moiiis  cela  n'eft  pas  venu  à  ma 
connoilfance  )  réfoîidre  généralement  cette  caua- 


on ,  on  n'a  pas  pu  non  pWs  réfouidre  le  problème  ^ 
ênérai  des  lames  élaftiques. 


Des  équations    homogènes    dont  tous    les  termes 
.  contiennent  des  formules  différentielles  du  même 
degrés 

272.  Problème.   Etant  propofée  Féquatîon 
W,^A(£il)+B(^)H-c(iiJ) 

=  0  ^  dans  laquelle  A,  B,  Çfont  des  confiantes^, 
déterminer  :f.   J'obferve  que  l'équation  (~) 

a  f — ^  =  c- . . .  (  D  ) ,  fatisfait  à  la  propofée  ;  car 

fi    Ton    difFérentîe    celle-ci    en    faifanc    varier 
d'abord  x  Se  enfuîre  y  j  otx  aura  les  deux  fui- 
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-4-  a  {-1 — |- j  =  o.  Si  l*on  multiplie  la  première  par 

C 
Â  &  la  féconde  par  —,  leur  fomoie  rendra  U 


I 

C 


propose  ,  pourvu  que  A  a  H =  B ,  ou  que 

kaa — Bû+C  =  o  (H)  (*)  j  d  où  réfui  te  une  va- 
leur double  pour  a ,  dont  chacune  fubftitt^e  dans 
réqaation  (D)  donnera  un^  partie  de  la  fonâion 
T^  cherchée.  Puifque  par    Tcquation   D   Toii  a 

w ='-^  (77)  *  ^'^«  ^"^^  ^ï  =  ^^^ ^ 

[^iy  —  aix).  (r^)  (**)  >  ainfi  —-  doit  être  une 

fonâion  àty  —  ^  a;  quenous  ferons=/'(j^ — ax). 
Donc  îf  =  r  x-^-fi^y  —  û  a:)  -,  c  étant  ûrfe  confiante 
arbitraire.  C'eft  pourquoi  Ton  formera  l'équa- 
tion A  tttt  4-  B//  •+-  Çs==ô  (T) ,  dont, lés  fac- 
teurs (Impies  foient  ZZ-+-  ^ ,  «-+-3 ,  de  manière  que 
Von  ait  Aatt  +  Btt-|-C  =  A(tt  +  tf).  (/^-h^). 
Alors  le  fàéleur  u  -+-  i  donnera  -r  s=a  c'  x  HH 
F  (^ —  ^ jc^  ,  &  faifanc  c^ c  =  ^  ,  on  aura 

l'inrégrale  complette  ;f==grx,-j-/(j —  ax)  -h 

^      I  I  II  ■  ■  1 1  — — — «i^^— ^— —a^— — — — — 1^— 

C*^)  L*éqoâtioQ  H ,  en  regardant  à  comme  rîncônnue  8c 

y.  .  ^     ^       '/  {^^  ^  \ 

changeant tf  en tf^do^nett»»  — a  ~  \/  v'^A  "^  T'y* 

Des  deax  valeors  de  ir  j'en  défignerai  une  par  a  3t  l'autre  par  b. 

(**)  Car  en  faifant  varier  x  feul ,  Ton  auroic  i^{  ==! 

cix  '^  a  dx  {'l")  >  ^ais  fi  l'on  veut  prendre  la  dîf- 
ft^rentielte  de  |;,  en  failam  tout  varier >  il  faudra  ajouter 

H  4 


{ 
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F  (y  —  b  x).    Mais,  à    caufe    de^x==^>^ 

y  gx  doit  erre  cenle  con— 


If  »^  a 

>         *  • 

tenu  dans  les  deux  formules  indéfinies  j  donc 
on  peut ,  en  fimplifiant;  ,repréfenrer  notre  intégrale 
par  réquation  ;f  =/(^ — ax)  -+-F(^  —  bx). 

Si  lr=za^  on  aura  (par  l'cquationH}B=2  4AC, 

.  B'  BB  nB      •  B      .  ... 

.A=7r->G  =  -— =  — &c  a=  —  :fiibftituant 
,^  u,  4  A  1  1 A^ 

la  valeur  de  C  dans  Tccjuation  propôfce,  &  faifant 

-cnfuice  r  ==  a:  ,  ri=y  -^-^  ax  y  on   trouvera  par 

la  méthode  ci-delTus  (  i^S^  ,  après  avoir  fub- 

ftitué  la  valeur  de  A  ,  que  Téquarion  propofée 

•  devient.-^    (j7^)  =°'  °°  (^)  =  °> 
donc  par  la  méthode  ci^delTus  (151)  î=^/('') 


Corollaire,  Si  C  =  o  ,  on  aura  (  par  Téqua- 

B 

non  T  )  a  =  o  ,  — .=s  *  &  ?  =  f{y)  -+- 

/  *'    B        \ 

F  f  j^  —  Â"*^  )  'd^n^^n^^^'i^ï^^^^'c  de  l'équation 


('"*)  M/fealcr  {Calcul  intégral ,  troifieme  vol.  p.  ^^o.) 
*fc  fcrt  d'une  autre  métkodc  qui ,  en*  employant  /  &  F  au 
ilteu  de  r  &  A»  dont  il^fc,  iert  »  revient  à  ceci.  Faifanc 
h  =z  a  -{'  d  à  ,  alors  on  doit  avoir  par  cette  méthode 
"F(y—hx)  =  T  (y— a  5t)^Xiia  t  {y  — a  x) ,  &  parce 
<]ue  la  première  parrie  eft  contenue  dans  le  premier  membre 
/(-^ax)  y  &  Qu*a  la  place  Ôc  la'  féconde  dn  peut,  félon 
lui  ,  écçiijc.  rF.  (y  —  ^x  }  ^  -il  trouve  une  féconde  for- 
mule femblable  à  la  nôtre:  mais,  puifque  lorfque  b=a, 
da  t(ï  ^=  o  9  la  quantité  multipliée  par  da  ne  doit- elle 
pas  devenir  o  &  difpaioître  ? 
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Si  les  racines  font  imaginaires,  on  pourra  les 
repréfenter  par  les  équations  a=:p^  q  y^  —  i 
Se  b=p  —  q  \/  —  1  ,&  l'on  aura  ^  =^f[y  -^ 
{P^yq  V— 0.^]  +  F  ly—  [p  —  q  V—i)x]. 
qu  on  peut  facilement  repréfenter  d'une  manière 
réelle. 

L  on  peut  encore  repréfenter  la  valeur  de  :{  d'une 
manière  réelle  toutes  les  fois  que/&  F  défigneront 
une  puiflance  m  ,  m  étant  un  nombre  ppfitif  ou 
négatif:  car  en  faifant  la  partie  rationnelle  de 
chaque  fori(aion=  s^&cqx  y — i  =r,  on  aura  £=3 

j  "    -+.    772.  j  *"  "  '   r  -4-  &c.    =1  1  j"* 


m.  m^i.s^**^  t^  +  &c.  à  caufe  que  tous  1^ 
termes  de  rang  pair  ,  dans  lefquels  feuls  il  r^rfe 
des  Quantités  imaginaires ,  fe  détruifent  ;  mais 
il  n*eft  pas  poflîble  de  repréfenter  d'une  mariiere 
réelle  les  fonftions  difcontinues;  de  forte  qu'il 
paroît  que  dans  ce  cas  on  doit  borner  la  folution 
aux  fonélions  continues. 

27}-  Problème.    Etant  donnée  t équation   ho^ 

^  Kdx^-^dy^J  "*"  &<^-  =0  '  ^^  trouver  f  inté- 
grale complçtte.  On  formera  cette  équation  kn^ 
+  Bti  "*  ""  '  -+-  &c.  =  o  ,  dont  les  racines  foienc 
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n==^  a  f  n  =  i y  n^=c y  Sec.  Si  elles  font  toutes 
inégales, on  aura^=/(j^-l-  ax)  H-F  (jH-^a:) 
-4-  M  (^  +  c  a:  j  -4—  &c.  {^)\  fi  elles  font  toutes 
égales,  on  multipliera 'la  première  fonftion  par 
I  ^  la  féconde  par  ^  ,  la  troifieme  par  j^  * ,  la 
quatrième  par  y  ^  j  car  les  fonftions  n'étant  ni 
de  X  feul ,  ni  de  y  feul,  on  peut  employer  in- 
différemment les  progrefiions  ~  ^  ^y  ^y^  '•y^ 
&c*  ,  —  I  \  xix^  &c.  Mais  fi  les  fondions  étoienc 

feulement  d'une  variable,  de  a:,  par  exemple , 
il  faudroit  employer  la  progrelfîon  de  l'autre 
variable.  Si  la  propofée  étoit  du  troifieme  degré  , 
&  que  fes  racines  fulTent  égales ,  en  introduifanc 
les  nouvelles  variables  t  =  at,  u  :s=z  y  -^  ax  y 

la  propofée  deviendroit  L-r^.  )  ==  o ,  dont  Tin- 
tégrale  donne  :j  =  /(a)-f-  xV{u)  -^ M  («) 


■t=  /(^-H  ûat)  4- a;F  iy-i-ax)  — H  x  a:  M  (y 
Tj-  fljc)  en  négligeant  le  divifeur  i.  Au  refte  fi 
Oi^  ne  veut  pas  négliger  les  divifeurs  numériques  » 
on   fera  attention  que  x  fuppofe   une  intégrale 

(*J  Soit  m  =  3 ,  &  fuppofons  que Tcquation  j=/  y+nx) 
cft  une  intégrale  particulière  qui  faiisfait  y  on  aura  ( -- — -  j 

f j  =  n  f"  {y  -#-  tix  )  ;  de  forte  que  dans  ce  cas  , 

en  divifant  par/'^'  (y-f-/i«),rpnaAii3-f-B/i^-f-Crt 
-+-  D  =  o,  &  la  forme  j=/(y-f- tf*(-*-F  (y  +  hx)-^ 
M  (y-h  c  x)  facisfait  à  la  propofée ,  en  fappofanc  n^=ai 


jm 
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faîte  >  X*  en  fappofe  deux  ,  x^  en  fuppofe  trois 
&  ainfi  de  fuite.  De  forte  que  x™  doit  avoir 
pour  divifeur  (  i  •  x.  5.  4  .  •  ^  •  m  )  s*il  y  avoit  un 
certain  nombre  de  racines  égales ,  on  multiplie- 
roii  ces  racines  par  les  termes  correfpondans  d'une 
des  progreffions  ci-delfus  >  en  commençant  par  la 
première  des  racines  égales  en  allant  de  la  gauche 
a    la   droite  ,   fans   multiplier   celles   qui   font 


inégales 


Si  les  coefficients  A,  B,C>  &c.  s'évanouiffoienr» 
le  nombre  des  racines  feroit  plus  petit  que  m  y 
Se  celles  qui  mahquecoient  »  devroient  être  re-. 
gardées  comme  infinies,  auxquelles- il  répondroit 
des  foniffcions  de  x  feul  ;  ainfi  fi  A  =  B  =  C 
c=  o ,  les  racines  a,  b  y  c ,  donneront  la  partie 
de  l'intégrale  f{x)  -f-y  F  {x)'h  y^  M  {x).' 


Des  équations  homogènes  qui  ne  renferment  aucun 
coefficient  variable ,  &  dans  lefquelles  V  étant  une 
fonSion  de  t  &  de  a  y  on  a  la  quantité  t  =3  a  je  -+- 
i':^&  u  =  c^  -t-  ^  :j  ;  ce  qui  fait  voir  que  V  ejl 
une  fonction  des  trois  variables  Jc,y,:f. 

274.    Problème.     Etant    donnée  f équation 
*  Q  +  B  G^)  +  C  (il)  =  o  .  .r,^,r 

la  fonSion  V  des  trois  variables  x^y&:[.  Suppo-, 
ibnsque  V  eft  =  F  (  r  8ê  ff  ) ,  r  étant =i2  AT-f- A  ç  & 
^'^^y+gï  •'  il  eft  évident ,  en  faiftiit  attention  d  ce 

qu  on  a  dit  ci-delTus  (1  j  8),  qu'on  doit  avoir  ( — ^  X, 

(Atf-hC*)-+-(^).(Bc-+-C^)=o.  Egalant 
féparcment  à  o  les  multiplicateurs  des  formules 
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::ilribuer    en    trois   parties,    comme    on  le 
vvr  ici. 

»  -77)-  (Atftf.-t-  Cbb  -4-  xEab) 


(  *  )•    Ces. valeurs 


\dtdu  J    ^  ^  ô/>=:o, 

+  iG  bc) 

Egalant  chaque  partie  à  o ,  la  première  donnera 

—  = ,  la  dernière  donnera 

a  C 

^  _  — G-f-|/(GG— BC) 

^   ""  C 

fobftituées  dans  la  troifieme  égalée  â  o  &  di- 
vifée  par  t  ac  ^  donneront  EG  — CD  =r 
V[(EE  — AC)./GG— BCJliôtantleradi- 
cal  ,  réduifant  ,  divifant  par  C  &  tranfpofant , 
l'on  aura  AGG  -+-  BEE  +  CDD  =  ABC 
4-  iDEG.  Toutes  les  fois  que  cette  équation 
de  condition  aura  lieu ,  la  propofée  admettra  la 
folation  que  nous  employons  ici  ;   &  en  repré- 

femanc  par  xx  Iz  formule  f- — -y^  par  xy  la 


(  *  )  Si  on  prenoit  le  fiîçnc  —  pour  les  deux  radicaux , 
ou  le  fîgnc  —  pour  Tun  &  le  figue  -f-  pour  l'autre  dans 
les  deux  premières  équations ,  on  parviendroic  à  la  même 
troifieme  équation  dans  le  premier  cas  5  mais  dans  le  fe* 
coud  cas  le  (îgne  du  fécond  membre  feroic  difFérenr. 
Cependant  cela  n  cmpécheroic  pas  que  la  quatrième  équation 
t  ia  même. 


^ 


mM 
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formule  (-^r-j — )  >  &c-  l'iquation  Axx^hyy 

pourra  fe  réfoudre  en  deux  fadfceurs  de  cette 
forme  {  a'x  H-  b'y  +  c'r)  {fx  ^g^y^  k^)  } 
ce  qui  arrivera  fi  A  ==  û'/ ,  B  =  b' g' ,  C  =  c' A  ^ 
2  D  5=  a  g'  ^+'b'fy  1  E  te=  ak^  c'f,  1  G  =± 
è*  h  -+-  c'g'  i  ce  qui  rend  Téquation  de  condition 

ci-delTus*  De^'li  l*on  tire  pour  la  folution  —  =5 
ou-=-p&-=:_ou-=— î 


ou  il  faut  remarquer  qu'en  fuppofant  t  ^=^  c  se 
--^  a\  Ton  doit  faite  u  =^  c*  y  —  ^'î  i  niais  à 
r  =  A  X  — /:{  répond  tt^=^hy  —  ^':fj  ainfi  Ton 


aura  V=F(f'x  —  a'î&  c'y  —  *'?) 

M  (ax-/î  5c  Ajk-/î)  (Q)  (*).  Chaque 

faâieur ,  comme  il  eft  aifé  de  le  voir,  fournit  une 
fonftion ,  &  la  fomme  des  fondions  donne  Tin- 
tcgrale  cherchée.  Si  les  deux  faûeurs  font  égaux  > 
on  pourra  exprimer  Tintégrale  complett^  de  cette 

manière  V^  *F  (  J_l.&  f  -f  ) 

M   (-^  —  "^^"F  —  "^)jC'ï  multipliant  une 

des  fondions  par  x  &  l'autre  par  i. 

Au  refte  toutes  les  fois  que  Téquation  homo-» 
gène,  dont  on  vient  de  parler,  eft  fiifceprible  do 


^Êm^m^^^m^mi^Êmt^mm^ÊmmÊa^mmm 


(^)  f  défigne  ici  le  coefficient  de  f. 
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la    folution     précédente  >    elte    renferme    deux 
équations  homogènes  du  premier  degré  cl   [  ^  ) 

'■(^)+''(|)='(H)^/(è 

^  (^).-^*  (77)  ==<»i^«  ^'"°e  & 
Taatre  fatisfair  alors  à  la  propofée;  &  leurs- In-- 
tégrales  ,  jointes  enfemble  ,  rendent  l'intégrale 
complette  (  Q  )  de  la  propofée.  On  peut  auflî 
réfoudre  \2l  propofée  par  cette  méthode.  Je  prends 
rcquarion  (  H  )  ,  &  je  fuppofe  qu'elle  fatisfaic 
i  la  propofée ,  je  la  différencie  fuccellîvement  ea 
faifanr  varier  *  ,  y  &  if  ;  la  première  difFéren-^ 
dation  donne 

la  féconde  donne 

\a  rroilîeme  donne 

Multipliant  la  premiete  par  /,  la  féconde  par  ^ , 
la  troiHeme  par  h^  &  prenant  leur  fomme,  on 
trouvera  Téquation  générale  dont  nous  avons 
donné  l'intégrale;  on  peut  donc  la  regatder  comme 
le  produit  de  deux  équations  du  premier  degré 
donr  la  fomme  des  intégrales  donne  l'intégrale 
comp/erte  de  la  propofée. 

L'équation  (-^)  ==  (^i^)  ,  n'eft  pas  inté- 
grable  par  cette  méthode»  mais  on  peut  en  trouver 


i 


o> 
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des  intégrales  particulières  ,  telles  que  V  =3= 
f  (ax  +  by  -+-  ^î);  mais  ayant  fait  la  fub- 
ftitution ,  on  doit  avoir  ai  s=:^  ce  Se  en  faifanc 
c=:  1  ,  on  aura  ^  A  =î  1  ;  ce  qui  pouvant  avoir 
lieu  d'une  infinité  de  manières,  on  aura  tant  d'inté- 
grales particulières  qu'on  voudraj  ces  intégrales  join- 
tes enfemble  ,  fatisreront  auflli;  donc  a^  t^c y  &é. 
étant  des  nombres  quelconques  ,  on  aura  V  =3 

mais  cependant  Ton  n'aura  pas  l'intégrale  coniplette. 

17(1.  Problème.  Etant  donnée  une  équation 
homogène  du  troijieme  degré  ^  trouver  fon  intégrale 
complette.  Suppofons  que  l'équation  du  premier 
rfV\         ,  fd\\  /dy\ 

)  = 
tisfait  à  l'équation  du  troifieme  degré  A  (y-j) 

\dxdyW  \dx-'diJ~^       ^dxdi^J"^ 

„'/   <f»V    \        ,/  (f'V   \         _/   diV   \ 

Pour  que  l'équation  du  premier  degré  fatîsfaffe 
a  celle-ci,  il  faut  que  l'expreflîon  algébrique  qu'on 

Îeut  en  former  A  x  '  -+-  B  y  ^  — |—  C  ^  '  ^f- 
)x  ^y  ^  Sec.  (  Q  )  ,  ait  un  fadeur  ax  -^  by 
-+-  c:[  ;  Se  Cl  l'autre  fadeur  n'eft  pas  réfoluble 
en  deux  autres  faftenrs  fimples  ,  il  fera  une  équa- 
tion homogène  du  fécond  degré  qui  ne  fera  pas 
fufceptible  de  folution  par  la  méthode  aâuefle. 
L'équation  du  troifieme  degré  ne  peut  avoir  d'in- 
tégrale 


^n'^'{T.)^^Q-^'(£)=^'^- 
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légrale  complecce,  i  moins  que  l'expreffion  (Q) 
ne  foie    compofée    de    trois    fadeurs    fimples , 

l**  -*-  ^y  -¥•  nî)i  Se  dans  ce  cas  l'on  a 


afm-i-  a  gk  -^bfk;  E=^agm~k-  bfm 
•+-  bg  k  ;  £  =  fl/„  «(»  a^^  .^^  ^y^^. 
G  =  ahn  H-  c/„  -^.  ^A*;  H  =  ig„  4, 
*Ain  -V  cgmi   I  =AAn  -4-  c^n   H-  cAot; 

•       C£k. 


Et  alors  rintcgralecomplette  fera  Vs=  F  f  — X 


& 


'  »  I 

^  VT"^.«  ^  "iS"  —  TJ»  chaque fafteur  iîmple 
produîiaBt  une  fonâion  arbitraire. 

Si  deux  fafteurs  font  égaux  de  manière  xjue 
Ton  ait  f^  a,  g^r^h,  kt=^  c  y  i  h  place  des 
deux  premières  fondions,  on  écrira 

,F(£i:i^IZi)^M(|31a. 


*  9 


X — "j)»    Si  les  trois  faveurs  font  égaux  & 
qu'on  ait  encore  k=:a,  m^ssi^  n:=zc,  l'inté- 


grale complette  fera  V  ess  xxTè  [~_-^  & 


A 


130  Cours  de  Mathe'matiques 


Si  une  équation  homogène  du  quatrième,  du 
cinquième  degré  ,  &c.  eft  telle  que  TexpreASon 
algébrique  qu'on  en  peut  former,  foit  compofée 
de  facteurs  fimples  du  premier  degré  ,  chacun 
de  ces  faâeurs  fournira  une  intégrale ,  &  la  fomme 
de  toutes  les  intégrales  donnera  l'intégrale  com- 
plette  de  la  propofée.  ,S'il  y  a  deux  facteurs  égaux  , 
il  faudra  multiplier  par  x  l'une  des  intégrales 
égales  correfpondantes  \  s'il  y  en  a  trois  ,  on 
multipliera  la  première  par  1:  ^  ,  la  féconde  par 
X,  la  troifîeispe  par  i  sra^r^j  &c.  A  legard  des 
fondions ,  ce  qu'on  vient  de  voir  fait  compren- 
dre fufEfàmment  comment  on  doit  les  exprimer. 

Ces  fpéculations  ne  font  pas  vaines;  car  il  y 
a  plufieurs  chofes  dans  la  théorie  des  fluides  qui 
ont  rapport  aux  fondions  de  quatre  variables  > 
dont  il  faut  rechercher  la  nature  par  les  équa*- 
tions  différentielles  du  fécond  degré. 

(dd  u\  /ddu\ 

y-j-J  =  [j — ij 

/ddu\  /ddu\ 

+  \j^)  "f"  \ 5 — l)    «ft  de  grande  importance, 

*>y^  î  défignant  trois  coordonnées  &  r  le  tcms 
écoulé.  Si  on  demande  la  fonâion  de  ces  variables 
oui  fatisfafle  à  cette  équation  ^  Tintégrale  complette 
doit  renfermer  deux  fonâtons  arbitraires  ,  qui  con- 
tiennent chacune  trois  variables.  On  peut  trouver  une 
infinité  de  Ablutions  particulières  y  comme  fi  on  fuppo-* 
foittt-^F(ii«-f-iy  +  <:î;  +  *r);,&  alott.  00 
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doit  avoir  ee  =  aa'j- h  B^cc^  et  qui  peut  avoir 
liea  d'une  infinité  de  manières  ;  mais  on  n*a  pas  encore 
trouve  la  folution  générale.  11  eft  évident  auflS,  qu'en 
joignant  enfemble  pluiîeurs  de  ces  fondions^  leur  fomnod 
(kisfera  à  l'équation  propofée. 

277.  Problème,  u  étant  une  fonclion  de  trol^ 
variables  x  y  y  ^  ^  déterminer  cetn  fônliion  par 
la  valeur  donnée  d^une  différenùelle  du  premier  degr4 
égale    k    une  fonSion    P    de   ces   variables.    Soie' 

/  •— j  «sas  P.  En  regardant  y  8c  ^  comme  cpn- 

ftans  9  on  ^ni^  du  =»  Pdx  &  u  =s  SPdx 
■4-  conftante.  Or  cette  conftartte  doit  être  une 
fondion  de  ^  &  de  j ,  avec  des  canftantes  fi  Ton 

vent;  donc  u=sS9dse  -h/Cy  &î)-  De  même 
fi  l'on  a   (  —  j   Œs  P ,  on  aura  u  =  S.  P  flfy  -f- 

f{x8c  i)',Sc  Cl  Ton  â  (^)  =:  P  ,  Von  aura 
um^&Pdi'^f(x&y).  ^ 

Coi.OLLAi&€.  Si  {jr^j  ««ï=a  o  >  oa  fi  P 

on  aura  u  s=s  f[y  6c  i)y  Ci  (•^)  =?=p.  Ton 

aura  u  ==/ (x  Se  i)'y  ic  fî  enSn  (  j-^ )  =5  o  , 

on  trouvera  u  =/(x  &^). 

17S.  Problème,  u  étant  toujours  une  fonSbn 
de  trois  variables  x  j  y  j  :[  dont  une  formule  dif" 
féremiefle  du  fécond  d^^ré  eft  fuppcfée  égale  à  une 

(ddu\ 
d — *") 

I  a 


132  Cours  de   Mathe'matiques, 


P,  la  première  intégration  donne  (  —  j  = 

S. Prfx  -^fiy  &:{)>&  en  intégrant  de  nou- 
veau, il  vient  u  =^S.dxSP dx  -^  X  f{y&C  r) 
•+-  F  (jy  &  î)  '.  or  dans  la  double  intégration  de 
S.dxS^  dx  m  on  doit  regarder  x  feul  couime 

yariable.  L'intégration  des  formules  (  "pr  )  =5  P> 

f  — ^  ]   =3  P ,  eft  entièrement  femblable  i  la 

précédente.  Pour  ce  qui  regarde  les  autres  for- 
mules différentielles  du  fécond  degré ,  il  fuffira 

de  refoudre  celle-ci  (-7J7-)  =  P>  q^i  étant 
d*abord  intégrée  ,  en  confidérant  x  feul  comme 
variable ,  donne  (^)  =  S. Prfx  +  f{ySc  ^)  j 

celle-ci  érant  intégrée  dans  la  fuppofition  de  y 
feul  variable ,  donne  u  =  S.  dyS9  d  x  H— 
S.dyf{y&C'[ )  -f-  F  Cat  &  :[)  j  où  Ton  peut  obfervet 
l^.  que  la  première  partie  peut  être  repréfentée  par 
SS^ d X dy  ;  i*".  que  dans  S.dyf{y  &  :j),  fi  Ion 
intègre  en  regardant  :{  comme  confiant ,  il  réful- 
tera  une  fonftion  dey  3c:[  qu'on  peut  repréfenter 
pat  /  (  y  &  ï  )  i  ^^^^  l'intégrale  devient  u  est 
SS? dxdy  •+-/(j^&  î)  ^-F(^&?)• 
Si  la  fonftion  P  devient  =  o,  on  aura  les 
formules  qu'on  voit  ici  :  fi 

"^    =3  o  »  il  vient  «  =  x  f{yôci) 


C-^) 
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(1^)  =  ^' «  =  >'/(*  &î) 

(iiu\  -, 

j-r)  =«>« «=?/(*  ôcj)') 

F  ixSCy). 

F(^&0- 

7777)  =^> «=/(^&/)  -H 

F  (x  &  :f). 

179.  PiLOBLEME.  u  étant  une  fonSiçn  de x  j y^r ^ 
déterminer  cette  fonclion  hrfquune  formule  diffe^' 
reruielle  du  troijîeme  degré  eji  égale  à  une  certaine 
fçnSion  P  de  ces  variables  &  de  confiantes.   Soir 

I*.  i-i — j-  j  =  P,  la  première  intégration  don- 
nera  {jjt)  =  SPi^  4-  if{y  8c  i).  Nous 

ajoutons  le  nombre  2  ,  afin  qu'il  n'y  ait  point 
de  divifeur  dans  l'intégrale  j  &  il  eft  vifible  que 
cela  eft  permis  ,  parce  que  fi  /  (  J'  &  î{  )  défi- 
pie  une  fbnâ;ion  de  y  8£  J^e  i  y  ^f{y  Se  i()  dé-^ 
Mgnera  audî  une  fonâion  de  j^  &  :(.   I;a  féconde 

intégration   donne    \~-\   ==  ^dx%^dx  -I- 

^^f  (y  ^  î  )  "^  ï^  (  ^  &  î  )•   Enfila  la  troifieme 

1  ) 
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intégracion  donnera  u  =  Sdx^dx.S^dx 
xxfiy  Sci)  -^x  F  (y&î)  +  M(j&  î)'. 

Soît  2**.  [  — — — -  j  =  P ,  les  deux  premières 

intégrations  donneront    (-7—)   ==  Sdx.^V dx 

-H  xf[y&C'x)-{-  F  (^&:f  )  (*).  Mais  parce  que 
à  la  place  de  o  dy  f[y  &  :f  "*  l*on  peut  écrire/  ( J^  &  r  ) 
&  F  (  j^  &  ;f  )  au  lieu  de  S  rf^  P  (  j^  &  :f  )  ,  la 
troifieme  intégration  donnera  «  =  S  S  S  Vdx  *  rfj^+ 

En  changeant  les  variables ,  routes  les  formules 
du  troifieme  degré  »  fi  on  en  excepte  celle  doi|c 
nous  allons  traiter  dans  un  moment  »  font  con* 
•tenues  dans  celles  que  nQ^s  venons  de  traiter. 

■  j  =3=  P ,  on  aura  d*abord  en  regar- 

dant X  feul  comme  variable  (-r — -— )  S^^dx 
+"/ (j'  8c  j  ).  Regardant  maintenant  j' feul  comme 
variable,   il   vient    (t^)    ^=^^^Vdxdy 

/(>'&:f)-f-F(x&:fV,  &  enfin  a=S^Prf.v(/^ if ;^ 
^f{y&L  :f)-t-F(A:&ç)-t-M(A:&j^). 

/  d^  u  \ 

Corollaire.  Si  (  j—f  )  ==  ^  »  oi*  aura  u 

=   x^/(jr&î)  -4-xF  (>&î) 
M  iySc^). 


{*  )   Nous   ne  multiplions  pas   La  première   foD^ioix 
par  % ,  parce  que  cela  cQ:  inutile» 
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Remarque  1*.  Il  eft  maintenant  alfé  de  voir 
comment  on  peut  continuer  pour  les  degrés 
plus  élevés. 

Remarque  1 1'.  Si  on  avoir  l'équation  Â  u  + 

^  (77)  -*-  ^  (ïii)  +&?•==  °>  ^'P  con- 
iîdéreroic  ^  &  :f  qui  entrent  dans  la  fonftion  «, 
cotnme  des  confiantes  arbitraires  qu'on  doit 
ajourer  en  intégrant  ,&a&  ;c  comme  variables  :  on 
ajouteroit  donc  autant  de  fondions  arbitraires  dey 
&  j,  telles  que/(j^&:f  ),F(j&;f  ),&c.que  le  de- 
manderoit  l'ordre  de  Téquation  &  le  problème 
fetoir  ré  fol  u. 

Remarque  III*.  Selon  ce  qu'on  a  dit  ci-deflus 
(158),  en  fubftituant  dans  Tcquation   (■yv) 


8=  tf  a    f 


dy 
-—-  ) ,  «  au  lieu  de  ?  ,  on  aura  u 


/(a:  H-  ay)  ■+- F  {x  ^^  ay).  Mais  parce  que, 
félon  ce  qu'on  a  dit  (n^.  154),  l'équation  (-    J  j 

«5  o ,  donne  ^  ==/(r)Hr-F  («},  fi  à  la  place 
de  y  on  fubftitue  u,  &C  dV  i  la  place  de  duy 
on  aura  u  ss=f{t)  -t*F  (V),  en  fuppofant  que 
«  ne  coQcient  que  deux  variables  r  &  Vj  mais 

fi*  contient  eucpr^  j,  on  aura  d'abord  (^ yj  j 

I4 


tm 
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sc/C^  &  ç);  donc  du  =s=dtf(t&c  ç)  ,  &  a 
=  Sdtf(t  &  î)  +F  (V&:f),  quon  peut 
repréfencer  par  i  =mJ'  (r&;{;)-f.F(V&:f); 
donc  en  fuppofant  que  r=:x-l-tfy&V  =  ;c 

—  ay  y  on  aura  i^z==  /{x-^l^ay  &  ç  )   -4- 

Remarque  IV*.  A  caufe  de  du  =:  pdx  ^ 
qdy  -^^  rdi ,  fi  on  fuppofe  (  7^  )  =  o  ,  on 

aura  «  =  /  (j^  &  î)  ;  car  alors  (  j^)  =  p 
8=  0,  marque  que  la  quantité  x  n'entre  pas  dai)S 
la  fonftion  u ;  (\  ('^\  s=s:  o y  on  aura  u  ==3 

f[x&c^)\  &  fi  (7--)  «  o  ,  on  aura  u 

Recherche   des  facuurs  qui  peuvent   rendre   hs^ 

équations  intégrahles. 

280.  Il  fcroit  à  fouhaiter  que  Ton  pflt  trouver  ppur 
chaque  cas  le  faôeur  qui  peut  rendre  int^grablc  une 
équation  différentielle  quelconque  :  quoique  nous  ayons 
déjà  dit  beaucoup  de  chofes  for  cette  matière  fi  intéref- 
fante^  nous  croyons  devoir  la  traiter  d'une  autre  manière» 

La  réparation  des  indéterminées  ne  donne  pas  tou- 
jours des  intégrales  algébriques  que  les  faâeurs  peu- 

ix 
vent  donnçr.  Par   exemple  ,  l'équation    —-jr —    ^ 

7~r"~  «=•  o  ,  qui  eft  féparée  ,  denne  A.  tanc,  ji 
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A  tang.    î  «■  C  (*)  5   mais   fi    Ton  multiplie 
Icqaation   par  j^ —  ^ ,  le  produit 

7 — i — n =  o  j  donne  en  m- 

tégrant , — =  C.    En  multipliant  l'équation 

— 1 ; —  =  o .  par  -? -r- ,  pour 

avoir -r rj — 

5=  o  ,  on  aura  l'intégrale ; =  C- 

On  peut  remarquer  que ,  connoiflant  rintégrale  corn- 
plctte  d'une  équation  différentielle  P  dx  +  Q</y  =i=o. 
Ton  peut  trouver  le  multiplicateur  M  qui  fa  rendue 
intégrable.  Car  foit  cette  mtéerale  V  s=  C  confiante  • 
y  fera  une  certaine  fonâion  de  x  8c  y,  &c  ayant  dif- 
férencié rintégrale ,  on  trouvera  <^  V  =  o  j  mais  d  V 
doit  être  =  M  C^^*  +  Q^J)»  fbmiulc  qui  fera 
connoitre  M. 

281.   Soit  ,  par  exemple  ,  l'équation  différentielle 

mdx         ndy 

• 1 «=»  o  ,    dont  l'intégrale  complette   eft 

X  "  y  »  =  C  j  donc  o=s/w.jp  "*  •"  *  y  "  i/*+ n  *"*y  * **  Vy 

(m  dx        n  dy\ 

dx 
snukiplicsitcur  M  eft  =  :ir  "*  j^  •.  Soit  l'équation  " 

p} •- —  s=so,  dont  l'intégrale  complette  eft  i  — 


(*)    A    eft  un  ^^^  de  cercle  dont  la  tangente  eft  x» 


fi 


Ij8    CoUi<.SDE    i\lA  r  Ht^MAT  IQU  isS, 


<ejr=A  (*-f-y),  A  étant  une  confiante  arbitraire } 


donc  A  =  — - — ,&o= ■      - — - — - 

(^H-y)*  \  i-f-x*       «+yy/ 

(  I -f- jp  «  \  o  +  J' y  ) 

donc  M  = ; — r- •   Soit  Téquation 

ix  dy 

V^  (û  -4-   *A«  H-  c  jtf  *  )       v^  (tf-f-  i^y  +  cyy)  "^  ^^ 

dont  riritégrale   complette   cft   AA(*  —  y)*   — 
xh  {^a.-^ bx-^by-^  cxy)'^ùb  —  4^  =  0.  On  aura 

M=(^+ ^  *)  V  («-»-*  ^  v-H<?  y  y)+^^;-H^y^  1/0^  + 

3^x-t-£XJe).  De  même  connoiflant  l'intégrale  com- 
pIctteo  =  2  A+(A  A— I    ixX'{-yy)  —  x  (iH-A  A;xy 

dy 

+  lAxxyy   (*)    de    Téquation    -77 tt    + 

^T7 — ; — TT  =  o  ,  on  pourra  trouver  le  faâeur  qui 
rend  cette  dernière  équation  intégrable. 

281.  Remarquons  encore  que  fi  S.  M  (  PJjip  +  Q  i/y) 
eft  -r=  V  ,  à  caufe  que  à  V  étant  multiplié  par  une 
fonûion  quelconque  de  V,  Téquation  f{\)d\f=^o, 
reile  toujours  intégrable  ,  au  lieu  de  M  on  pourra 
employer  M  /"  (  V  ;  5  de  forte  qu  étant  donné  un  mul- 
tiplicateur qui  rend  une  équation  différentielle  intéçra- 
ble ,  on  i>ourra  en  trouver  une  infinité  d'autres  qui  la 
rendront  intégrable  ,  &  parmi  lefquels  il  fera  bon  de 
choîfir  celui  qui  rend  la  chofe  plus  facile  &  oui  donne 
une  intégrale  ali»ébrique,  fous  la  forme  lapins  fimple. 
Or  quoique  Tintégrale  d'une  équation  différentielle 
puiflc  être  une  quantité  algébrique  ,  il  peut  fouvent  fc 
îfaire  qu'on  ne  le  foupçondb  même  pas  à  moins  d'employer 


(^)  A  cA  IsL  coudante  arbiccjiire  incioduite  par  ï'mxé^ 
{^ration. 


Calcul  jnte'gral.       139 

.un  inultiplicateur  convenable,  cotnme  il  eft  facile  de 
Je  concltttc  des  exemples  qu'on  vient  de  rapporter. 

283.  Soit  une  équation  différentielle  de  cette  forme 

d  X       d  y 

-—-  -H  —  =  o  ,  dans  laquelle  X  cft  fuppofé  une  fonâion 

de  X  fans  y ,  &  Y  une  fonûion  de  y  fans  * ,  &  foît  fop- 
pofé  le  multiplicateur  qui  rend  cette  équation  intégrable 

X  Y 
=  M  =  z — -T — : T  f  afin  d'avoir  l'équation  inté* 

,,     Tdx^Xdy        .      „ 

arable  ; — —, rr  =  o.  Regardant  y  comme  con- 

^         ftf+^jf-f-ty)* 

ftant,  on  anra  l'intégrale  =  ^^^~i^^,yy  -»-/(y)  i 

mais  en  intégrant  dans  la  fuppoiitlon  de  x  confiant  ^ 

—  X 

il  vient  -; z — :; r  -♦-?(*).  Or  CCS  deux  înté- 

eia^ùx-^cy) 

gralcs  devant  évidemment  être  égales ,  on  aura  —  eY 
+  hc  (a+  ix-{'  cy)  f(y)=  —  BX'h  Sc(a  + 
bx-^-cy).  ¥  (x),  ou  BX—cY  =  ifc  (^  -h  *«  + 
cy),  [F  (x)  — /(y)]  J  ce  qui  fait  voir  que  les  fonc- 
tions F  (  jc)  &/(y  )  font  telles ,  qu'après  avoir  développé 
Je  fécond  membre  de  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,, 
les  termes  qui  contiendront  en  même-tems  »  &  y  doi- 
vent fe  détruire  mutuellement.  Cela  fait  comprendre 
que  F  (  x)  =  mbx  +  confiante  8c  f(y)  ^^  mcj 
-*-  confiante. 

Suppofons  donc  F  (x)  —  f  (y)  ^=  mix  —  me  y 
H-»  ,  l'on  aura  ^  JC —  cY  =^  bc  (mbb  xx  — mccyy 
'^n.hx  -^ncy  -^  mab  X  —  macy  ^  na  -^c — g)  5 
donc  en  égabnt  à  £  X  tous  les  termes  affeâes  de  x , 

n  a. 

ajoutant  i  ces  termes  g  -4 î  égalant  a  — cY  tous  les  ter- 

mes  affeâés  de  j' ,  ajoutant  à.cestermes — g  H «  «  & 

itS&ùi  les  opérations  ordinaires ,  l'on  aura  X=£c  imbbxx 
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•^-b(ma'hn)x'hg+ ]  .VonzUTZZ\xQxY=b{mc  c  yj 

n  a  \ 
^c(ma  —  n^j-^g j  5  donc  Téquation  intégrale 


algébrique  feram.;.-!^ a  +  l^x  +  cy / 

=  C  $  &  en  ôtant  la  fraâion  ,  réduifanc,  écrivanc 

C  H «  au  lieu  de  C,  tranfpofant  &  réduifant encore^ 

l'on  aura  l'intégrale  complette  &  algébrique  cherchée, 

exprimée  par  l'équation  mbcxy nbx  '•k^  —  ncy 

—  ^  =  C  (  tf  H- ^  je -t- cy  ). 

i84«    Supposons  maintenant  que  M   cft  *=«' 

X  Y 
: —7 ; ; — r tt»  n^"c  équation  fera 

yidy-^Ydx 

^. — --7 — : TT n*^Oi  <lont  rintégration  donne 

Ka-^-bx-^cy-^kxy)^         '  ° 

cette  équation 


(b  +  hj  ).{a-^bx-^cy-^kyx) 

^^^^^  {c^hx).  {a  +  bx^cy-^hxy)'^^''^^ 

Multipliant  &  dîvifant  les  fondions  arbitraires  par 
(tf  +  ^xH-fy+  Ayj)  ,  effaçant  enfuite  le  divifeur 

X  Y 

commun  &  tranfpofant ,  il  vient 7 7 — .    » 

^  *  tf-h  kx        b  -\-  ky 

:=:{a^bx^cy+hxy),  [  F  (  x^  — /"(y  V]- Main- 
tenant  j'obfcrve  qu'il  ne  doit  rcfter  a  la  fin  aucun  termq 
qui  renferme  en  même-tems  les  deux  variables  :  car 
autrement  X  &  Y  ne  '  fcroient  pas  tels  qu'on  les 
fuppofe  dans  le  problême.    Cela  pofé ,  je  fais  F  (  x  ) 

mx-^-  n  m  y  +  N 

^  ——JT'  ^  f(y)  =  "TT  L  ^  5  donc  on  5^ur* 


C  A  L  C  U  L     I  N  T  b'  G  K  A  L. 


14.1 


X  Y        (  a^  Ix)  (mx  -+-  n) 

c  +  kx        b  -^  hy~1^'^  c-^-hx  ' 

-  N  X j--^ Donc  X^(a  + 

Bx)  (mx  -^  n)  —(c  +hx)  (N  x  +  g)  %:  Y  =s 
(a  +  cy)  («y +  N)  ^  (3-H  hy)  («j^+^)5ou 
bien  on  aura  X  =  (Aw-^AN)  xx  ■+-  (^am  -^  bn 
— ^.«N  —  hg)x-han—cgy  Yz=z(cm  —  hn)yy~^ 

(aili-HcN  — la— Ag)j+tfN  — J^y&rintégraledc 

i  équatioii  lera ; 7 — ;  ,    .■  •:; — - 

c^hx      (c'^hx)ia'hbx-+-cy  +  Axy) 

=  63    OU   en  fubftituant    la   valeut  de   X , 

mxy-\-ny-\'Nx-¥'g 

—7 — ; —r =  C-  conftante. 

28  f.   Si  Ton  veut  fa  voir  maintenant  dans  quel  ca& 

p  d  X 
on  pourra  intégrer  l'équation  -r 5 7;  -H 

•^ £ — -    Q  =«  o,  on  remarquera  qu'en  divi- 

fant  le  numérateur  &  le  dénominateur  de  la  première 
partie  de  Téquation  par  ;; ,  &  en  divifant  de  même  le 
numérateur  &  le  dénominateur  de  la  féconde  partie 
par  q  y  on  réduit  cette  équation  à  la  forme  ci-deiTus  ) 
comparant  cnfuite  les  valeurs  de  X  &  de  Y ,  trouvées 
ci-devant  /avec  celles  que  nous  aurons  ici^  &  en  égalant 
les  coefficients ,  des  termes  correfpondans ,  il  viendra 
A=pibm  — AN);B  =  p(fl«-+-  bn—cN  —  h^); 
C  =  p  (an  —  cg)  ;  D=»^  (cm  —  An);  E«» 
f  (  am  +  cl^  —  bn  -^hg);  G  =:  q  {ali  —  b  g). 

h  Bt  A 

la  première   équation  donne  N  —  -^^ j—  i  1» 

quatrième   donne  «  —  —  —  7^  J  la  féconde  &  h 


mmmrmtmifm 
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a  m         B  q  —  R  p 

cinquième  donnent  g  =  ~ t- ^  &  A  — « 

%  Acq  —  1  D  &  p 

p r 5  donc  par  la  troificmc  &  la  fixîcme 

Dq  -—  ïLp 

xC^(Acg— Dftp)  c  .    r     ^ 

on  conclut 5 = =  — «(Ba-f-Ep) 

Atf^.  De-li  en  éliminant  <i  ^   on  conclut  ••• 

xÇACgg— DG;>/>)  (hgc  —  'Dhp)        1 

hq  —  Lp      \  "T  fA«^ 

t— D*p).  (Bî-+-E;>).  Divifant  les  deux  membres 
de  cette  équation  par  Aqc  —  p  D ^  ,  6tant  enfuite  les 
fraûions,  il  vient  4.  (ACgg  —  DGpp)  ^a  BBj^ 

4AC— BB        4DG  — EE 

—  EEpp,  ou »« «Ainfi 

pp  qq 

coûtes  les  fois  que  le  report  des  confiantes  p.  q^  A^ 
B ,  C ,  D ,  E ,  G  fera  tel  qu'il  en  réfultera  l'équation 
ûue  nous  venons  de  trouvée,  Téquation  différentielle  » 
flont  on  vient  de  parler  ,  fera  intégrable ,  en  la  mul- 
tipliant par  le  faâeur  M  de  la  forme  dont  il  eft  ici 
queftion. 

d  X  dy 

z86.  Passons  maintenant  a  l'équation  —7-^  H — r^ 

r»  o,  6c  foit  fuppofé  le  multiplicateur  qui  peut  la 
rendre  intégrable  t=  M  scrp^X  +  ^i/Yj  de  ma- 

qdx\/Y 
niere  que  l'équation  pdx  '^  qdy  ^ j-rr + 

p  dy  v^  X 

• — — — —  e»  o,  foit  intégrable.^  Suppofons  que  les 

deux  membres  ,  celui  qui  ne  renferme  aucun  radical , 
&  celui  qui  eft  affeâé  de  radicaux  foient  /ntégrables 
chacun  féparémenr  \  donc  pour  le  premier  membre  oâ 

(dp  I  ^ 9\ 

—  )«=»(  —  j .  Je  fuppofe  enfuite  que  l'intégrale 

du  fécond  membre  eft  •»  a  Y  |/  X  Y*  Différenciant  cette 
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^ 


quantité  ,  en  faifant  varier  x ,  ic  l'égalant  enfuite  à 

différenciant  la  même  quantité  ,   en  faifant  varierai 

f  dy  ^  IL 
&  égalant  la  dififcrenticlle  à  — -7 y —  >  ^^'^  trouvera 

/dV.  dY 

p  =  iY   iT~)-+-V'.  -7-,  Si  Ton  diÉfrrcncie  les  va* 
^dy  /  a  y* 

leurs  de  p  8c  de  9,  &  qu'on  fubflitue  les  réfultats 
dan$réquatioii(^)=  ;^),onaurazY  (— )  + 

(iV\  idX 

\T^)  -+-  V  - — -  (A).  Maintenant  par  la  nature  de  la 

fonflion  dtx  8cy  ï  laquelle  on  égalera  V,  on  tachera 
de  déterminer  les  valeurs  convenables  de  X  &  de  Y« 

SuppoTons  V  :=^  I  ,  dans  ce  cas  trés-fimple  toutes 
ks  différentielles   de   V^   indiquées    dans    i  équation 

idY  ddX 

A  ,  s*évanottiront  ,    &    Ton    aura    3 — r  =   -3 — r , 

a  y  d  X 

égalité  qui  ne  peut  fubfifter  qu'autant  que  l'un  &  l'autre 
membre  fèroit  égal ,  féparément ,  à  une  coniUntè  que  j# 
ferai  =  1  tf  ;  d'où  je  conclus  que  X=  ax  x-J^  6  x-^  c, 

dY 
&  Y  a»  ayj  +  gy  -h  *  ,  &  de-là  p  =  —  =  2  <i jf 

dX  ^     / 

^  g,ic  q  =  -7—  =:  i  tf  *  +  ^  ;  donc  1  intégrale  com- 

ax  ^ 

pierre  cR  zaxy  ^gx  +  ij  +  i\/XY=C confiante* 

Am  l  équation  — .  ,    ^    .  -f-  -77 ; ; — r 

«»oeft  rendue  intégrable  par  le  moyen  du  multiplicateur 
M  =  i  laj-^gy^/iaxx-hlfx  +  c  )-^ilax  +  à)X 
^i^ayy  -^  gy-^t)i  &  alors  fon  Intégrale  complette 
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t&  laxy  +gx  +  *y-+-  tV[(axx  +  èx-i-c}^ 
(ayy^gy  +^)]  =C,  oucn  ôtant  le  radical^  CG 

—  iC  (laxy^gx^  ty)  =  (^ae  —gg)  xx -H. 
(4ac  -^  bi)  yy  -h  ^^  éx  -h  ^cgy  +  ^ce. 

En  donnant  d'autres  valeurs  à  V  ,  en  faîfant  V  = 


I 


.  N 1 1  par  exemple ,  cette  fuppofition  don- 

(  fl+  ox-^cy  ) 

tieroit  d'autres  valeurs  pour  X  &  Y  ^  mais  nous  ne 

propofons  pas  d'épuifer  cette  matière. 

d  X 
x%j.  Revenons   à  l'équation    différentielle  "7^ 

+  — 7~  =  o  &    faifohs   le    multiplicateur   M    ■=■ 
V  Y 

p  à  X 
p  4-  g  V^  X  Y ,  afin  d'avoir  l'équation  intégrablc  -z^ 

p  i  y 
+  qdy\^X+  "Ty  -♦-  qdx\/Y  ^o  (A).  Suppo-» 

fons  que  les  deux  premiers  termes  pris  enfemble  for- 
ment une  formule  mtégrable ,  dont  l'intégrale  foit  =3 
zK\^X,  tandis  que  les  termes  reftans  formeront  une 
formule  dont  l'intégrale  foit  =  2  m  |/  Y  }  de  manière 
que*  l'intégrale  complette  foit  repréfentée  par  l'équa- 
tion iRv/X  -H  xm\/Y  =G.    Différenciant    la 

première  intégrale ,  &  égalant  au  premier  terme  "^7^ 

les  termes  affeâés  dt  dx ,  8c  i  qdyy^Y  le  terme 

RrfX 
affeâé  dt  dy  ^  on  trouvera  aifément  p  «■  ~ h 

/dK\  /dK\     ^  ,     ,  ^, 

xX  l"r")  5.  î  =«■  1  VT^)'  Comparant  la  différen- 
tielle de  la  féconde  intégrale  avec  les  deux  derniers 

dY 
termes  de  Téquation  (  A)  ,  on  aura  p  ^^  m  — — \r 

u  y 


-n^^ 


Calcul  iKrE'cR  ae. 


'àm 
que  {  eft 


*^  Cy)*   "   n'eft  pas  hon  plus  difficile  de  voir 


~  *   (rfV)  *  **<"«=  ( 


dy  ) 


C£) 


Il  neft  pas  befoin  d'avertir  Ô«^ïj       "  V^^^^'^"^- 
qu'on  vi'eoc. dcrouVer/dXt'Vcre^S.,^^^        f  '^ 

y 


Prenons    R 

* 

-h  àxf  -#.  €xxyy  *    °^"^    aurons   ^ 
^tf—  ^  ex  xyy 


T^Scp 


ydX 


K     ^^.       ^ 


(«  H- i*y  H- tf  3f  «yy)  1  »    on    a    aufE    p    s: 
D^w   on   aura   (  a  +  b  xy  ^  c  x  xyy  )  K   p  = 

rfy 
*«*r),  équation  que  j'appeiléraî  (H). 
Soppofons  X  =  A«4-f- aB«î  4-ri.* -L      i^ 

-♦-  E  :  en  fubftituant  dans  l'^uarJon  /h  ^  i  ,^ 
leurs  de  Y  /»  Y  V  j  v  '^q""«on  (  H  )  les  va- 
Kuis  acA,  tfA,    ï,fly,  que  donnent-  r«  r..„„r 

tTi«„",'K  elfe  r&'i';i'Kl-frr 

1«  «L?'  'S-'^'  *' j'  ^8»'^  1«  termes  qui  contiennent 
lawreco^Jc  terme  »D'*»,  qa'oa  ne  j-euc  îuppofçr 
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&  alors  on  a  -  2  «C  x5y  »  +  4"  A*  'y  -  4«E*y» 
-f-i«Cjcy=— i'C'x5y»H-4-A'*y»— 4'E*J^ 

^-  1  «  C  *y.  Egalant  les   termes  qui  contiennent  les 
.mêmes   variables   avec  les    mêmes   expofans ,  nous 

— E'       —  E 
turons.C  -  C  i  -7  ==  "Â"  =  Â^ »  "  ^"'  '^''°"' 

A'  E'  =  A  E  î  on  an»  encore  E'  =  -y-'A  &  E  «« 


^  «A' 

-•  A'.  On  •tttadoncX=3A**-l-C*«—     ^ 


y«.Â'y*  +  Cyy—  V*   ^  l'intégrale  com- 

dx   

plette  de.  l'équation  7  -,^ 

*^    ■  V  (A»*  +  C«*  —  —  A'X 

"^y =:  o,  fera 


V  (  A'y*  H-  Cyy  —  -7  A) 
y  yj{  A:.4+Cx«-7 A')  +  x\J i^'i^^ 

^.  Cyj»-—  ~  a')  =G,  (4  Ht  c*«yy  ) }  G  étant  une 

confiante  introduite  par  l'intégrsition. 

x88.  Par  les  exemples  qu'on  vient  de  raptrortet ,  il 
eft  évident  qu'on  peut  trouver  une^mfinité  de  multi- 
oHcateurs  qui  rendent  une  équation  intcgrable,  &  cela 
en  fuppofant  que  le  m^ltiplicateu^  qu  on  a  employé  a 

-  eft  fuppofé  r^él.  Tl  teftera  encore  dun  coté  «Bayx  , 
&  ae  l'autre  côté  éB'-*y  «; qui  exigent  que  Ion  a.tB=: 
B'  =0.  Il  reftera  anfli  d'un  côté  —  i  y  y  »  E  &  --  »  **  *  E 
de  l'autre  qui  demandent  que  J  foit  ss  o  }  car  E  «c  fi  lont 

fuppofés  réels. 
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les  condîtîons  requîfes.  On  peut  aufli  trouver  une 
infinité  d'équations  intégrables,  en  fuppofant^  qu'après 
avoir  multiplié  une  équation  difFérentielle  par  un 
multiplicateur  qu'on  fuppofera  convenable  ,  Ton  inté- 
grale eft  trouvée  &  exprimée  analytiquement  $  mais 
il  feroit  à  fouhaiter  qu'on  inventât  les  régies  d'une 
efpece  de  nouvelle  analyCe ,  pour  faire  ces  fortes  d'opé- 
rations dans  un  certain  ordre. 

Méthode  pour  trouver  dans  une  infinité  de  cas 
Fintégrale  finie  Jtune  équation  quelconque  j  fof 
une  Jiulc  intégration* 

189.  La  méthode  d'intégrer  >  dont  il  s'agît 
ici  ,  eft  fondée  fur  le  théorème  fuivant  :  Un^ 
équation  différentielle  fe  réduit  j  par  f  intégration  j 
à  autant  d'équations  différentielles  Jtun  ordre  imr- 
médiatement  inférieur  ^  que  P ordre  de  cette  équation 
contient  d'unités  ;  c'efi-à-dire  que  j  m  défignaru  un 
nombre  entier  pofitif^  une  équation  différentielle  de 
r ordre  m  Je  réduira  ^  par  t intégration  jà  un  nombre 
m  inéquations  de  tordre  m  — •  i.  Ce  théorème 
fuit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  die 
ci'deiTus  (108).  Toutes  les  fois  que  c^s  équa- 
tions font  diférentes  entr'elles  ,  on  peut  ,  en 
les  comparant  ,  trouver  l'intégrable  finie  de  la 
propofce.  Si  quelques-unes  font  les  mêmes,  on  ' 
ne  peut  pas  alors  ,  par  une  feule  intégration  y 
parvenir  a  l'intégrale  finie' cherchée.  Les  problê- 
mes fui  vans  feront  connoître  lartifice  &- 1  utilité 
de  cette  méthode. 

190.  Problème.  Intégrer  ^équation  du  fécond 
ordre:  a^y  ddy'^ba^dy^  =:^y^  dx^.  ouppo- 
foBS  qae  l'intégrale  de  cette  équation  eft  ay^dy 

K  a 
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w^  ny'dx^sss  AU  a  dx^fi  étant  fuppofée  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  eft  ==  i 
(  dans  tout  ce  que  nous  dirons  fur  fa  méthode 
actuelle  N  aura  la  même  valeur)  ,  ^,  «,  r,  tiz 
^tanc  des  coudantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
La  différentielle  de  l'intégrale  fuppofée  eft 
ay^ddy  -^pay  ^""^  dy^'^nry^  "^  ^  dydx 


•— «A-N   û,   dx^vssLtny^ dydx  ^- — y^dx^ 


a 
mx 


à  caufe  de  AN  a  dx  ^ss^  ay^ dy '\-ny^ dx  ; 
donc  en  multipliant  par  ay  «"i*  (  *  )  &  tranf- 
pofant ,  on  aura  a^yddy  -H  pa^dy^  -4— 
J^nray^'^^dydx — amy  dy  dx^=^mny^**  ^-^^dx^. 
Comparant  maintenant  ce  réfultat  avec  l'équa- 
tion propofée ,  on  trouve  a^yddy^=ia^yddyy 
ce  qui  ne  fait  rien  connoître.  On  a  encore 
pa^dy^  ^=^ba^dy^^  d'où  l'on  tire  /? s=3  *  j  & 
parce  que  la  propofée  ne  contient  aucun  terme  qui 
renferme  dydx ,  &  que  d'ailleurs  r — p  eft  =?=  i  ^ 
comme  on  va  le  faire  voir,  on  2,  nr  a —  û/w=o, 
ou  72  r  =B=  m.  Mais  à  caufe  de  /n  72  j^  '  "  '  +  '  s=^  *  , 
on  doit  avoir  r  — />-+-  1=2,  r— /?  =  i ,  oa 

r  =  ^  •+-  I   =  A-|-i,f«/2  =  i   Se  n  =  —  j 


donc  72  r  =:  — .  De  plus  à  caufe  de  ri=i  b 
l'équation  nr  :=^  m  donnera  i  -H  i  srs  tw  *  & 

par  conféquent/»  =  Hh^  (i-f-  i)>  mais  72==  —  ; 

■i— —         ^"^^"^ ■      ■  ■  "^ 

(*)  On  fait  cette  multiplication  ,  afin  que  le  premier  terme 
de  la  nouYcilc  équation  %  qu'on  va  trouver  »  foit  égal  au 
premier  te^e  de  la  propofée.  On  fuppofe  aufli  dx  conftant« 
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donc  n  t=  _^  ./  , ,    . — T»  Subftituanc  facceffive- 
±  V  (*  +  *) 

ment  les  deux  valeurs  de  m  &  de  n  dans  l'intégrale 

fappofée  ci-defTus  »  nous  aurons  deux  équations 

différentielles  du  premier  degré  ,  favoir ,  ay^ dy 

B  N  4  ^  ;if.    Nous    avons  mis  une 

nouvelle  conftante  B  dans  la  dernière  équation^ 
afin  que  l'intégrale  finie  puifle  renfermer  deux 
confiantes  arbitraires.  Retranchant  la  dernière  de 
ces  équations  de  la  première  y  multipliant  par 
y  (^  +  I  )  »  divifant  par  1  ^x  &  difpofanc 
convenablement  le  réfultat ,  il  viendra  ^  *  +  '  =« 

î^;^^-(a.N 1 -B.N 1 J' 

ou3r*+'=cN      'a      — DN       :; 

enfcufant-^ •  As=3C& • «IX 

Si  h  eft  une  quantité  négative  =a  —  ^ —  r, 
ofl  aura  j^  *  +  '  ==  j^  ""^  ==C  (  cof.  L}Ll 

^^  ^_ . ,.  >.  î^' )  -  D  (  ..y:  lii 

■  :   Kj 


■ft 
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v(-o./«.^)  (*)  =-  E-  ^"Z-  ^  -*- 

F. jj-„.  ï_V^ ,  en  faifant  C — D  =  E  &  (  C^-D  )x 

\^ —  I  =  F,  Si  i  eft  s=  —  I ,  on  aura  .  (i,^^\ 
s=  00.  Dans  ce  cas  on  fuppofera  que  Tintégrale 
de  la  propofce  eft  ^  ==  ^""^^^  ^ Jf ,  /  étant 
une  confiante  arbitraire  j  &  en  intégrant  de  nou- 

veau,  onauracyt=N  laa         j   c  étant 

une  confiante  arbitraire. 

19 !•  Problème.  Intégrer  r/quation  yx^ddy 
•+-  bx^dy^  -4-  cyxdxdy  =  ^zy^-i^v*.  Sup- 
pofons  que  l'intégrale  cherchée  eft  de  cette  forme 
y?^^  -4-  ny^x'dx  =  Ax'dx;  prenant  la 
difFcrentielle  de  cette  intégrale  ,  la  m'iltipliant 
par  y  ^  ^  ^  x'\^  \  remettant  la  valeur  de 
Ax'  d  X  &  difpoGnt  convenablement  les  ter- 
mes ,  il  vient  yx  '  ^'ddy  -t-  /?a:  »  —  'dy"- 
i+-  nqy^^^ xdydx  —  tyx^^dydx  =  (f 
—  r).  72^  «-  '  +  'c/x  ^  Si  l'on  compare  cette  équa- 
tion avec  la  propofée  ,  on  aura  r  =  —  i  >  ^=  ^^ 
ç— ;?==i  ,ouç  =  i-4-i,/z^ — r:=c&/i(A+i) 
E=  c  ■+•  r.  On  a  auflî  n,{t  —  r  )  ==  ni  ^n 
6=  tf  ,  &  par  conféquent  (  ^  -h  i  )•  (  '  "+-  ^  ) 
j_  ^.   (  ^  -+.  I  ) ,    d'où  Ton  tire   r    ^ 


y^[il=lll4-«.(i+0]& 


C"^). Voyez  la  première  pattic  de  cet  Ouvrage  courbes 
Vanfcen^eutes  (  n^«  ^*  ) 
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-'±*\/[^'"'^'+''Cg4-')] 


Donc 


»  («  +  O 
en  fai£int/=  *  v/  [  ^""^'^*  +  -ï.  (*•+-  0  ]  » 

on  aura  t  sa   j^ &  «  «-(j^,)' 

Ayant  donc  fubftitué  les  valeurs  46/^*-»  ?» 
r  j  r  j  il   viendra  deux  équations  du    premier 

=  A.   *  i  dxj  8c  yi  dy  ^i^ 

Retranchant  la  féconde  de  la  première  ,  mul- 
tipliant  pat   X  Se  par  — j—  ,    faifant  C   xa« 

~    -^  ,  D  =  — ^—z — -  Se  difpofant  con- 
venablement les  termes  j  on  trouvera  _y  *  +  '  bss 

_v(ii^+.(*+,))] ,  . 

—  Dx  *  ^■',  équation 

que  je  dcfignerai  par  (P  ).  Lorfque  /=  o  »  les 
deux  équations  du  premier  degré  que  nous  avons 
trouvées  ci-devant ,  ne  différant  que  par  les  con- 
ftantes  A  &  B ,  ne  peuvent  rien  faire  connoître. 
Dans  ce  cas  on  multipliera  la  première  de  ces 

tf  H-  1 

équations  par  x     a"**  Sc  rimégrant  enfuite,  ea 

K  4 
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ajoutant  une  confiante  ,  on  trouveta  ,-— -  x  — 


A  X.  -+-  B.    Si  /  eft  une  quantité   imagi— 
naire  =  f  \/    -'—    i    &   qu'on    faffe    x    \ 
N*$    dans   ce  cas  Tinrcgrale  P  devient   v*  "^  ' 

équation  qui  fe  change  en  celle-ci  j  *  +  '  x      % 

^C(co/:/7î4-\/— i.//z.;7:f;  — D  {cof.pi  — 
^-^fin.pi)  (*>,  D  où ,  en  faifanc  C  — .  D  =: 

c  —  t 

E&  (Crj-D)  V— 1  =F,  on  tire^' *  +  «  X 


5=  E.  cof,  p:[  -+-  f.Jin.pT^  =  E-  cojl  ph.  x 
F.  7f/2.  ph.  X  i  car  de    Téquation   jc  ==  N  *  on 
tire  :f  L.  N  =:  L*  X,  ou  :j  =  L,  AT,   à  caufe  de 

191.  Problème.  Intégrer  Véquation  du  troijitmc 
degré d^ y  '^  a dy  d dy  =  h  dy  ^ .  Suppofons  que 
Tintcgrale  cherchée  eft  N  "'  [ddy  mJ^qdy^)^^ 
A  dx  *  ;  prenant  la  différentielle  dp  cette  intégrale 
(  &  faifant  attention  qu'à  caufe  de  dx  conftant ,  la 
différentielle  du  fécond  membre  eft  s=  o)  ,  di- 
vifanc  enfiiite  parN  "*■' ,  il  viendra  d  ^y  -t-  (1  ^ 
H-  ;;2  )  .dy  ddy  -+-/w^^y^  =  o,  tranfpofant  le 
dernier  terme  de  cette  équation  ,  &  la  compa- 
rant enfuite  avec  la  propoice ,  on  trouve  a  =3 1  ^ 
m  Se  —  mq  =  A  ;  donc  ma  ^=:  1  mq  +  m  m 
:  _.  X  B  >+•  mm ,  ou/Tz/Tz**—  m, a  =  1  b  &c  m 


■  ■■  ~  -— — —  &  q  î=  ——.——.  3  en 


(  *  )   Voyez  la  prçmicrc  p:^mc  de  cet  Ouvrage,  çouibcj 
«ranfccndances  (  n^,  2  ). 
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faifant  y^  (â*-H  8  i)'=s|r.  Cela  pofé  ,  on  aura 

les  deux   équations  fuivantes  du  fécond  degré 

■                                (g  —  a),  y 
idy  +-Xi.^^.  =:A.N  I rf*»& 

ddy  -h  — ^  ifj'  »  =5  B.  N  l dx^^ 

d'où ,  en  ôtant  la  féconde  dé  la  première,  il  eft  aifé 


de  cirer 


gif*  jZfZ  /         €2. 


-^^  =  N     »—"</*».  (a.N 


% 


B.  N      »     /  ,  équation  que  nous  défignerons  par 
P,  &  qu'il  eft  facile  de  réduire  au  premier  degré 

par  rezcraâion  des  racines.    En  faifant  %/~ 

/       --y  gy  --gy    * 

=  p ,  on  aura  cdy  ss=a  p dx  Se  — ^  z:=:  d x y 

P 

équation  féparée  ,  puifque  p  eft  une  fonâiion  de 

y  &  que  c  eft  une  conftî^nte. 

Si  ^  ==  o  ,  ce  qui  arrive  lorfque  a  ^  =  —  8  3 
(par  exemple  j  fi  tf  eft=4&A= —  2),  on  mul- 
tipliera la  première  des  équations  du  fécond 
degré  trouvées  ci  -  deflus  par  2  rf^  &  la  divifanc 

par  N      X      ,  il  viendra  N    %    \idyddy  +> 


rdy^J 


=   zAdydx*,  donc  l'intégrale  eft 
jV  t   </_y»  sa  (iAjK  +  D)</x*.  Si  l'on  prend 


* 
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la  valeur  de  dy^  dans  cette  dernière  équation 
&  qu'on  régale  à  la  valeur  de  dy  *  prile  dans 
l'équation  P ,  qu'on  divife  enfuite  par  d x^^  on 
aura  ^une  équation  qui  contiendra  l'intégrale 
finie  de  la  propofée. 

Si  g  eft  imaginaire  &  =  /2  y^  —  x  >  alors  de 
réquation  P  on  tirera  aifément  ^    %   dy'-  =• 

.■V^[A.(„y.=f+V-.>.^)- 

B(ce/:^~\/-.i.//i.^)]  «iAT»  (ex 

cof.  —  -H   F.  Jin.  —  )  >    en  faifant   E  =■ 

-1— L  &  F  s=:  -i '"•  11  fera  doncfacile 

«  y— -1  n 

de   parvenir  â  une  équation  du  premier  degré 

dans  laquelle  les  variables  feront  féparées. 

29 ?•  RtMARQUE  I.  Ce  qu'on. vient  de  dire 
a  également  lieu  pour  l'équation  y^d^y  -f- 
a  y  dyddy^=^bdy^  (  A.  )  :  car  en  faifant  y  s=: 
N • ,  &  prenant  les  valeurs  de  y  ,  dy ,  d  dy  ^d^y^ 
que  donne  cette  fuppofition  ,  divifant  enluite  par 
N*  &  fubftituant ,  l'équation  A  deviendra  d^  ^ 
•4-  (  tf  -h  5  )  d^ddi  =  (  A  —  il—  I  )  rfç'  qui 
a  la  même  forme  que  celle  dont  on  vient  de  parler. 

194.  Remarque  II.  La  difficulté  de  cette  mé- 
thode confifte  à  trouver  la  forme  qu'on  doit 
donner  à  l'intégrale  de  la  différentielle  propofée 
pour  que  cette  intégrale .,  étant  différenciée ,  on 

f)uiffe  trouver  un  refultat ,  qui  étant  comparé  à 
a  propofée  ,  fafle  connoître  les  expofans  &  les 
coefficients  de  cette  intégrale  :  or  pour  cela  je 
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ne  crois  pas  qu'on  aie  encore  trouve  de  méthode 
générale j  ce  n'eft  guère  que  Thabitude  du  calcul, 
oa  le  hafard  qui  peut  faire  rencontrer  jufte. 

195.  On  peut  employer  la  même  méthode 
lorfqu'il  s'agit  de  trouver  les  conditions  nccef- 
faires  pour  qu*une  équation  d'un  ordre  fupérieur 
puiffe  être  abailTée  à  un  ordre  du  moins  infé- 
rieur d^une  unité.  ' 

X9^.  Problème.  Dans  quel  cas  P équation 
d^y  •+-  (idyd^y  -^  bddy^  •+•  c  dy^ddyi=i 
fdy^  peut  être  abaijfée  d*un  degré  ?  Soit  fuppofée 
^^^  {d^y  +pdyddy-i-qdy^  )  =:  Adx^  ^ 
l'intégrale  de  la  propofée.  Ayant  pris  la  diffé- 
rentielle de  cette  intégrale  fuppofée  &  l'ayant 
divifée  par  N*-' ,  on  rrouvera  aifément  d^y  H- 

{m  ^p)  dy  d^y  '^pddy^'^{mp-^r  3?)X 

iy^  ddy  t=i  --^  m  q  dy  +.   En  comparant  cette 

équation  avec  la  propofée  ,  l'on  aura  ^  ==  /tz  •+- 

p,6  =  ^,c=3^  -H  mp  &c  /=  —  m  q  ; 

d'où  Ton  tire   les  deux  équations  m  ^=^  a  —  b 

Scm^bzzsmc-^ff.  Si  dans  cette  dernière 

équation  on  fubftitue  la  valeur  de  m  prife  dans 

Tavant-derniere  ,   il   viendra  {a  —  *  )  *•   ^  =* 

[a  —  3).  c  -H  $/•   Si  cette  condition  a  lieu  ,  la 

propofée   pourra  fe  réduire  i  l'équation  du  troi* 

•  (tf  — *)y 

lieme  degré  N  {d^y  -^  bdy  ddy  •+" 

197.  Problème.  Trouver  dans  quel  cas  P équation 
générale    a" d' y   -t-  b  a"- ^  d"-^ y  dx   -+• 

a'-^d'  —  ^ydx'' \.Kydx'  ss:pdx''y 

P  itant  une  fonSion  de  x  fans  y  &  dx  étant 


n 
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fuppofé  confiant  ,  ^ewr  y^  réduire  à  autant  d'équa^ 
tions  de  tordre  n  —  i  que  le  nombre  n  contient 
d* unités.  Suppofons  que  l'intégrale  de  la  propofce 

eftdecettefbrmea"i/"  — 'j^H-a  û"— 'i"  — *jK^-*^ 
h' a''-^d''-^ydx^ -H  Haydx: 


t=^ix«-"S&foufiippofééî=«  (S.?^^-A)  , 

u  étant  une  fondion  de  xfans  y  &c  A  une 
confiante.  En  différenciant  cette  intégrale  fuppo- 
fée  ,  nous  auroos  a"  d^  y  -+-  a  ^a^"^^  d^'^^  ydx 
^b'a''-^d''-^ydx'- -{-Hadydx" 


dudx"-'  ^S.  ^H-A  W/^^a:\  Maïs 


du.dx"" 


-..(s.^-HA)=î^.rf;c--'«x 
fs.^  +  a)  =  —•?*/*'-'.  Donc  en 

tranfpofant  la  quantité  du  i/  a:  "  ""  '  (S. h  A  j  , 

lui  fubflituant  enfuite  la  valeur  que  nous  venons 
de  trouver  ,  &  mettant  dans  cette  valeur  celle 
de  :[dx"'^^  prife  de  l'intégrale  fuppofée  ,  oa 
aura  a''d''y  -f-  a'.a" —  '  d''-' y  d  x  -4- 
i'.a''-^d''-^ydx^ ^Hadydx"-'-- 

—  {a''d''-'y   -+-    a.a''-'d''-^ydx   -^- 


b'a"-^  d'^'-iydx'' -h  Haydx''-') 

t=  pdx". 

•     Si    l'on    compare    maintenant  cette   équation 
avec  la  propofée ,  on   trouvera  facilement  a*  dx 

— =s  tdx  f   en  égalant  les  quantités  qui 


Calcul    inte'gral.         ij^ 

maltîplienc  </"  "~  ^y  dans   les  deux  équations; 

donc  {a  —  b)dx^=i ,  ou  m  dx  ^=^  — — ^ 

u  u 

(en  fuppofant  m  =  a'— •^);  donc  m  x  =  ^L. //, 
ou  /iz  jc  L.  N  =  ^.  L.  2^ ,  ou  — •  L.  N  =  L.  iz  :  ou 

a 
mx  m  X  /         — mx  \ 

û:t=:N "T  J  donc :f  =N  a  \S.N  'k  pdx^k)^ 
PaiCqae  m  -=>  a  —  A  ,  on  a  a'  c=  m  H-  A.  En 
conrinuanr  ia  comparaifon  on  trouve  A'  =  c  H- 

-h^/K'-^-t-cm"-^ 4-F/72-fG.  Et 

parce  que  R  -H  H  (  a' —  i)  éft  =H/w— f—  R  =  oj 
fi  Ton  fubftitue  la  valeur  de  H ,  on  aura  m  "  -H 

iOT«-'-Hc;72»-* +  Gm  +  R=o(V). 

Suppofant  que  par  le  moyen  de  cette  équation 
on  connoifTe  toutes  les  valeurs  de  /n ,  on  aura 

alfémenc  celles  de   a',   b' H  qui  .feront 

connoître  l'intégrale  fuppofée.  De  plus,  toutes 
les  fois  que  les  valeurs  de  m ,  que  donne  Téqua-* 
tion  V  feront  toutes  inégales ,  on  pourra  trouvée 
autant  d'équations  de  l'ordre  /2  —  i  que  n  con- 
tient d'unités  >  ainfi  le  problème  eft  réfolu. 

198.  Mais  pour  ne  lailTer  aucun  embarras 
aui  commençans,  fuppofons  que  la  propofée  foie 
du  quatrietne  ordre  ,  &  que  les  valeurs  de  m  que 
donne  alors  Téquation  V  loient  c^f^  g  ^  i.  Si  Ton 
fubftitue  fucceflîvement  ces  valeurs  à  la  place  de 
m  y  Se  qu'on  faffe  attention  que  dans  une  équa- 
tion le  coefficient  du  fécond  terme  doit  être 
^al  a  la  femme  des  racines  prifes  avec  un  (î^ne 
contraire,  que  celui  du  trôiheme  doit  être  égal 
à  la  fômme  des  produits  des  racines  prifes  4eux 
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à  deux  y  &c.  &  que  pour  plus  de  commodité 

€X  — ex 

on  faflfe  N  ~  (  A  -4-  S.N     a      P^xj  =3Q> 

fx  —  fx  gx 

(C  +  S.  ~r^;7rf.v)=R'  &  NT  (d 

—  fJlf 

S.N  a  p  d  xj  sssT  y  on  aura  les  quatre  équa- 
tions fuivantes  du  troifîeme  ordre  : 

a^diy—if^+'g'^i)  a^  ddydx'^[fg^'+- 
fi'+'gi)a  ^  dydx^ — fgi-^ydx^  =Q.  d?x^  (*), 

a^d^y  —  (^•4-^+'0  ^  ^  ddydx  +  (^  J^  + 
ei'^  gi)  a^  dydx^  —  cg  iay  d  x^  =  R.dx  ^. 

a^d^y  —  ie-^f-^i^aiddydx  ^{ef^fi 
^ei)  a'-dydx'-  —  efiaydx^  =2K.dxK 

a^d^y^ie-^-f-^g  )aUdydx'\'{ef^fg 
^^ g)  a^dydx^  —  tfgaydx  ^  ==  'Y.dx  *• 

Maintenant  (î  de  la  première  de  ces  équations  on 
retranche  fuccéffivement  la  féconde  ,  la  troifieme 
iç  la  quatrième  ,  on  trouvera  aiféipent  (  après  les 
opérations  convenables)  les  équations. 

a  *  ddy  '-^  {  g  +  i)  a^  dy  dx  -+-  giay  dx  *: 


e-f  f-e 


(*)  Si  Ton  veut  connoîtrc  la  quantité  a*  qui  doit  affcâcr 
le  fécond  ternie»  rëqoation  tf'=  /w-+-i  =»  e^ —  («-f- 
/-{-  g -f-  i  )  ,  eu  fuppofanc  m  ^  « >  donnera  û'  ■=  —  (  / 
-f-^-4-i)j  car  ^= —  ^  *+/-H|'"t- '  )  il  cft  aifé  de 
Toir  que  U  même  foppofitioa  donne  b'  s:  (fg  -f-/'  *h 
gO*  «ce 
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a^idy-^  {f^i  )  a^ dy  dx  '\^  fiay  dx^ 


a^ddy  —  Cf-^g)  a^  dydx -{-fg aydx 


e  • 


Par  une  Opération  femblable  fur  celles-ci,  on  trouve 
,  ,  .        ,  Qdx         .         Kdx 


(e-f)ie-e)        if-e){/--g) 
K'dx 


(.g-O(g-f) 

xj  j  Qdx  .  Kdx 

Tdx 


Retranchant  la  dernière  de  ces  équations  de  la 
première ,  &  faifant  les  opérations  convenables , 

.,     .  Q 

11  vient   a  y    =3 -r— ,     ' 

R  R' 


</-Oif~g)if-i)       ig-^jig-n(g-i) 
p r-T-: — ^.  ,.  ' — -y  c'eft-là  Tintégrale  com- 

piètre  &  finie  de  la  propofée  dans  la  fuppofîtion 
que  /2  =  4  &  que  les  valeurs  de  /tz  font  relies 
qu'on  Ta  fuppofé.  On  doit  faire  attention  que  R  n  a 

Cas  ici  la  même  (ignification  que  dans  1  équation 

1^^.  Problème.  Intégrer  P équation  ddy  *+* 
c^ydx^  s=zpdx^  {p  étant  une  fonction  de  x 
fans  y  &  c  une  confiante  )  j  à  l'intégration  de 
laquelle  fe  réduit  le  fameux' problême  des  trois  corps» 
On  a  ici  /z  sa  2 ,  a  s=s  I  ,  *  =  o ,  m  *  •+•  R  ==53 
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_  _  * 

na  i  -f.  ^  *  r=r  o  ;  d'où  Ton  tire  /72  =  -f-r|/-—  i  j 

donc  fuppofant   les  deux    équations    ae   lordre 
n  —  I  repréfentées  par  dy  -hc\/  —  \,  y  d  x 

cs=  If  û?Ar  ,   on  aura  j  sa=r  N  f  A  •+* 

S.N  ;>i/;cj&î  =  N  (B 

-H  S.  N  pdx  J  j  8c   par  un  procédé 

femblable  â  celui  qu  on  a  fuivi  ci-deffiis  ,  on  trou- 

CX^/^lf  —CX^—1  . 

vera.yt=:[N  (A-hS.N  pdxf. 

^  (A  —  B ).  cof,  ex 

donc  X  cy  = ^— f-  (  A  -h  B  ).  jî>2, 

<:;(:  Hk  i^T/i.  cat.  S.  ^tc?/:  ^ji?.  pdx.  —  i  cof.  cx^ 

B I       A 

S.jLn.cx.pdx.  Donc  en  faifant  ~ s=  i  D ,  A 

Hh-  B  =  i.C,  on  aura  cy  xssz^  fin.  ç  x  (C  •+* 
S.  cof.  c x.p dx.  )  —  cof.  ex  (  D  -+.  S.7&2.  c x. 
pdx). 

300p  Problème.   Soit  enfin  t équation  ddy 

dyd'X.  xr  r    » 

—  — =£ —  =yX^.dx^  ,  dont  on  demande  Vin^ 

tégraUy  en  fuppofant  que  d  x  efi  confiant  &  que 
A  efi  une  fonclion  de  x  fans  y.  Soit  fuppofée 
rintégrale  cherchée  reprcfentée  par  dy-^yi^ydx 

mS.Xdx 
c=  AX«N  fP).    En  différenciant  cette 

(  *  )  Ces  deux  points  indiquent  une  divifion. 

équation 
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ëqaacion,  fubfticuant  dans  le  réfulcat,  lâvaleur'de  A 
prife  de  l'équation  P ,  tranfpofant  &  arrangeant  les 
termes ,  on  aura  ddy -^^i^dy  dx  -•—  /n  A dx^dy 

m,X^'^* y dx^.  En  comparant  les  termes  de 
cette  équation  avec  les  termes  homologues  de  la 
propofée  ,  on  trouve  /?£=ç=  i,  i  —  ot::±=o 
&  mî=  1  i  donc  notre  intégrale  fuppofée  fera  dy  -+- 

SXdx 
yY.dx  ==  A  X  N  j  par  le  moyen  de  laquelle 

nous  ne  pouvons  pas  parvenir  à  l'intégrale  finie 
&  complette  de  la  propofée.  Mais  en  fuppofanc 

SXdsù 

que  l'intégrale  eft  dy-^ny  X  rf  x  =  A  X  «  N  , 

nous  tionwtionsddy^nK^ dydx  — mXdydx 

^.n(p^q).XP-^ydXdx  ---^-^^  =3 

mnX^-^^ydx^*  Si  Ton  compare  cette  équa* 
lion  avec  la  propofée  ,  on  aura  p  s=  q  z=s 
\  j  n:=z  m^  m/2:i=ï  j  donc  n  n  ^=z  rri  m  =  i 
&  n  =  m  =  dz  !•  De -là  viennent  les 
deux  équations  du  premier  degré  dy  -^yXdx 

t=    AXN  dx  &   dy  -^  yXdx   « 

B X.  N  dx  ;    d'où    l'on   tire    x  y   ==3 

S.Xdx  --S.Xdx 

AN  — BN  •    Cette    intégrale 

cdhrenant  deux  quantités  arbitraires  A  &  B  eft 
coroplecte. 

Des  trajectoires  orthagonaîes, 

)0l.  Ls  problème  des  traje^oircs  orthogonales  ,  qui 
Tome  V.  L 
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^  long'tems  exercé  la  fagacicé  des  Géomètres,  peut 
fe  piropofer  ainfi. 

£tan(  fuppofie  une  infinité  de  lignes  MN  ,  m  ^  {fig.  r.) 
formée^  par  une  loi  commune ,  on  dtmande  une  ligne  B  D 
qui  les  coupe  téutes  à  angles  droits. 

Il  eft  vifîble  que  fi  du  point  D  on  abaiflfe  Tordon-* 
née  DP  perpendiculaire  fur  la  liene  des  abciiTes  A  P» 
dont  Torigine  foit  fuppoféç  en  A  ,  D  T  fera  la  tan* 
gente,  &  PT  la  fous-tangente  de  la  li^nc  MD,  qui 
eft  une  de  celles  quf  doivent  être  coupées  par  la  ligne 
cherchée  B  D.  Mais  PT  eft  la  fous-normale  de  B  L), 
&  PÂ  en  eft  la  fous -tangente..  Ayant  mené  D  /i  =  Vp 
tzs  dx  parallèle  à  la  ligne  des  abciffes  ,  je  fais  P  D 
y«:  y,  hN  tra  i/y }  mais  ic  fais  uq  (différentielle  de 
l'ordonnée  par  rapport  à  la  fecante  )  ==  —  dy.  Main» 
tenant  parce  D/x  eft  une  perpendiculaire  abaifTée  du 
fommet  de  Tangle  droit  D  du  triangle  rcftangle  N  D  ^ 
fur  rhypothenufe  N  q  ^  onz  dy'  :  dx  :  :  d  x  :  *--  d  y  ; 

dx^ 
donc  dy  ^=  — •  ^^*  Cela  pofé ,  on  pourra  chercher 

l'f  xpreffion  de  la  fous-norraale  PT  de  la  fecante  ;  laquelle 

'  y  ^  y 

fera  =  —  -3 —  »  parce  qu'elle  eft  négative  par  rapport 
d  x 

à  la  fous-tangente  PT ,  &  qu'elle  eft  prife  en  allant  vers 
l'origine  A  des  r,- Egalez  cette  expreffion  avec  celle 
de  la  fous-tangente  P  T  ,  ayant  foin  d'exprimer  celle-ci 
enje&y,  de  manière  que  le  paramètre  p  de  h  courbe 
M  D  ne  s'y  trouve  pas  ,  &  vous  aurez  l'équation 
cherchéç  :  ou  bien  cherchez  la  valeur  de  dy'  que  je , 
tuppofe  =;=  M  cfx,  chaffez  p  de  M  par  le  moyen  de 
l'équation  de-  la  courbe  qui  doit  être  coupée  &  faites 

cnfuite  Mdx  :=  —  —3 —  3  cette  équation  donnera  celle 

dy 

de  la  courbe.  Le  paramètre  p  eft  une  ligne  confiante 
dans  chaque  courbe  ,  mais  qui  varie  d'une  courbe  à 
l'autre  ;  de  manière  que  p  n*eft  pas  le  même  pour  «g 
&  pour  M  D.  Mais  fi  ces  deux  courbes  ne  différent 
qu'infiniment  peu  l'une  de  l'autre ,  le  paramètre  de  D  M 
fera  =^  +  dp  ^  celui  de  wg  étant  ==  p» 
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SI.  ProbIEME.  Suppofant  que  les  courbes  Aq , 
,  &c.  (  fig,  1 .  )  repréfentent  une  infinité  de  parabo* 
Us  qui  aient  même  Commet  ,  &  dont  téquatioh  foit 
p"""'jc  "SB»  y"*»  p  étant  un  paramètre  qui  varie 
dmne  parabole  k  Vautre ,  on  demande  la  nature  de  Ut 
tourbe  B  ^  D  qui  les  coupe  toutes  à  angles  droits» 

Je  différencie  cette  équation  en  regardant  p  comme 
confiant  ,  &  j'ai  p"^"^  dx  =  my"*"^^  d'/  ;   donc 

jy  = zzrr-  "^  — :; •    Donc  »*  — *  «■ 

— -•   Mais  par  la  nuure  des  paraboles 

ym              ym        .^my  ^^^  dx 
?•""'  =  — ;  donc  —  = — ^•- ,  oujdy 

^= —  mxdx,  &  en  intégrant  y*=m.  (A*  —  «*), 
éqtûtion  à  Tellipre  d'AppoIlonius  qu'on  pourra  con<* 
ftruiTe  ainfi  :  ayant  pris  A  B  «=«  A  ,  confiante  arbi- 
traire ,  menez  la  normale  A  a  z^  A\/  m  ,  &  par  le 
moyen  des  deux  demi  -  arxes  A  B  ^  Aa,  décrivez  l'el- 
lipfe  fia  ;  cette  courbe  coupera  toutes  les  paraboles 
Aq^  AD^  &c«  à  angles  droits. 

Remarque.  Nous  n'avons  pas  égalé  explicitement 
la  (bus-tangente  P  T  des  paraboles  avec  l'expreffion  de 
la  fous-flormale  de  la  manière  dont  on  l'a  dit  ci-deflfus  $ 
nuis  on  auroit  trouvé  la  même  chofe  par  cette  méthode  j 
Car  la  fous-tangente  des  paraboles  c&  mx^  donc  en  fai- 

y  dy 
fani  mx  = 3 — ,  on  zni^ydy  =  —  mxdx  comme 

auparavant. 

305.  Problème.  Soit  fuppofé  une  infinité  de  cercles 
A  D  N  9iii  aient  un  même  fommet  A  ,  mais  différent  dia* 
mètres  A  N  =3*2  p  {fig,  i  )  ,  on  demande  la  courbe  qui  les 
'eoupe  tous  k  angles  droits.  L'équation  des  cerles  fera 
ipx  —  XX  =  y  ^ ,  dont  la  différentielle  (  en  regardant 
P  comme  conftanr  )  donne  pdx  -^  xp x  =  yd/ ; 

pdx-^xdx  ,   '    — <£**  .  x*-H7^ 

dy  a—  — ■. ;  mais  p  = 


j  ^    "  dy  '  ij» 
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par  la  nature  du  cercle  ;  donc  en  fubftituant .  multi- 
pliant par  y  ,  divifant  par  dx ,  réduifant  les  rraâions 

xdy        y^dy 
à  leur  plus  fimple  expremon,  il  viendra H 

X  xdy  —  lyxdx 
—  xdy  =s — ydx,  ou  dy  — ;  donc 

X  x 

en  intégrant ,  7=  A ,  ou«je  =  Aj — yy,  équa-* 

cion  au  cercle  qu'on  conftruit  ainfi:  ayant  élevé  une 
perpendiculaire  Aa  ï  l'extrémité  A  du  diamètre  AN  ^ 
prenez  Aa  i  volonté  pour  diamètre ,  bc  décrivez  le 
demi-cerele  AD  a  qui  coupera  les  cercles  propofés  à 
anffles  droits  (  *  ). 

La  méthode,  dont  on  vient  de  parler  eft  générale 
lorfque  les  courbes  qui  doivent  être  coupées  font  al- 
gébriques 'y  mais  elle  réuiTit  rarement  ii  elles  font 
tranfcendantes ,  parce  qu'il  eft  rare  qu'on  puifle  alors 
exprimer  p  en  x  dt^j. 

504.  Problème.  Scît  a  m  H  (jigi  4.  )  une  demi-cydoïde 
dont  U  cercle  générateur  ait  un  diamètre  =^  la  ^  fi  on 
prend  les  abcijfes  H  P  =  x  fur  la  tangente  H  ii ,  &  quLon 
fdjfe  V  m  { parallèle  a  A  H  )  =  :[  ^  ^équation  de  la  cy^ 

cloïdef€radx=  \ ii  ™-i-I-i — i_Li£  (*♦), 

Suppofons  maintenant  quon  décrive  une  infinité  de  courbes 
N  M ,  dont  les  ordonnées  P  D  =  y  foient  réciproques  à 


i"^)  On  peut  démontrer  cette  propriété  par  la  Géomé« 
trie  Elémentaire  ^  car  fl  du  point  D  on  mené  les  rayons 
De  y  De  aux  centres  des  cercles,  &  quon  cire  cC  ,  les 
triangles  G  D  c  ,  C  A  c  auront  tous  leurs,  côtes  égaux  » 
à  caufc  de  CD  =CA.^  de  Ac  z=:i  D  c  ,  donc  ces 
triangles  font  équiangles  ;  donc  Tangle  CDceft=CAc; 
mais  celui-ci  eft  droit ,  donc  Tautre  Teft  auffi  5  donc  C  D 
eft  tangente  du  demi-cercle  AD<i  6c  cD  tangente  du  de- 
mi-cercle A  D  N  5  aind  ces  dcmi-^cercles  fe  coupent  k  anghs 
droits. 

(*^)  Voyez  la  fcâion  précédente  >  n*'.  i^t 
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\^  dt  manière  que  ton  aie  y  = ,  ou  j ^*>^  p p ,  on 

demande  la  courbe  B  D  qui  coupe  toutes  ces  tranfcendantes 
MN   tf  angles  droits. 

Différenciant  l'équation  At  la  courbe  M  N  ^  en  re- 

gardant  p  comme  confiant,  on  trouve  dy*  =  -^ — i — ' 

•—y  à\                                                        —  y  d  ç- 
= ,  à  caufe  de  pp  =z  yj  ;  donc = 

dy  =  — =*=  -2= ; -.  en  fubuituant 

dj  idy 

la  yalear  de  ^x^  prife  de  Téquatîon  de  la  cycloïde, 

y  *  ?T 

i^  jdy  ==»  lad:(  — t^X>  ssA.tf-Hltff  —  — '^ 

Donc  y  =  ^(i.  Atf  +  4tf7 —  îî)>  donc  fî  on  pro- 
longe Vm  jufqaes  en  D,  de  manière  que  P  D  foit  :=i 
VU'Atf-^AAi^ — \'{)i\t  point  D  appartiendra  à  la  courbe 
dierchée.  Mais  parce  qu'on  peut  prendre  la  confiante 
A  arbitrairement  ,  il  y  a  une  innnité  de  lignes  B  D 
qui  ont  la  même  propriété. 

Nous  allons  maintenant  traiter  le  problême  des  tra« 
jeâoires  orthogonales  d'une  autre  manière. 

3oy.  Puisque  les  lignes  m  ^ ,  MN  (fig.  if.  )  qui 
doivent  être  coupées ,  font  repréfentées  par  une  éqii  a- 
tion  commune  5  cette  équation  doit  contenir  non- feule- 
ment X  Se  y ,  mais  encore  un  paramètre /'^  qui  pour  la 
même  courbe  M  N  doit  être  invariable  ,  &  qui  en 
changeant  de  valeur ,  doit  repréfenter  les  autres  cour- 
bes. Cette  équation  ,  étant  différenciée  ,  en  faifant 
aufll  varier  p  ,  fera  de  cette  forme  ndy  «=»  Mdx  ^ 
î^dp,  Ainfi  pour  la  même  courbe  MN  l'on  aura  dp 

dy     }A  n      y  **  y 

=  0  &  -7-  =« -—  5  donc  la  (bus-normale  Pi  =5= — ^  * 
dx       n  dx 

My 
fera  = •  Mais  P  i  eft  la  fous-tangente  de  la  courbe 

fcçante  B  D  5  donc  en  retenant  pous  cette  courbe  lei 

L  i 
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mêmes  coordonnées  AP=*&PD  =  y,fa  fous* 

ydx                 — My         - 
tangente  — —  fera  ««  ,  on  met  le  ligne  — , 

^                ,   My  , 
parce  que  la  fous-normale étant  pofîcive^puifqu'elle 

eft  prife  en  s'éloignant  de  rori|;ine  A  des  abcifles ,  la 
fous-tangente  P^  doit  être  négative  «  parce  qu'on  la  prend 
contre  1  ufage  ordinaire ,  félon  lequel  la  fous-normale 
étant  fituée  dans  un  fens,  la  fous-tangente  eft  iituée 
dans  un  fens  oppofé.   Cela  pofé^  l'on  aura  l'équation 

y  d  X       — My 

-^ —  = ,  ou  nydxJ^lAydy  =o  (B%  Amfi 

en  faifant  p  variable ,  l'équation  dies  lignes  qui  doivent 
itre  coupées  ,  étant  fuppofée  repréfentée  par  (  A  ) 
mdy  =M<fjc-f-  N</p  ,  l'équation  de  la  courbe  fe- 
çante  fera  ndx  -+-  My<fy  =  o.  Mais  il  eft  vifible 
que  pour  pouvoir  intégrer  cette  dernière  ^  il  eft  nécef* 
faire  que  ni  M ,  ni  /i  ne  contiennent  pas  p  que  nous 
regardons  comme  variable  s  il  faut  donc  faire  en  forte 
de  chalfer  p  par  le  moyen  de  l'équation  A  ^  fi  cela 
eft  poiSble. 

Si  réquation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées 
eft  telle  que  p  puifle  être  déterminé  par  une  fonction 
de  *  &  de  y  i  laquelle  on  puifie  l'égaler,  cette  équa- 
tion aura  cette  forme  dp  =>f^Vdx  +  Q^y  »  P  &  Q 
étant  des  fonctions  de  x  &  de  y  fans  p.  En  comparant 
cette  équation  avec  1  équation  A,  on  trouve  »=Q» 
M=  —  P  &  N  =  I }  donc  l'équation  B  des  trajec- 
toires fera  Q<^*—  P<^y=o,  équation  oui  ne 
contiendra  que  deux  variables  x  Se  y^  de  qu'on  tachera 
d'intégrer  par  quelqu'une  des  méthodes  ci-deffus. 

Si  l'équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées 
eft  telle  que  y  foit  égal  à  une  fonâion  de  x  &  de  ;>  » 
de  manière  que  fa  différencielle  donne  dy=  Pdx  -f- 
Kdp  f  P  &  R  étant  des  fonftions  de  «  &  de  p  fans 
y ,  alors  à"  caufe  de  rt=i,M=  P,N==R,  l'équa- 
tion des  trajeâoires  fefa  ^jc  -+-  P^fy  =  Oj  qui  à  caufe 
de  dy  =  Pdx  -^  R^P,  peut  acquérir  cette  forme: 
(I  -f-  P  P  )  i/x  +  P  R  ^;?  =  o,  équation  qui  ne  ren^ 
ferme  que  deux  variables  x  Se  p. 

Si  l'équation  dçs  courbes  qui  doivent  être  coupées. 


Calcul    i  n  t  e'g  r  a  l*   .    i6j 


étant  différenciée  ,  pent  acquérir  la  forme  il)o  zssQdy 
-^Kdp  ^  Q&  R  étant  des  fonûions  de  ^  &  de  ;?  fans 
x;  dans  ce  cas  à  câufe  de  /i«=Q,M  =  i^&N=±: 
—  R. ,  réquation  des  trajectoires  fera  Qdx  -^  dy  =o, 
qui  à  caufe  de  dx  =  Q^^y-H  R^p  ,  deviendra 
f  I  +QQ)  ^y  +  QKdp  =o,  équation  qliî  ne  ren- 
ferme pas  X, 

Toutes  les  fois  donc  que  des  trois  quantités  ;?,  ^,  y» 
fane  peut  être  exprimée  par  les  deux^  auttes  de  ki 
manière  qu'on  vient  de  le  dire,  l'invention  des  trajec- 
toires (e  réduit  à  rincégrarron  d'une  éqoation  à  deu^ 
variables  ;  mais  les  fondions  de  deux  quantités  qui 
dctenninent  la  troHieme  ,  doivent  être  explicites ,  de 
ce/a  iqu  elles  foient  algébriques  ou  tranfcendantes  :  car 
û  ces  foDÛions  renferment  des  formules  intégrales  , 
dans  ce  cas  les  équatiotis  ffouvées  ne  font  d'aucun 
uToge,  à  moins  qu'on  ne  puifTe  faire  difparoitre  les 
formules  intégrales  dont  elles  foiitembarrEfTées.  Commç^ 
par  exemple ,  fi  l'équation  des.  courbes  qui  doivent  être 
coupées  ,  étoît  y  =  S*  Vd'k",  V  étant-  Une  fonftion  de 
*  &  de  p,  hc  p  étah^  tegafdé  comme  conttattt  dans 
f  intégrale  ;  alors  au  Uei>de  djsz^dx-^Kdp  yQi\  aura 
rfy  =  Pdx  =^  Vdx  (parce  que  dp  td  fuppofé  =  o); 
mais  en  regardant  enfuite  p  comme  variable^  «n  doit 

avoir  (voyez  le  n*^.  22 j.  )  R  =  S.  </x  (  —  j,  équa- 
tion dans  laquelle  on  regarde  x  fèul  comme  variable; 
&  alors  l'équation  des  trajectoires  devient •(  i  •+- V  V)  <f  x 

/d  V\ 
4-  y  dp  S,dx   ("T")  ==  O  ,  équation  qu'on  ne  peut 

réfoudre  dans  tous  les  cas  par  aucune  méthode  connue. 
Si  nous  fuppofons  que   le  multiplicateur  M  ,  qui 

peut  rendre  cette  formule  întégrable ,  efi  =  "rp ,  /  étant 

une  fonâion  de  p  fans  a:  nijy,  notre  équation  devien- 

^     /dx  (  I  +V  V)  /dV\ 

dra^ '-y -^dpS.p'dx^—)  «=o(A), 

i  caufe  que  dans  l'intégrale  indiquée  on  regarde  x  feul 
comnae  varia'ble.  Suppofons  maintenant  que  Tintégrale 
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du  fécond  membre  de  la  dernière  équation  eft  de  cette 

p'</*(i+VV) 
forme  S.  y ,  dans  ce  cas  Tintégrale  de 

réqu2tion  A  fera  double  de   cette  quantité.   Ainfi  en 

ajoutant  une  confiante  i  C  ,  &  divifant  par  i ,  l'intégra  le 

pdxd-hW) 
de  l'équation  fera  S.  yj =  C,   Mais  en 

différenciant  cette  intégrale  dans  la  fuppofition  de  x  & 

•M                       /^x  (1  + VV)    .    .    c^ 
f  variables,  on  trouve rr 1-  dpS^dx. 

/d.[p(i+yv)v-']\ 

^ ^ )  =o(*)(v.  len^iiy).  Donc  tl 

fautfuppofcrS.i^V*^— j=-S.rf*(^ — ^ -J  5 

doùlontirep'^— )=,(^ ^^y— —)  . 

Maintenant  parce  que  dans  cette  dernière  équation  la 
feule  quantité  p  eft  fuppofée  variable  ,  on  »  p'dV  = 
prfV.(VV-i)       dp.d^VV) 

vv ' ~v '  °"  ^ *" "*''" 

tipliant  &  divifant  en  même-tems  le  premier  membre 

de  l'équation  par  V  V ,  tranfpofant  enfuite  &  reduifant  )     " 

p'dV              (i  +  VV)     ^        dp' _         dW 
-^^^  =  jp  ^_ ,  donc         __^__ 

iV         VdV 

•4-  L.  X  »  en  introduifant  X  fonâîon  de  x  au  Heu  d'une 

V  X 

confiante  j   donc  /  5=    —r- ,.  -.  •    &    V   = 

VCi-+-VV) 

p(i  -+-VV) 
(*)  En  différenciant  la  quancîté — dans  la 

Tuppodrion  itp  fcul  variable»  il  faut  divifcr  la  différentiel  le 

I 

fzxdp,  ou  la  multiplicrpar— -,  afin  d'avoir  le  multiplicateur 

/^[/(i-^VV)V-']N 
ce  dp  ^uidoit  ètiç  ^oê^  S,  d  x.  ( ' 1* 
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,  ,^^ r-7T :   ainfi  toutes  les  fois  que  V  fera 

V  (XX  —  p  p  ) 

p 
de  cette  forme    /  r\r  ^ T7\  >  /  étant  une  fonc- 

V  fxx  —p  p  y 

tîon  de  p  fans  x  >  &:  X  une  fondion  de  x  fans 
p  ,  on  pourra  trouver  les  trajeftoires  des  courbes 
dont  l'équation  eft  y  ==  S.  V  rf  *.  De  forte  que 
l'équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées  étant  y 

p  ^  X 

=  S.  -TTG-v — TTT,  l'équation  des  trajeûoîres  fera 
V(XX— /?/>)' 

^'  ./x  w Tt:  =*=  C  ,  (  à  caufe  de  i  -+-  V  Y  «« 

XX 

V  V TT"  y  &   félon  les  différentes   valeurs  de 

Kl%  —  p  P 

C ,  on  pourra  trouver  une  infinité  de  courbes  qui  cou* 
peront  les  courbes  données  à  angles  droits. 

Suppofons  que  les  combes  MN  ^  mg  (  fig.  i  )  font 

p'  àx 
repréfentées  par  l'équation  y  «=  S.     .  >  ^  ^ Tt:» 

p'  variant  d'une  courbe  à  Tautre.  Si  fur  l'axe  A  P,  des  x, 
(  Torigine  des  abciifes  étant  en  A  ) ,  on  décrit  pour 

différentes  valeurs  déterminées  de  p'  une  infinité  de 
courbes ,  telles  que  a  G  ,  /^ ,  en  prenant  pour  une 
certaine  valeur  de  p\  &  pour  la  courbe  aG y  chaque 

XX 

ordonnée  P  G  =^      ..^-v r^  »   H  cft  vifible  que 

XX.  J« 

•/.vvr — Tt:    fera  la    différentielle    de    Taire   de    la 

V  l  A  A — p  p  ) 

courbe  aG  i  S,  donc  on  prend  fur  cette  courbe  une 
aire  -  ,.  C  =  C  =  S.  ^(xX-pV)  '*^'  ^  ''"*°" 


(  *  )  Pans  ce  cas  on  doit  regarder  C  comme  une  aire , 
on  fi  on  vent  la  regarder  comme  une  ligne  ,  il  faut  la 
foppofer  multipliée  par  TuDÎté  de  ligne ,  ce  qui  rendra  C 
égal  à  une  furfacc. 
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prolonge  G  P  de  manière  que  G  P  foit  «=  P  D  ,  le 
point  D  appartiendra  à  lai  trajeûcire  cherchée.  L>e 
même  fi  fur  la  courbe /^'décrite  par  la  même  loi  i 
mais  en  donnant  une  valeur  différente  au  paramètre  p\ 
on  prend  une  aire  ==  C  ,  &  qu'on  prolonge  Tordon- 
née  gp  de  cette  aire  ,  de  manière  que  Ton  ait  ^p  = 
pqy\t  point  q  fera  un  point  de  la  trajeûoire  5  &  Ton 
pourra  de  cette  manière  trouver  tant  d'autres  points 
de  cette  courbe  que  Ton  voudra.  Pour  fe  convaincre 
que  tous  les  points  ainfi  trouvés  appartiennent  à  la  tra- 
jeûoire ,  on  n'a  qu'à  remarquer  que  toutes  fes  ordon- 
nées P  D ,  />  ^  font  telles  tjue  Ton  a  S.    ,,^J    ^,  ■- 

V(AA — pp) 

"=  CCA)i  tandis  que  pour  les  mêmes  ordonnées,  corv- 
fidcrées  comme  appartenant  aux  courbes  MN  ,  mq^ 

l'on  a  y  =  S.     .y  y rrr-  C  B  ).    Or  ces  deux 

V  (  XX— p  p  ) 

équations  doivent  toujours  aller  enfcmble.  Comme  C 
cft  une  quantité  arbitraire  ,  il  eft  vifible  qu  on  peut 
trouver  une  infinité  de  courbes  repréfentées  par  l'équa- 
tion A  qui  feront  les  trajeâoires  clés  courbes  exprimées 
par  réquation  B. 

J06.  Nous  avons  vu  ci-deffus  que  l'équation  pour 
les  courbes  qui  doivent  être  coupées  ,  étant  fuppofée 
ndy  =  \idx+Ndp,  l'équation  des  trajeâoires  étoit 
ndx  +  lAdy=^Oy  donc  fi  l'équation  des  courbes 
qui  doivent  être  coupées  eft  N  ^/j  =  —  Mdx — ndp, 
ou  Ndy  -4-  Mdx  -h  nd  p  =  o  (  A) ,  l'équation  des 
tra jedloires  fera  N  dx  —  M  rf y  =  o,  le  paramètre  ^  de  ces 
courbes  étant  regardé  comme  confiant  oans  cette  dernière 
équation.  Mais  fi  on  fait  auffi  varier  q,  l'équation  des 
trajeâoires  aura  néceffairement  cette  forme  K  rf  g  -|- 
^  dx  —  Mrfy  =  o(B).  SI  p  dans  l'équation  A  Se 
ç  dans  l'équation  B  eft  donné  en  *  &  y  ,  on  pourra 
donner  à  ces  équations  les  formes  dp  =  M  (P dx  + 
Qdjf)  3c  dq=zN  (Qdx  —Vdy)  ,  M  &  N  étant 
des  faveurs  qui  rendent  intégrables  les  formes  P^at-h 
Qdy  &  Qdx  —  Pdy  5  ce  qui.  étant  toujours  pofli- 
ble ,  on  peut  trouver  une  infinité  de  paires  de  fyftêmes 
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de  lignes  qui  aient  la  propriété  de  fe  couper  mutuel- 
lement à  angles  droits.  Si  on  fuppofe,  par  exemple^ 
P=X&Q=Y.X  étant  une  fonÔion  de  x  fans  y, 
&  Y  une  fonâion  de  y  fans  x^  nos  équations  donne- 

dx 
ront  p  =  S.Xix  +  S.Y  iy  Se  q  =:  S.  -rz 

S.  "Y",  cnfaifant  M=*^y*^  — i  &  N  5=  Yy^ 

507.  Ok  peut  aufli  exprimer  les  deux  variables  « 
&  y  par  les  paramètres  p  k  a  ,  ic  cela  par  le  moyen 
des  deux  équations  A  Se  B,  defqttellcs  on  tirera  faci« 

nUdp  +  KNdq 

Icmcnt  les  équations  rf*  H MM  +  NN.     =  ^' 

^^y-^     MM4-NN~  ~  ^*  ''"''*°  P^'^^  ramener 

à  ces  formes  plus  fimples  dx  ==  PKdp  •+  Q  T  J^ 
&rfy  =  PTdp  —  QRrfî,P,Q,R8cT  défignanc 
iti  fondions  de  /?  &  de  ^,  telles  que  ces  deux  for- 
mules foient  intégrabjes.  Mais  x  8c  y  étant  des  fonc- 
tions de  77  &  de  ^  ^  fi  on  confidére  fuccefTivement  p 
&  q   comme   variables ,    la   première    des  'dernières 

équations  donnera  PR  =  {"T*")  5  QT  =  \J^J  ,  & 

la (èconde  donnera  PT  =  (■^)  ;  QR  =—  (-^), 
Mais  il  eft  vifible  que  P  R.  QT  —  PT.  QR  =  0$ 

dîgnt  et  remarque. 

Revenons  aux  équations  ^jip=  VKdp  -^  QT dq, 
ày  «  VT  dp  —  QKdq  ,  defquelles  il  eft  aifé  de 
conclure  J jc  -H  dy\^—  i  =  (R-t-T|/— i).  ( Vàp 
-Q(f^  V^— I),  &  dx—dyy/'-i  =(R-T|/ 
-  I  ).  (  P  dp  4-  Q  J  j^ V^  —  I  ).  Maintenant  P  &  Q 
éuQc  des  fondons  de  p  &  ^j  on  pourra  toujours 
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trouver  un  multiplicateur  M  qui  rende  intégrabl^  la 
forme  ambiguë  PtfpipQd^V  —  i>dè  forte  que 
Ton  aura  S.M(P(fpq:Qrfîv/—i)=?±VV-i, 
&  prenant  pour  R  -♦-■  T  y'  —  i  une  fonâion  quelcon- 
que de^  Hh  V  v/  —  I  multipliée  par  M,  Ton  aura,  en 

intégrant ,  x  +y  y^  —  i  =/(  t+VV  —  i)&  x  — 
yv^  1  =F(5  —  VV  —  I  ),  /&  F  défîçnant  des 
fonâions  quelconques  des  quantités  qui  fuivent  «ces 
lettres.  Donc  i  en  ajoutant  ces  é()uations  &  retranchant 
enfuite  la  féconde  de  la  première  ^  &  donnant  une 
autre  forme  aux  fonâions ,  on  pourra  repréfenter  les 
variables  x3cy  par  les  équations  «  =  y/(^  -f-  V  y/  — 1|) 

Vy^  —  i)  —  i  F(jt  —  V|/  —  ï),  qui  font  tou- 
jours réelles  quelles  que  foient  les  fonâions  défi- 
gnées  par  jT  &  F  ,  où  il  eft  bon  de  remarquer 
que  les  éauations précédentes  ne  contiennent,  à  propre* 
ment  parler ,  que  deux  fonâions  ,  Tune  de  f  -h  V  X 
V  —  i^  l'autre  de  ç  —  V  V—  i- 

Les  quantités  ^  &:  V  défignent  des  fonâions  de  p 
&  de  ^3  dont  on  peut  trouver  la  nature  par  l'équation 

(77)*  (^)  "^  ( ^)'  Ctj)  =  °'  "'  p"'^- 

qu'on  a  trouvé  je-4-  y  y'  —  i  =/(|;+V  ^  —  i) 
&x  —  y  v^  —  ic=:F(|;  —  V  V  —  I  ) ,  on  aura  en 
diflférenciant  : 


{7;)  v-i].r(c  +  v^-o. 


■« 
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( 


^•(^i^)-(^)^--[(:i)- 


^— )  V-»].  F'Cî-VV-i). 


-'"v(^)-(^>0-[(^)x 


;;-(f:)-(^)v-.-C(|f)- 

O  V-lj.F'Cî-VV-.). 

Multipliant  la  première  de  ceè  équations  par  la  qua* 
trieme ,  &4a  féconde  par  la  troifieme  >  ajoutant  enfuite 
les  deux  produits  ^  on  trouvera 

m 

—  V  V  —  1  )•  Mais  le  prentier  membre  de  cette  équa- 
tion étant  =  0^    le  fécond  fera  aufli  =  o  ^  ce  qui 

fonûions   f   &    V   doivent    donc   fatisfaire   à   cette 
équation. 

^68.  CoNNOissANT  les  valeurs  de  ap  &  de  j^  qui  re- 
préfcnient  deux  fyftêmes  de  lignes  qui  fe  coupent  à 
angles  droits^  ap  =  f&y=tf,r&ii  étant  des  fonc- 
tions des  deux  paramètres  p  Se  q  ,  telles  que  Ton  ait 

©•  O  ■*■  (77)'  (jt)  =  °'  °"  p'"  f'"' 

Icment  trouver  une  infinité  de  paires  de  tels  fyftêmes 
contenus   dans  les  deux    équations  fui  vantas  :  ,x  =» 
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I       _ 
Tit  +  uV  —  i)  ■*- jy^ri*  F('— «  V^— i)>y  = 

-— ^ — •  /(r-f-tt  V'— I  ) ^ — fCt^u  V 

1^ — I  iy  —  I -^ 

—  i)  +  fF(r  +  ic  V—i)^.  ^F(r  — «  v^-Oj 

formules  que  Ton  a  choifies^  afin  qu'en  développant 
chaque  fonâion  ,  les  imaginaires  fe  détruifent  d'elles- 
mêmes. 

P9..Ces  formules  font  très-comodes  pour  la  prati- 
que :  car  fuppofant  qu'en  prenant  pour  /  difFérentes 

fonûfons  déterminées ,  la  forme  f/(^  +  «  V  —  i) 

4-  r  /(  i-u  V—i),  donne  T  j  T  j  P'  5  T'\ 

la  forme  ^^^^/Cr-Ht  /— i)—  ^yr_^/(g  — «  • 

—  I  ),  donnant  V  j  V;  V'j  V''.  Les  valeurs  qui 
fatisfont  à  la  queftion  feront  les  fuivantes. 

y  =  aV  -K  ^  V  -f.  C  V'  -^  D  V''  -H  ^T  4-  eT' 

Les  lettres  a  ^  b ,  C  .  &c.  défignant  des  coefficients 
conftans  quelconques.  On  doit  faire  attention  que  les 
valeurs  homologues  T  &  V ,  T'  &  V  ,  &c.  doivent 
iirc  formées  des  mêmes  fondions  &  des  mêmes  lettres 
t&c  u^  Ain&fi  /  8c  F  défignent  la  puiflance  i ,  on  aura 
X  ^=  c  — ^  u  &  y  =3B  tf  +  r. 

Les  valeurs  les  plus  (Impies  qu*on  peut  former  pat 
les  quantités  r  &  u ,  en  fubftituant  des  puilTances  au 
lieu  de  /  &  de  F  ^  font  telles  qu'on  le  voit  ici. 

T  =  r  I  T  =  rr  —  uu  1  T=r5  —  xtuu  1 
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Et  pour  les  puiiTances  négatives  ^ 


IC 


u 


T  = 


V  = 


(ï  *  +  «*)* 
r4  — 6f  ^tt/*4.xi4 


3  r ^11  —  «3 


&c. 


Ct)- 


Axa£  toute  la  difficulté  confifte  à  trouver  pour  t  8c  u 
des  fonâions   dt  p  6c   de   ^ ,  telles   que   l'on    aie 

5 10.  Supposant  t:s:pScu=iq,  ces  fuppo£tîon$ 
Satisfont  à  l'équation  A,  puifque  alors  ("T^)  =o  & 

(  —  ]  =  o  ;  &  Ton  a  les  formules  x  =:  ap  —  eq  Se 

y  =  aq  ^  ep  ;  &  en  éliminant  premièrement  y  & 
enfuite  ;» ,  les  deux  fyftémes  de  lignes  feront  reprefen- 
tés  par  les  équations  a  x  -^  ej  =  (a*  +e*)p& 
*y  —  ^jc=(a*+<*)^,qui  repréfentent  une  infinité 
àe  droites  parallèles  ^  telles  que  chacune  coupe  à  angles 
droks  les  lignes  de  l'autre  fyftime. 

Suppofons  en  fécond  lieu  T««r*  —  «*  &V  = 
itu;  d'où  ,  en  mettant  x  au  Heu  de  T,  y  au  lieu  de 
V ,  p  au  lieu  de  r  ^  &  ^  au  lieu  de  k  »  on  tire  x  = 
p^  —q^  8c  y  =i  ipq;  8c  parce  V'  (  jp  *  -H  y  *  )  = 
P  *  -H  9  *  ,  en  éliminant  alternativement  ^  &  p\  les 
deux  fyftémes  des  lignes  feront  y^(x*-j-jr*)+y=2 
»P*  &  V^(x*  -f- jf*  )  —  «=  i^*:  Ceft  pourquoi 
fi  au  lieu  de  ip*  &  ^f**  nous  écrivons  Amplement 
P  ^  ^,.ces  équations  donneront  y^zssrp^^^ipxSc 
y^  =a  f  *  -f- 1^*>  qui  repréfentent  deux  fyftémes  de 
paraboles  A  D  ^  B  D  (fig.  5  )  décrites  du  même  foyer 
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F,  les  unes  allant  vers  la  droite.  Se  les. autres  vers  la 
gauche  >  ce  qui  eft  une  belle  propriété  des  paraboles  (^^. 

Suppofons  maintenant  T«=*rî  -^  5rtt*&V=±: 
^t^u  —  tf*,  &  formons  les  équations  x  =  p  ^  — 
èP9^  &  y  ^=^  5P^  q  —  î'>  dont  la  dernière  donne 

p  =  %/  f \   Cette    Valeur  étant  fubftituée 

dans  la  première ,  il  vient  x  = *  W  l — 7 — )  • 

Subftituant  dans  la  féconde  la  valeur  de  g  prife  dans  la 
première  »  prenant  les  quarrés  de  l'équation  réfultante 
&  de  la  précédente  ,  faifant  les  opérations  ordinaires 
&  écrivant  enfuite  p  &  ^  au  lieu  de  g  '  &  de  p  '  ^  les 
deux  fyftêmes  de  lignes  feront 

lypy"-  =  —  x^  —  i  spx^  —  ^Sp^  x+6^pK 

Ces  équations  repréfentent  des  lignes  du  troi/ieme  ordre 
qui  ont  la  propriété  de  fe  couper  à  angles  droits. 

t  u 

Suppofons  maintenant T=  ^         ^  &.V  =    ^        ^  > 

P 

&    formons   les  équations   *  =  — : r ,    &  y  = 

P   -^q 

q  .  I 

—7-; — : ,  pouf  avoir  *  *  +  y  *  =  — — — r  ;  les  deux 

^  I  ■     .     I  ,     I 

(  '^  )  Lorfque  les  paraboles  A  D  ,  B  D  ont  leurs  para-^ 
mètres  p  Se  q  égaux  ,  il  eft  aifé  de  voir  par  les  pre- 
miers élémcns  des  fcd^ions  cooiqucs  que  Tordonoée  FD 
qui  pàiTe  par  leur  foyer ,  eft  la  ihcmc  dans  chacune  des 
paraboles  ;  car  cette  ordonnée  eft  la  moîrié  du  para- 
mètre :  aind  ces  courbes  fe  rencontrent  alors  à  rextréraité 
de  cette  ordonnée.  Dp  plus  les  fous-tangentes  F  T ,  F  r  étant 
aufit  égales  chacune  à  l'ordonnée  F  D  ,  puifqu*elles  font 
chacune  double  de  F  A  =  F  B  J  F  A  eft  le  quart  du  para- 
mètre p  ) ,  les  triangles  redanglfs  F  D  r ,  F  DT  font  ifoce- 
Jes  ;  ainfî  les  angles  "BDt,  FDT  font  chacun  de  45^» 
&  Tanglc  T  D  r  de  ^o^  ^  donc  &c. 

fyftcmes 
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fyftêines  des  lignes  feront  dans  ce  cas  «=;?(**  -f  y  i)  ^ 
&  y  =  ^  (jjx^-jr*).  Changeons  îa  forme  des  para- 
mètres en  écrivant  —  an  lieu  de  p'&  —  au  lieu  de 

j,  les  deux  fjrftêmes  des  lignes  feront  alors  exprimés 
pw  les  équations  x  *  +^  »  =z/>je&.jc^-4-y*»::» 
2  q  y  qui  reprefenteat  deux  fyftêmes  de  cercles- 

Développons  au(G  les  formes  x  «» ï «r 

^  ^^  /-x,.     X    1  >  °^^*  trouverons  *  *  -^  y  *  s-s 

1  je 

/.  1      ^    »  ^  ^^  manière  que  T-on aura   ■  ^^  =3- 

/*  —  ^'"j  &    ^x    .  '    ^   —  ipî.  Mais  à  caufe  de 

I 
/*  -h  î*  3=  "^TYTTljrrTl  >  «ous  trouverons  i^p*'  =« 

Ecrivons  maintenant  ~  ,  &  -^  au  lieu  dei;»*^!^*, 

Zc  les  deux  fyftêmes  des  lignes  feront  repfe'fentés  par 
les  équations  x  *  4-  y  *  =s  />3e  +  p  ^(x^  -^  y^  )  Se 
«*+.y\=^V(**  +  y^)  —  ff*/  qu'on  réduit 
à  celles-ci  (*  *  +y  *  )  ^  — -!/>  Jf  («*-f-y*)  =  ;>*y^& 

(«'+J'M\-^2î*(*'+y')=?^J^  Ces  deux 
fyftêmes  de  lignes  font  donc  repréftntés  par  une  équa- 
tion commune  du  quatrième  ordre ,  en  prenant  dans 
h  dernière  le  paramètre  q  négativement. 

ïl  eft  aifé  de  voir,  par  ce  qu'on  vient  de  dire, 
comment  on  peut  s'y  prendre  pour  trouver  tint  de  fyf- 
têmes  de  lignes  algébriques  qtCon  voudra,  dont  les. 
trajcâoires  foient  auflî  des  lignes  algébriques.  Il  fuffit 
poïïr  cela  de  prendra  poor  t  8c  u  des  fonâiôns  des 
Tome  y.  ■    ^  .M 
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/«  f  \       /  G  ^  \ 

deux  paramètres />&  f ,  telles  que  Ton  ait  v"r"j'  {"i — ) 
/ du\    /eu \ 

=r/'(r-f*ftV  —  I)  &«  —  rV  — i=«F(f  — 

«V— i),  de  la  manière  expliquée  cî-deffus.  Cela. 
fait  y  tout  confiée  à  trt^iiver  le^  cas  les  plus  ffmpies^ 
pour  t  &  Il  :  or  le  plus  fimple  de  ces  cas  donne  t  «« 
j^  &  «  =r  ç  :  le  ca»  de  c  =s  ûp  -4-  ^  f  &  «  =  €;i  •+• 
gq  tH  entore  fort  fimple  ,  &  ces  cas  fournlATent  une 
ample  moiflon  de  paires  de  fyftêmes  de  lignes  algébri- 
ques. Lecasder=  V[p('«H-î)J&««=Vtf(*-^/>)l 

/dt\     /'dt\ 
mérite  dctrc  obf^vé.  Ce  cas  donne  (t~  J*  \"T"  ) 

—  i  &  i-^-  {~j  —  —  i  :  ainfi  il  fatisfait  à  l'équa- 
tion A ,  &  Ton  peut  en  tirer  une  infinité  de  folutions. 
Si  fon  fuppofe  maintenant  x  ^^  t  bc  y  ^^^  u ,  on  a 
x^  ^^  p  a  -^  pq^  y^  ^=  h  q  -^  pq  f  8c  à  caufe  de 
X*  +y*'  «**/>«-+-*^j  fi  1  on  prend  la  valeur  de  q 
dans  cette  dernière  équation»  &  qu'on  l'égale  à  la  va- 
leur de  la  même  quantité  prife  dans  I  équation  x^  =3 
P  ^  +  P  q  i  fi  on  prenà  auffi  la  valeur  de  p  dans 
Técuation  y*=  bq  — pq^  8t  qu'on  Tégale  à  la 
valeur  de  la  même  lettre  ^  prife  de  l'équation  x^. 
+  y''  =^  ûp  -^  6q,  on  aura  les  équations 

I.  p.(x^+y^)-bx*^apCi—p)  =  o. 

II.  q  ('x^+y^)^ay^^hq(a  +  q)=0. 

La  dernière  repréfènte  une  infinité  d'ellipfes ,  &  la  pre- 
mière y  à  caufe  de  A  >•  z?  (  *  ),  appartient  à  une  infinité 
d'hyperboles  décrites  fur  un  axe  commun  &  du  même 
centre.  Paflbns  aux  courbes  dont  les  ordonnées  partent 
d  un  point. 


« 


(*)   Antrcmcnr  Téouation  y^  =b  èq  — pq  doaneroic- 
pour  y  une  quantité  imaginaire  zsz  ^  [q  {b >—/'•) ]» 


mm^mmÊtmmétm 
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5 II,  Problème*  Sou  um  courte  AE  (fig.  6)  rap^ 

yonée  aa  fo^tr  C  »  dont  Aa  relation  entre  Ë  p  ^n::  dx , 
'C  E  s=  î  &  fa  différent  relie  d  [  joit  donnée  par  une  iqua'- 
tw.  Suppofons  une  infinité  d  autres -courbes  Mm  engendrées 
par  la  première  y  de  -manière  que  fes  ordonnées  C  D  =  y 
/mar  des  fondions   algébriques  de  ^  &  dun  paramètre  p 

rï  varié  £ua€  courbe  k  C  autre  ,  on  demanée  la  -courbe 
DQ  ^ui  coupe  tctttts  ces  lignes  à  angles  droits* 
Du  centre  C  ayant  décrit  Parc  infbimetit  petit  D/x» 
&  &ifant  CD  =  y,  mn  =  rfy .  na  { qui  appartient 
à  la  courbe  fécante  )  =« , —  ày  ^  )t  remarque  que  les 
ïeâeors  CÈp >  CD»  donnent  i  i  y  :  :  dx  :  D n  ==t 

V  dx 

*--— •  Maïs  i  caufe  de  Pangic  droit  û'Ùm,  on  z  mnz 

i 

y  d  X       y  d  X 
î)kz'.DH  ZMu;  donc  lïj  :  * :  : ï  —  dy; 

y^iX^ 

'  •donc  dy  ^=^  —  — ^  .    '•  Lorfique  y  fera  une  fonâion 

-algébrique  de  ^  &  de  ^  >  ayant  fait  la  différenciation 
dans  la  fuppofition  de  p  confiant ,  on  aura  d  y'  en 
X  9^1  Se  p,  Bc  chaiTant  1»  pat  le  moyen  de  Téquation 
oe  la  courbe  tAm^  8c  dx  pat  le  moyen  de  l'équation 
de  la  courbe  A  £ ,  on  ttouvera  l'équation  de  la  cra* 
jtâoire  en  y  &  { ,  d'oà  l'on  tirera  k  valeur  de  y. 

)I2.  Soit  A  E  une  fpirale  logarithmique  dans  la- 
quelle y  i  caufe  de  l'angle  confiant  peE  du  rayon  avec 
la  courbe  ,oti^pe=dztE'P=dx::  a  :  b,  {a  étant 
le  cofinus  &  ^  le  finus  oe  l'angle  peE)  ^  donc  dx  = 

— — •  Soppofdns  -que  les  coufbes  M  N  foîent  repré- 

fisntées  j)ar  .réquation  y  =  *-«-  <}ui  donne  une  infinité 

a 

defpirales  logaritbmiqaes.  Afin  de  trouver  la  fécante  BD, 
te  différencie   cette  équation ,  en  regardant  p  comme 

P  d  r  ^  y     X 

confiant j-pour avoir 4y'**  *'  ^ i rmais p ««  —  $  donc 

Mx 
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dy  =-  '^— ^  =  —^ 5  donc  dr  =  — ^ — 

r= ' — , ,  en  fubftituant  la  valeur  de  (î  «  j  donc 

^    lày 
a^  ^ dy  =i  —  ^^yd^*  On  peut  par  le  moyen  de  cette 
équation   déterminer  y  en  f  (  *  )  j  mais   cherchons 
j[*equation  de  la  courbe.    Suppofant  D«  =»  </«  ,  on  a 
l  :  y  :  :  dx  :  du,  &c  tn  fubftituant  la  valeur  de  dx, 

bdx  hdi        du 

il  vient  r  :  y  :  : '^du;  donc  — --  =*"—">  «lais 

l'équation  a^  [dy  =  —  *V^t  donne  — ^ m 

—  dy  h     du         — '  dy 

.•  donc  — •  —  =. ,  ou  àdu^^  —  ai  y, 

y  ^    y  y 

ou  ady  ==  —  bdu  ,  équation  à  une  fpirale  logarithmi- 
que ,  mais  ficuée  dans  une  (ituation  renverfée ,  &  dans 
laquelle  on  a  —  dy=«tf:d«=«Dif  ::  h  i  a^  donc 
puifque  h  eft  le  finus  de  l'angle  C  E  A  ,  cet  angle  eft 
=  <i  D R  )  mais  a  D C  eft  complément  de  aD  n ;  donc 
l'angle  CDtf  eft  complément  de  C  E  A  ,  ce  qui  eft 
une  propriété  remarquable.  Si  l'angle  C  E  A  eft  de 
4j^ ,  l'angle  C  D  B  fera  auffi  de  45®  ,  &  la  courbe 
B  D  fera  une  fpirale  logarithmique  égale  à  la  courbe 
A  E  ,  mais  fituée  dans  une  fituation  renverfée.  Ainfi 
une  fjMrale  dont  l'angle  du  rayon  avec  la  tangente  eft 
de  45^.  a  la  propriété,  étant  renverfée,  de  fe  couper 
toujours  elle-même  à  angles  droits. 

Si  la  courbe  A  E  étoit  un  cercle  ,  dans  ce  cas  Tangle 
pEr  ^eroit  «?=  o,  &  Ton  auroit  <i  =  o  ,  fie  par  con- 
féqueu  aiiffi  du  =  o  s  ce  qui  indique  que  la  feule  ligne 


a  ^  dy                b^  dx 
c*  )   Car  on  a =  — «  «  *  L. y 
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droite  menée  du  centre  peut  couper  une  infinité  de 
cercles  concentriques   (  car  dans  ce  cas  de  Téquation 

y  =  —  on  ne  peut  tirer  qu'une  infinité  de  cercles) 

a  angles  droits. 

^13.  Parlons  maintenant  des  '  trajeâoires  récîpro- 
<pes.  Si  la  courbe  ABC  (  fig.  7  )  tourne  autour  de 
laxe  BR  qui  la  rencontre  au  point  B,  &  qu'elle  foie 
placée  dans  une  fituation  renverfée  D  BE,  'de  manière 
que  la  partie  BE  foit  la  même  que  la  partie  BC  & 
la  partie  B  D  la  même  que  la  partie  B  A  >  fi  enfuite 
on  fait  mouvoir  la  courbe  D  E  parallèlement  à  elle'- 
même  ;  de  font  que  tous  Tes  points  décrivent  des  lignes 

faraiiefes  à  B  K  «  ôr  que  la  courbe  foit  parvenue  en 
G  H,  où  elle  coupe  AC  dans  un  point  variable  G, 
il  s'agit  de  déterminer  la  nature  de  la  courbe  A  B  C  ^ 
telle  que  l'angle  de  fedion  C  G  H  foit  toujours  le 
même  ,  &  par  conféquent  confiant  :  les  courbes  qui 
ont  cette  propriété  font  appellécs  trajeSloires  récîpro^ 
^«.  Puifque  F  H  tombant  fur>  D  E  ,  l'angle  C  G  H 
devient  Fangle  C  B  E  ,  &  que  l'angle  de  feâion  ell 
confiant  5  il  eft  vifible ,  à  caufe  de  CBR  =  RBE, 
qttc  CGH  eft  =  iCBR,  Suppofons  maintenant  que 
fc  point  B  étant  parvenu  en  M  >  on  prenne  BK  =  MG  . 
&  qu'on  tire  les  lignes  KP,  GI  parallèles  à  BR^  il 
eft  évident  que  les  arcs  M  G  ,  BK  étant  les  mêmes, 
&  la  courbe  C  B  A  ,  avant  de  s'émouvoir  parallèle- 
ment a  BR,  n'ayant  feulement  que  tourné  autour  de 
cette  ligne ,  ces  arcs  doivent  avoir  la  même  inclinai- 
fon  par  rapport  aux  parallèles  entre  lefquels  ils  font 
compris  \  &  qu  ainfî  les  parallèles  K  P ,  G I  doivent 
être  également  éloignés  de  B  R.  Puifque  les  arcs  , 
dont  on  vient  de  parler ,  font  également  inclinés  par 
rapport  aux  parallèles  K  P ,  G I ,  l'angle  C  K  P  eft  = 
H  G  I  i  donc  en  ajoutant  de  part  &:  d'autre  l'ant^Ic 
CGI,  on  aura  CKP  +  CGI=CGH  «CBE 
=  2  C  B  R  j  donc  les  trois  angles  C  K  P,  C  B  R , 
Cgi  forment  une  proportion  continue  arithmétique  ;  ce  qui 
doit  auflî  s'entendre  de  ceux  qui  peuvent  leur  être  oppo- 
fés  au  fommet ,  en  prolongeant  les  lignes  qui  les  for- 
ment. 


rmmif^^Êfmmtimtmmitmmt 
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314.  La  propriété  démontrée  fournit  un  moyen  aifé 
de  déterminer  une  infinité  de  trajeâoires  réciproques 
qui  fe  coupent  à  angles  droits.  Soit  une  courbe  PBQ 
(fi§.  8)  dont  l'axe  foit  B  R,  &  dont  les  branches  BQ,  B  P 
foient  égales  &  femblables.  Ayant  pris  les  arcs  B  F,  B  H 
que  je  fuppoferai  égaux,  menez  les  lignes  FK  ,  H  G 
^ales  à  ces  arcs  &c  parallèles  à  BR,  la  courbe  ABC 

3ui  paffe  par  ces  points ,  &  cous  les  autres  déterminés 
e  même  eft  une   trajeâoire   réciproque ,  qui  af  anc 
tourné  autour  de  l'axe  B  R  ^  &  étant  placée  dans  une 
fituation  renverfée,  &  étant  enfuite  mue  parallèlement 
à  BR  y  fe  coupera  toujours  à  angles  droits,  i^.  Je  dis 
que  Tangle  CB R  eft  dé  4^^  $  car  ayant  pris  l'arc  in* 
finiment  petit  Bp  3c  mené  pb  parallèle  à  BR^  on 
aura ,  par  conftruâion  yBp  =  bp ,  donc  dans  le  triangle 
ifoceie  B;^^  les  angles  pBB,  pbB  font  égaux.  Mais 
l'angle  (/»B  eft  égal  à  Ton  alterne  RB^,  &  celui-ci 
eft  droit  (  puifque  la  tangente  qu'on  pourroit  mener 
au  point  B  de  h  courbe  Q  B  P  feroit  perpendiculaire 
à  l'axe  B R  )  ;  donc  l'angle  pBb,  on  Çon  égal  C  BQ 
eft  demi  *  droit  5  mais  (Q  B  R  eft  droit ,  donc  C  B  R 
eft  demi-droit.  Je  dis  2®.  que  les  trois  angles  CKF, 
CBR,  BGH,  ou  ayant  prolongé  H  G  en  I ,  CGI 
font  en  proportion  continue  arithmétique.  Qu'on  tire 
les  lignes  fk,  h  g  parallèles  à  BR  qui  terminent  les 
aires  infiniment  petits  &  égaux  F/,  HA,  auxquels  on 
mènera  les  parallèles  Km,  G  a;  il  eft  vifible  aue  les 
deux  angles  K mf  Se  Kmk  valent  deux  angles  aroits $ 
mais  ce  dernier  eft  =  i»/"F,  &  celui-ci  eft  évidcna- 
mfent  =  QA«*=  A  «G;  donc  les  angles  Kot/4-AiiG 
valent  deux  angles  droits.   Mais  Kmfi  extérieur  au 
triangle  Kmk)  =».i!«  Kk  -^  mkK  8c  knG  *=»  nG  g 
-+-  /igGj  donc  les  quatre  angles  mKk  -^  mkK  -H 
f^Gg  -jr  ngG  valent  deux  angles  droits.  Mais  à  caufe 
des  triangles  ifoceles  Km*,  G  ng  (  parce  que  B  H  =* 
HG  =  BF,  A^  =  BA  =  B/&  A«  =  HG=--FK),on 
doit  avoir  «  ^= /z  G  5  on  a  auffi  K  in  =  w  it ,  Fangle  m  K  fc 
e==mfcK&n^G=«  Ge,  Donc  les  deux  angles  m  IrK  + 
«irG,  ou  leurs  égaux  CKF+BG  H  valent  un  angle  droit; 
donc  ils  valent  i.  C  B  R ,  donc  les  trois  angles  C  K  F , 
C  3  R ,  BG  Hfonten  proportion  continue aritlimétiquc. 
Ce  qui  étant  la  principale  propriété  des  trajeâou«9 
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réciproques ,  il  eft  évident  que  la  courbe  A  B  C  eil 
jine  crajeâoire  réciproque  y  qui  étant  fituée  dans  uae 
fitnation  renverfée  ,  de  manière  que  la  partie  B  A 
acquierre  la  fituation  B  tf  (  fig.  9.  ) ,  tandis  que  la  partie 
BC  devient  Bc  ^  fe  coupera  toujours  à  angles  droits, 
fi  on  la  fait  mouvoir  parallèlement  à  B  R.  Si  la  ligne 
PBQ  (fiç.  8)  eft  droite,  Ja  trajeûoire  ABC  fera 
aoffi  une  ligne  droite. 

31^.  De   la  propriété  démontrée  ci-deflus,  nous 
pouvons  en  tirer  une  autre  qui  nous  conduira  à  une 


némc  içs  <wix  angjfs  K^km  -H  «K.«,  aufli-  bien 
CGit  +  Ggn  foiTj  çgaux  à  CBEy  mais  par  la 
>rîété  démont^rée  Ch^m  +  CGn  ,  ou  C^KP  -+- 
d   =  C  B  E  j  donc  C*m  +  CG  n  «^CGn-t- 


couper  eiie^meme^  ayant  pris  RI  =7  R  P)  &  les  infi- 
nimcpt  petites  l  i  =^  Pp«  &  mené  les  lignes  PK^ 
pk,  IG,  igy  parallèlement  à  BR  >  ayant  de  plus 
mené  g  m.  Km  parallèlement  à  PI:  il  eft  vifible  oue 
les  aneles  Km  p,  g  ni  font  chacun  »»  B  KP.  "»  C  B  n  $ 

de  metnc  Ips  dçq^  angles  Ç  *^  .•+l*.^'»*  aufli-  bien 

que  -        .  -       - 

Gjn  ;  &  C^m  .=  Ogn  ;  mais  d'ailleurs  (mK 
Gag  j  donc  les  triangles  Km  k  ,  Gng  (ont  fembla- 
bles  g  8c  l'on  a  la  proportion  Qn;  ngi:K,m:km  ;  donc 
Gn.hm  =  ng.  mK.=iI/.  P;?^=  —  </**=— (Pf)*J  ainfi 

lorfquc  le  reâangle  des  différentielles  des  ordonnées 
également  diflances  de  Tordonnée  nooyenne  B  R  ferjk 
égal  au  produit  des  différentielles  des  abciiTes  cor<- 
rcfoondantes ..C  P ,  CI  (  en  prenant  ces  différentielles 
d  &ale  longueur ,  Tune  avec  le  fignc  +  &  Tautrc  avec 
le  ngne  —  ) ,  la  courbe  fera  une  trajeé^okc  réciproque  , 
&  elle  fe  coupera  fous  un  angle  B  R  P  égal  à  celui  que 
les  ordonnées  font  avec  les  abcifTe^.  ^ 

416.  Cette  propriété  fait  voir  qi^  la.  loga- 
rithmique eft  une  trajeûoire^  réciproque.  Ce  que  je 
démontre  ainfi  :  ayant  décrit  une  logarithmique  f[k 
(&.  lo),  dpnt  PI  f<>it  VafymptQte,  &  doixt  l'ordonnée 
BR  foit égale  i  la  fous-tangente  =^  a.  je  prends  R  t  =f= 
RP  &  les  infiniment  petites  égales  I  i  &  Vp\  )t  fais 
4t  plut  R  P  =»  X  ^  K  P  ^y.  Par  la  nature  de  la  courbe 

M  4 


m^ 
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y  dx  y dx 

Ton  a  réouatxon  a  *==  -r-^  »  ou  ife  m  =«  </y  =»  —  • 

dy  -'a 

Par  la  propriété  de  la  logarithmique  l'on  a  K  P  : 
BR::BR  :  GI,  ouv:^!::^:  GI=«  — =•  j  donc 

y 

— tf*iy  a         dx 

^.  (GI)=*G«  = 7 —  j  mais  —  «=  - —  (  par  ïa 

nature  de  la  courbe  )  >  donc  G  «  =«=»  >  donc 

y 

km.Gn  «=.— ^x^  =-—  (IV)*  =-— (l/)\  Ainfî 
fi  Ton  fait  tourner  la  logarithmique ^K  autour  de  BR^ 
&  qu'on  la  faffe  enfuite  mouvoir  parallèlement  à  BR 
elle  fe  coupera  toujours  fous  un  angle  BRP.  L'angle 
-At  feâion  fera  droit,  aigu  ou  obtus,  félon  que  l'angle 
BRP  fera  droit ,  aigu  ou  obtus. 

317.  Il  cft  aifé  de  voir  que  la  propriété  trouvée  four- 
nit,un  moyen  facile  de  trouver  un  nombre  infini  d'çaua- 
tions  qui  appartiennent  toutes  à  des  trajeâoires  réci- 
proques. Çiar  il  fuffit  dé  fuppofer  dy  =  dx  multiplié 
par  une  frââion  qui  ait  les  mêmes  termes  au  numé- 
rateur &  au  dénominateur,  avec  cette  feule  différence 
que  les  puiflances  paires  doivent  être  affedlées  du  même 
ngne  y  mais  les  puiffances  impaires  doivent  avoir  des 
fignes  différens.  En  effet  fi  on  fuppofe  que  Tabciffe 
' —  X  eft  égale  à  Tabcifle  +  *  ,  avec  la  feule  dif- 
férence que  Tune  ett  négative  &  l'autre  pofitive ,  on 
aura  alors  dy= — </*  multiplié  par  une  fraaion^dontle 
dénominateur  fera  égal  au  numérateur  de  la  première 
fraâîon  ,  &  le  numérateur  dfe  la  féconde  égal  au  dé- 


dy.  a  y 
une  trajeâoire  réciproque. 

^      M 

Soit  "^  une  fradHon  telle  que  fi  on  écrit  —  x  au  lieu 

N 
de  x^  oxk  ait  jj^ ,  prenez  P  fraâion  de  Xj  telle  qu*cA 
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menant — x  pour  x^  elle  refte  la  même.  Décrivez  la  courbe 

MP 
dont  les  co- ordonnées  foient  S^Vdx.  &  S. -rr  dx; 

je  dis  qu'elle  fera  une  trajeâoire  réciproque.  Prenez' 
RP   =  R I  (  fig.  7  )  =:  S. P^x  ,  on  aura  P  K  «? 

S-  — :j^ —  5  puifque  les  intégrales  défignent ,  par  fup- 

poâtion ,  les  co-ordonnées  d'une  même  courbe ,  R  étant 
l'origine  des  abciffes.  Donc  en  changeant  ;c  (RP)  en 

—  X  (RI),  on  aura  I  G  =»  S. rr 5  donc  le 

» 
reâangle  des  difFérentielles  des  ordonnées  correfpon- 

dantes  à  x  &  à  —  x  fera  =  —  V^  dx^  ,  c'eft-à-dirè 

que  dj.djy  == —  (P^)  ^  j  car  puifque  S.Pdx  =  K  P, 

l?dx=zPp. 

*  •  >     .     .  « 

}i8.  Pour  trouver  tant  de  courbes  aljjébrîques 
qu'on  voudra  qui  foient  des  traje&oîres  réciproques  , 
îl  faut    faire    en    forte    que     la    fonûîon    P    de    * 

rende  intégrables  les  formules  Vdx,  — î^ — ,  ce  qui 

^  M  - 
eu  prenant  pour^j^'(une  fraâioa  rationnelle,  peut  Ce 

faire  de  plufieurs  manières.  Voici  un  moyen  très-facile 
de  réuffir.  Je  fais  P=  M  N  >  donc  Pdx  ^MNdx, 

.    UPdx       ^    ^,  . 

&  — ïg — =  MMdx'i  mais  ces  formules  font  inté- 
grables algébriquement,  puifque  M  8ç  N  font  des 
fonâions  algébriques*  &  entières  ^  doilc  les  co-ordon- 
nccs  de  la  courbe  cherchée  peuvent  s'obtenir  algébri- 
quement, aufli- bien  que  la  courbe  ('^). 


TT 


/4rv.  ^  ,  ^àx  il3  — Ji?î 

C*)  Soppofons  <Jy  ==  — j^  s:  dx.  ^i'^^,>  P  = 
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Ufages  du  Calcul  intégral  dans  la  reçhtrche  des 

courbes  par  quelque  propriété  donnée. 

^19.  QyoxQUE  nous  ayons  déjà  donné  plufieufs  etem* 
pics  par  lefquejls  les  comipençans  peuvent  fe  former  une 


X7 

^6  —  ^6     ji^ju  aurons  S»T?d  x  «=»tf**  —  "-^  ==* 

7 

7d^x  —  x7  MP 

êc  S.-—-  dx  =  S.UUdxssa^  X  — 

7  N 

|.  tf5*4  -|-^je7-{-c  (C  étant  une  conftanrc  arbitraire 
qu'on  peut  <lércrminer  à  volonté  ).  Pour  conftrùîre  la 
courbe  C  A  (%.  7  )  ^  dont  les  co-ordonnées  (ont  S.  Pdx 
&  S.  MtAdXi  je  prends  ah  =  a  ^  ^  faifant  b  h  «=*  x, 

ja^x — x7 
je  cherche  une  ligne  R  P  = (  voje^   dans  là 

première  Partie  de  cet  Ouvrage  la  conltruBîon  géomlcr/que 
Hes  équations  \  Sur  cette  l»ftnc  j'ordonne  P  K  ==  a  ^  ;ir  — 
f  aîr4  +  i  jc7  -f  C  ,  i!  eft  vifible  que  le  point  K  & 
tous  les  autres  trouvés  de  cette  manière,  en  donnant  dif* 
fércntes  valeurs  à  i  /i,  appartiendront  à  la  courbe  cherchée 
dont  lorjonnée  y  =  <»^*  —  \ay x^  +^«7  -|-C, 
iir  étant  h  h  Se  a  étant  «  ^.  Si  l'on  chans^e  te  fîgne  d«  RP 

x?  —  ja ^  X 
pour  avoir  —  R  P  =  R  I  =  ■ ,  on  aura  ,  en 

m^ettant  —  x  pour  «,IG  =  —  a^  x  —  i  a^  x'^  — 

Soit  encore  i  v  ^*^  i  x,  ' «  nous  aurons  M  =  « 

,  "^  a  —  X     '  ' 

^x,  N=  d  —  «  5c  P=.<i*  —  5:*i  donc  S.  P  (f  x  « 
^^x =9-. ■ «»*-i  &  S.lylMd4C  «» 

«*«  +  tfjr*  + — ^  -h  C  ==y  (A)s  de  forte  ^oc  Us 

3 


■■ 
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idée  de  la  manière  dont  on  peut  employer  le  Calcul  înté- 
gcal  dans  la  recherche  des  courbes,  nous  penfons  qu*ïi 
ne  fera  pas  inutile  d'ajouter  ici  la  folutioti  de  quelques 
aatres  problêmes  alTez  curieux. 

510.    Problsmb,     Trouver  une  courte  dam  U^ 

Î  utile  tare  fait  une  fonBion  algébrique  X  de .  Cabcijfe  x» 
/élément  de  Tare ,  en  flippoCant  les  ordonnées  perpcn* 
dicElaires  aux  abciflcs ,  étant  =-=|/(rfx*+i7*)'j  Ton 
aura  v^(dx*  +dy*)  =^  pdx^  cti  fuppofant  dX 
^^  pdx  ;  donc  djt*-|-^y*  *"  pp  dx^  y  d  y^  =-* 
d«*(fp-— i)î  dy  ^=^  dx^  {pp  —  I  ).  Suppofons 

X  *="  tf*  *  pour  ^v<ÀT pdx  ==.  f  ajc  *  Jjip  =s  ^«  *  dx^- 
enfai&nt  4^=-=^;  dancrfy==^jcv^(  ^5jc— i)&j«F=t 

2  « 

~  (^i jp  —  r  )  *  4*  C ,  équation  d'une  courbe  qui  a 

u  propriété  demandée.  Il  n'eft  pas  diftcHe-derdéter-*. 
miner  la  confiante  C ,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que 
*  fie  y  deviennent  o  en  memc-teins.  , 

Si    l'on   demande  une  courbe   dont   l'arc   (bit  une 
fonâion  algébrique  Y  de  l'ordonnée,  on  aura  \/  (dx'^ 
+  dj^  )=z  dY  =  pdy  ,cr\  faifanc  d  Y  ^=j>iy î. donc! 
ix'-^p^d'y'-  --dj^  3c  dx  =  dy  x^ipp-—  1).  Si 


co-ordonnécs  de  la  courbe  cherchée  ,  font  y  &  j ,  &  il 
eft  facile  de  conftraire  la.  trajcfloirc.  Pqv  avoir  Téqua-v 
QOB  entre  les  R  P  ^  i^U  ,lcs  PK  =^:y  ;  je  fais  C  ==> 

a^ 
i.i.C=a  >    &  malcipliant  ^équation    A  p;|r  )   »    il 

vient  «'+  ^  ax^  -+-  j<i*;c-+-if3=,  ^y  *  d'od  je  tire 

*  +  tf=s|/jy6c«=»-^tf-t-V/)y.   Subftituant  cette 

9  a  *  jr.— *  »^ 
valeur   dans    l'équation    "  *  a»   j  ^    il    vicot 

3«»|/)y  —  3dî  —  (  — tf-M/jy)  =  j  j,  équa- 
tooo  qu'il  eft  facile  de^rendte/atioonelIe]par  les  méthodes 
«((fijuires. 


Mi 
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1  i 

on  fuppofc  que  Y  cft  =  -î  ay  *  ,  en  aura  p^=:^ay^  & 

-.2  1 

C^  équation  qui' réfout  le  problème. 

3 II.  Problème.  Trouver  la  courhe  BD  rapportée  à  la 
ligne  droite  A  G  ,  dans  laquelle  ayant  mené  la  tangente 
JjT  ton  a  toujours  DT  :  D  F,  dans  un  rapport  donnée  &  ee/lc 
guen  tirant  fn/ui te  la  ligne  F  G  perpendiculaire  ^  A  G>  jujqua 
ia  rencontre  ^fe  D  K  normale  a  la  courbe  B  D ,  o;i  ait  tou^ 
jours  D  K  égale  au  rayon  ofculateur  R  de  la  courbe  cherchée 
(  fig.  II  ).  Ayant  mené  les  lignes  que  repréfente  lai 
figure  ,  foît  Ar,  ou  AE  =  jip,«f)  =  y,  rélcment  p  D 
de  la  coui1>e  =^  ds  y  p  i  =i —  dy  (  car  x  augmentant 
y  diminue).    Les  triangles  femblables.  ip D^  ËTD 

^^y  à  X 
donnant  -^  i y  :  i x  :  :  y  :  ET  =  — -^ •  On  a  auffi 

— y  à  s 

D  T  =  — j •    Si  Ton  demande   que  D  T  foît  à 

d  y 

ny  is 
D  F   :  :   I  :    «  ;   on   aura   D  F  =  — 


dy      - 

Je   remarque,  maintenant  que   le   triangle  reÔangle 
F  D  K  eft  fcmblable  à  F  T  G^  &  par  conféquent  à  T  E  D  5 

donc  FD  :KD  ::ED  :  ET,  ou  ""/  ^;R;:  y; 

dy 

—  ydx  ny  dxds 

— *-^ : .  —  dy  :  dx.  Donc  R  =  — t""! —  >  niais 

^ds^ 

(feaîon  1%  loi.  )  R  =  T— 73 j — TT  3  je  racts 

,        dyddx — dxdây 

le  figne  —  parce  que  le  rayon  ofculateur  n'eft  pas  fitué 

nydxds 
du  même  côté  que  les  ordonnées.  Donc  — j"7 — ==• 

•.      •  -  ■  ^y 

—  ds}.  ,       ^, 

7—73 j — rj-,  Sc'nydydxddx  -^  nyix^ddr 

dyddx  —  dx  ddy*  ^    "^ 
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^^ 


'^—  iy^  ds^  ^=^'—  dy'-dx^  —ày^,  équation  que 

\    dx  dy      "^  y    J 
•  Je  fais  le  multiplicateur  de  rf:c*  ==  -^  pour 

aroir = (  A  )  j  mais  de  la  formule  de 

y  dx^ 

fabftîtutlon   on    tire   "7*v  =■  î  5   donc   dx^   »=? 

^y 

— - — •  Prenant  la  racine  n ,  &  élevant  enfuite  au 

y 

quarté ,  il  vient  d  a?  *  = -^-7;^-  j  donc  l'équation  A  fe 

changera  en  celle-ci  ,î*       J^=,_y»     '^^^  Dqj,^ 

«  A  *•  • 
en  intégrant ,  (  ajoutant  une  confiante  —        .  &  mul- 

z 

tipliantpar  —  ),î^"*=A*  =  »  —  7^«»^ouj:s=i± 

le  cas  de  la  figure  on  doit  donner  le  fîgne  —  à  ^  y , 
parce  que  x  croiffant  y  diminue.  Suppofons  que  n  eft 
=  I  5    donc    en   faifant   A  =  <i  ,    l'on    aura    d  x , 

—dy\/ia^—y^) 
'*'     " ,  équation  de  la  traûrice. 

les  chofes,  étant  dîfpofées   comme  ci-deffus  ,  fup* 
pofons  qu'on  demande  que  D  T  foit  à  D  F  en  raifon 

donnée   de    a  :  b,    Faifant  ~f  =*  —  ,    nous    aurons 

rvi?         — nyds 

Dr  =  — 2 <  &  nous  parviendrons  de  rocme  à 
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1  équation  0*  -» — ■ ,  •'■•  ■■■  »  u  «  :o  :  :  i  :  i .  on 

■aura  «=»  1  ^  ix'=- 5 — — —^ 

équation  à  une  cycloïde ,  en  prenant  les  x  fiir  la  tan- 
^nte  au  fosimet. 

01  tf  :  A  :  c  t  :  —  2,  on  auta  û  *  t*=i  . 

fcâ  ±:   ■  .  >     (  en  faifant  y  —  A«=»l5;  ),  équation  înté* 
grable  qui  appartient  i  la  féconde  parabole  cubique. 

Enfin  (  feâîon  i ,  n^.  i.)  fi  —  —  +  i  «=»"-",  ou  fi 
i  «  —  11  4 

'  =»  ~   =«  — ,  ou  fi  2«  =  6 ,  ou  n  =^  ^  j  on 

m  «  2/1*  '' 

pourra  intégrer  1  équation  algébriquement.  On  pourra, 
aufli  intégrer  toutes  les  fois  que  —  —  *+-!=■  — — 

fera  exaâèment  divifible  par  —  &  donnera  un  nombre 

entier  pofitif ,  c'eft-à-dirc ,  toutes  les  fois  que  

fera  un  nombre  entier  pofitif.  Donc  p  étaht  un  nofnibre 

entier  pofitif  quelconque ,  fi  Ton  a =1^,  ou  ft —  i 

^^ip»  ou  if  =  2p-f.i.  Ton  parviendra  à  une  équation 
algébrique  qui  exprimera  la  nature  de  la  courbe. 

^22.  Problème.  On  demande  une  courbe  BC  ()^.  12) 
f apportée  à  un  foyer  A  ,  dans  Liquelle  ayaht  niené  A  Q 
perpendiculaire  à  la  normale  CC^  de  la  <ourhe^  U  rayon 
oJcuUteur  fo'it  à  C  Q  «  tn  raifon  donnée  de  a\h.  Soh  C  Q 


mmmtmÊÊmiÊmÊmtimÊémÊémmktJiM^ 
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a  p         y  d  y 

s=zp,  on  aura  Ki  piiait^  donc  R  =^  -7-  =  3 —  . 
a  p  dp 

— - —  's:^  ydj  ;  donc  en  intégrant  &  ajoutant  une 

^A   app      ,.                    ,/^yy*— ^^A\ 
confcmte— >-~^-^.iA— ySp«*V(^-^^-i^ j 

ydx 


(  voyez  I*.  Tcû.  n«.  101  ).  Mais  «i**'  ==»  ^î  x  * 


j     c-        II'       j        <^y  VCjyy  — tf  A) 

V  u  A 

iyV{yy—^i>) 

7 (  en  faifant  v^  <i  A  =»  i  ) ,  équation 

à  la  développante  d*un  cercle  dont  le  rayon  =  B 
(voyet  feélion  précédente  11*^.17).  Si  on  n'ajoute  point  de 
coidUnte  dans  Fintégration ,  ou  ce  qui  revient  au  même 

dy  y/h 
fi  Pon  fuppofe  A  *=i  G ,  oh  aura  rf  x  =»  "y^-f — ~r;  > 

tm  lix  sgm  cd  y  y  <  dans  laquelle  ,  pour  éviter  les  ima-^ 
ginaires ,  ^  ne  doit  pas  être  plus  grand  que  a  ).  Cette 
équation  appartient  à  la  fpiraie  logarithmique. 

}ij.  Problème.   Trpiiver  une  courbe  rapportée  a  un 
4txe  dans  laquelle  le  rayon  ofculateur  eft  une  fonElion  quel» 

hiy 
ioitquedey.  En  employant  la  formule  R  *=  -  -  -,  nous 

bdy  ^  ^ dy 

aurons  d^  «=■  ~„  -  &  ;>  «»  S.     , ^  -  +  A  ,  mais  p  «• 

Hx  ^hdx         _   hdr         .       ,        Idx    ,  . 

•T-*   Aiiifi  -,  -  =*  S.  -^  +  A  j  donc  -r —  doit 
as  ds  iv.  ds 

être  une  fohâion  de  y  que  je  ferai  =  j  pour  avoir  ^ 

o   ^ày  hdx 

="S.  -r^r  +  A.  Mtis -ir--— Çî  donc  ^ii>f=*»îa/. 
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•      '  ,  , : ,  équation  dans  laquelle  les  ordonnées 

font  réparées ,  puifque  7  eft  une  fonûion  de  y. 
)i4*  Problème.  Qk^/Z^  «/f  la  courU  rapportée  k  un 

foytr  dans  iaquttU  U  rayon  ofculateur  tft  uifc  fonûion  dtyf 

y  iy  yiy 

Puifquc   R  «=»  -j — ,  nous  aurons  dp  «=»  -^     8c 

325.  Probleeme.  D'tm  point  donné  A  tf>^ffr  meni 
les  lignes  AB,  ^C  (fig.  13  ),  h  la  courbe  BC,  U pre* 
fnttre  au  point  donné  B ,  la  féconde  k  un  point  quelconque 
C  y  &  tiré  les  lignes  B  E  ,  C  E  perpendiculaires  k  la  courbe  ^ 
on  demande  la  nature  de  cette  courbe ,  lorfque  BAC  doit 
toujours  être  éeaL  à  t angle  BEC*  Ayant  pris  l'arc  infi- 
niment petit  C  D ,  je  mené  le  rayon  A  D  &  le  rayon 
ofculateur  DQ.  Puifque  Tangle  CQD  =  BPD  — 
B  E  C  (*K  C  Q  D  fera  la  différentielle  de  l'angle  BEC  , 
comme  CAD  eft  celle  de  l'angle  BAC  5  donc  eti 
fuppofant  que  a  '^  n  ,  l'on  aura  CAD  :  CQD:  : 
<t  :  fi  ;  mais  fi  du  point  A  nous  décrivons  l'arc  C  p 
^^  dxy  &  que  nous  faffions  CD  ^=  ds ,  le  rayon 
ofculateur  C  Q  =»  R  ^  le  finus  total  s=  i  &  le 
rayon  A  C  de  la  courbe  =  / ,  nous  aurons  A  C  :  Cp  :  : 
1  :  C  A  D ,  (  on  peut ,  fi  l'on  veut,  entendre  par  CAD 
la  mefure  de  cet  angle  par  un  arc  de  cercle  décric 

Cp  ^ 

avec  le  rayon  i  )  =  "aP*  ^°  ^^^^  *"^  CQ  D  *=, 

CD             d X      is                      ndx        ^^    XM  - 
/STST 5  donc  —  :  -5-  ::  a:n^  ou =■  -^g-*  Mais 

C  Q  '  y       R  ^J        R   . 

y  d  s  ^ 
dxds'-^ydyddx—  ydxddy     * 


r*)    Car  Tanglc  BEC=»PEQ&  Tanglc  B  P  D  cxté- 
xicur  au  triangle  P  £  Q  vaut  les  deux  intericorv  oppoféf. 

donc 


K         ay  yds^  » 

(n  —  a)dxds^ 
^ J '^a(iydix'^dxiijf)^mMn  — 

tf  «30  5  donc  dyddx-^dxddy^>:mo^o\i  ehdîvifant  par 

iyddx  —  dxddy  d^ 

«/  «  JZl ™  o }  donc  en  intégrant,  -p 

•-  C ,  équation  à  la  fpîrale  logarithmique.    • 

316.  Problème.  Suppofamt  que  le  côté  CN  du  rayon 
ofcMlateur  (voyei  f^^on  \\ffi.\o\)  èfi  une  fonSion  de 
turc  A  C  s=/ ,  trouver  la  nature  de  la  courbe  A  C  (fig  14). 

Soit  CN  «■  «    nous  aurons  u  t»  -; — r-; '■ — . 

dyddx^^  dxddy 
dxds^ 
(fcft.ie,n^.ioi),  ou- =1  dyddx  ^  dxddy 


Soit 


dy 


— ,  &  dyddx  —  dxddf  ^  — ^ — =^  | 


donc  — — -  «=— — -  (A).  Mais  Féquation  ^  — 
u  a  ^  dy 

'    -                                                           Ç  a  a  -f-  /  f  )  d  x  ^ 
'T  ionxïc  aadx^  '^  t tdy^  i  ainfi . 

-  iy*  H-  d**  —  d* *  «- — ^-^ ;  donc 

*    ■ 

eds  4d/ 

c  *  «■  -7-7 ; r  ^    OC  dy    '^   ""y'^  ^  —  )• 

fubftituant  ces  valeurs  dans  Téquation  A  ,  il   vient 

tdsi  adtd4^  ds  aàt 

m\^  [aa^  1 1)        aa^tt*  u         {^(aa'-htt)* 

équation  dans   laquelle   les  variables  font  réparées  ^ 
pnifqae  s  eft  une  fonction  de  u. 
Tome  r.  -    -  N 
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317.  Problème*  Etant  donné  un  point  A  {fig.  ij) 
fitué  fur  une  droite  A  B  ^  donnée  de  pofition ,  trouver  /a 
courbe  M  C  dans  laquelle  ayant  mené  la  normale  B  C  ^  ton  a 
toujours  AB:  BC::!»::  a,  c^eft-^à-dire  en  rai/on  donnée 

mm        ^ 

de  min.  Soit  A  B=»/,  Pon  aura-  BC  =»  -^*  Mçaons 

tn 

CD  perpendiculaire  à  B  A  ,   &  faifons  AD  :==?  x^ 
DC  =  y.  Le  triangle  redangle  BCD  donnera  — ' — ■ 

fit  m 
«3jf*'*H(r--ji:)*^.,   dûù   Ton  tire  t  ==* 

mmxdzwV' [«'»«?*  — y  y. {mm  —  nn)  ] 
,    équation 

que  je  défigne  par  (B).  Mais  la  propriété  de  la  nor* 
maie  donne  d  x  ;  dy  :  :  y  :  e  —  x ,  ou  {t  —  x).  dx 

«=»/ iy  >  or  par  l'équation  cî-dcflus, /d^ «= tit 

?— (r  —  x)0(dt—dx)i  donc  (r  — jc),  dx 


n  n 

mm 
n  n 


m  m 

tàt-^  {t—x).dt  H-  (f  — «)•(!*.  Effaçant  les  termes 
qui   fe  détruisent  &  .  tranfpofant ,  (  i  —  x  ).  de   =• 

nn  Y*,         ./'«'»  —  ««\ 

^—tdt;  d'où  Ton  tire  l ).   tdt  =  *ûr. 

■  ifim  \       mm       /    ' 

Cette  équation  fournit  ces   deux  autres   d  t  ^=»  o  ^ 

mm  —  nn 

— * •  r  =s  jc.  Par  la  première  r  =•  A  ,   fub- 

mm 

/lituant    cette   valeur    dans   l'équation    B  ^    il  vient 

mmxîhm  ^[nnxx  —  yy.  (mm — nn^] 

r— r -. =  A,  ou:i; 

mm  —  «II  ' 

m  ^  Innxx  — /^. (iwi»— it«)]  =^  (mm  ^— ««).  A 

—  mmxy  &  ea  quarrant  ^  m.^  «.*  *  *  —  1»  *y.*  (/»**—  n  '  > 

tea  (  mm  —  ««)•*  A*  -r-im.  *  (mm  —  nn\  A*  -f- 

m4jp*,ou— m*y/  imm'^  nn) —  A*"  (mm-^nn)'' 

=»m.*(mni  — «»)•»*— iim*  imm'-^  nn)  A*.  Si 


«k 


C  A  l  C  U  L   ?  IN  T  e'  G  R  A  L. 


ïpy 


Too  iïviCc  par  mm(mffi-^«ir)^il  viendra y  *  — 

^^i;;  =««*  —  iAx;&cti  ajoutant  A*  de 

a  «  A  * 

part  &  d'autre ,  on  trouvera — y  *  =*  /j^ A  )  * 

«t*  (enfaifant;^  — A  — j)5mais^^-^  — vv  — 

mm  f  J  "^ 

îr  eft  l'équation  à  un  cercle  dont  le  rayon '=-  —,  & 
f  abciffe  =  j  j  ainfi  la  courlw  cherchée  eft  un  cercle, 
jaa.  PaoBUEMS.  Traa.ver_la  muurtdeJaeoarbeBDC 

O  U  H  ,  t<rBM/i^«  />«•  /«  fâtés  de  Canglt  A  ,  fait  con- 
^"  j  "^  ".ffs-  '<î;-  Du  point  «Je  contaÛ  D,  je 
toenc des  parallèles  aux  côtés  de  langlc  A,  &  faifant 
AE  =  FD  =-  *,  E  D  =.  AP  ==.  V  ,  j'aurai  la  fous- 

"""^^  ^^ "=" ~77^»  *  " " ^1^  (  1»  fous:. 

tangente  EG  a  le  figne—,  parce  que  x  augmentant 
/diminue).  Donc  AG.^;c-^c^^^-r^^i? 

d^  dy  * 

AU  *^y  f^^y  —  ydx\*^ 

AH  =  ,-— (.^^—j.DoncHG- 

^ix  zdy    ' 

-—-•  Ayant  fait  la  fubftitutîon,  je  trouve  S.  ' 

-~ —  +  "77 — — -•  Je  donne  le  figne  4*  ^^ 

dernier  terme ,  parce  que  U  racine  quarrée  de  dy  * 

N  X 
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doit  avoir  le  figne  — .  Si  Ton  diCFérencie  cette  équation  > 
on  trouvera  ~ ^„ — I ^# 

y  dr  a  ^  d  r 

OU  —^^ ' — j-î»  D'où  l'on  lire  <^î  -=-  ô, 

te  y^  "    '  ,*  Donc  î'  =»  A ,  &  par  confé^ 

—  A^j^  A/ 

quebt  «  *■  S» ■*  B  —  — ,  équation  à  une 

ligne  droice.  Pour  avoir  1%  jpofition  de  cette  droite , 
il  faut  déterminer  B  en  A.  M  Ton  rubftitue  la  valeur 
de  «  &  de  dx  que  donne  cette  équation ,  dans  je  =^ 

ydx    .  adx  r%      ^  y       — ^J^ 

"^ T    /,  j    ^  ^j   XX  •  on  trouvera  B = • 

djt  y(dx^'i^jf^)*  a  a 

A  a  _  Atf  ^ 

y  ou  B  «    / ,  ^  A ;•  Donc 


^  V(AA  +  aa)'  ""  ^         ^(AA-+-fltf) 

*  Atf  Ay 

*  ~    ^(AA  +  aa)~~^ 

Mais  laiffant  la  ligne  droite  c|ue    nous  ne   cher' 
chons    pas  ^    examinons    ce   qui    peut    réfulter   de 

l'équauon   y  «=»  ^ j-,   qui  donne  j  =s 

(^tf  +îr)  * 

4. -^  P      >  >  L  on  aura  donc  *=  2>.  -^^ «^ 

S.  — 7^'LT  — jrTVidonc«=:A+(^«»  — "7  M** 

Afin  de  déterminer  la  confiante  A ,  je  fubflitue  la  valeur 
de  «  &  de  ^  X  que  donne  cette  équation  dans  x  ^=: 

ydx  n^x  •    A   .    /    1 
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5:  L  T  —  y  3   r  5  équation  qui  ne  peut  être  vraie  qu*cii 
fcppofattt  A=o;  donc  l'équation  de  la  courbe  cherchée 

tioa  à  une  ligne  du  fixieme  ordre* 

$19.  Problème.  On  demande  la  nature  de  la  courbe 
BDC  décrite  entre  les  cStês  de  t angle  drou  précédent^ 
ieu  laquelle  le  produit  A  G."*  À  H»  efi- confiant  &  «• 

«■^■.   Uott  aura  donc  ±:       ^y»^x"  " 

<•  +  %  le  figne  -h  a  lieu  fi  «  cft  pair,  &  le  fîgne  — 
i  I  ea   impair.    Don©  xdj  ^  yd.x  —  tf.  (  ±: 

^  y/^        a.(±dy'^dx'')7n^fe^ 

Faifons  comme  ci-4<^u$  *  =  S.  ^^ — ,  po^r  avoir 


^i = ' d'Y 

a  a  ^J 


m 


sfc  _  11  ^_  «  «  H-"  j  "•  -^  «.  En  prenant  les  dîff<r- 

a 

y 

*nçcs,  divifant  par  <^?  &  ttanfpofant,  il  vient.  ^  — 

n 
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-P^J. 


a 


11»  -f-« 

m 


m  ^  n 


—  ,  ou  ?=(-——  )        «       •  » 

m  -f* 

Maïs  X  »  S  ~  ^    ^ i  doncx"-  f — r — ^)       ^ 

a  \m  4-  «/  r 

w  +  g  ^ 

^"  — — •  Si  Ton  «prend  cette  intégrale  1 

ajouter  aucune  confiante  (  ce  qui  feroit  fuperflu 
ce  c^is  )  >  îl  viendra  x  =  — *{ ) 


«      m 


y  m 
«'»  +  »,  équation  qu'on  peut  facilement  réduire  à  ceIle-€ 
*"'y*=i*'^",qui  appartient  à  une  infinité  d*hj 
perboles. 

3 30.  PaoBLEME*'L«i  m^iRM  cAd/«i  itam  fupp^fiti  trouvé 
la  courbe  dans  laquelle  AG4-AH=4i'*.  On  trouyt 

aifément  l'équation  (—  dr  j^  •  ixdf  —  ydx)  f 
=  tf**  }  le  fign^  fupérieur  a  lieu  lorfque  m  erf  pair  &\a 

_  rdy  jd%A 

l'inférieur  fi  w  cft  impair.  Donc  ;c= S. ~  ■=•  T*^ 

adx  —ry  ^r 


h-^ 


T.  V.FL.  7  .Pa„^ 


•r'?- 


W/^ 


D 


A 


Pis  ■.14.. 


'^A-j.u-t.Mi-.-ii 
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« — T""  "*  ^  ^     — -Ï-— 

*"  n"^  —    f        *        \        ^ ^  tf      w» 

Maî$»»S — - — 5  donc*— r — 7 — ^)       "*      x 

w  +  « 
^' •  Sî  Ton  «prend  cette  intégrale  fans 

ajouter  aucutîe  confiante  (  ce  qui  feroit  fuperflu  dans     \ 
ce  c^s  )  >  il  viendra  x  =  — *[ )      "*      ^ 


II 


■*"^  OU  jc"*y 


^^y'i—)"- 


y  m 

«'»  +  »,  équation  qu'on  peut  facîfement  réduire  à  celle-cî, 
*"*y*=i""'''*iqui  appartient  à  une  infinité  d'hy- 
perboles. 

3}o.  PROBt.EME»-I^i  mêmes  chéfts  itant  fuppofies  trouver 

•m  ■  m 

U  courbe  dans  laquelle  A  G  -h  A  H  =  «  *•  On  trouve 

aifément  l'équation  (^  ±  ^)  •  ixd^  —  ydx)  T 

=  tf"  >  le  figne-fupéricur  a  lieu  lorfque  m  efl  pair  & 

Tinférieur  fi  m  eft  impair.  Donc  jc«*  S. —  =»  --r— 

.a  dy 


adx 


■*-■ 


—  ry 


(.«/«"  drrfj-")  • 


V. 
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m 


m  +  X 


&  —  idy=:'—z<iy  —y^i  + 


dX 


m  -4-  I 
(a"+î"')-^ 


m  ^  % 


oa  )r  = 


■*,   ou<i'*4-î'*  =^ 


m 


tf  m+i     -, 


( 


m  m      Ni 


m 


j'  j»-+- 1 


'     jm  +  i 

m  m 


a                      1          ^ 

-y      ) 

jrm-f-I 

m             m         m  +  1 

m                 m 

m 

m+i 

^        >  équation  de  la  courbe  cherchée. 


N4 


CALCUL 

DES    VARIATIONS. 

I-  JLi  A  variation  d'une  quantité  eft  raccroifletnent  infi- 
niment petit  qui  arrive  à  cette  quantité.  Si  on  conçoit^ 
par  exemple  ,  que  x  foit.auementé  d'une  quantité  in- 
fininient  petite  que  nous  défignerons  par  vx  ^  de 
xnaniere  qu'il  devienne  *  -f-  v.r  ,  vx  fera  la  varia- 
tion de  X.  Dans  tout  ce  aue  nous  dirons  fur  le  Calcul 
des  variations^  nous  employerons  la  lettre  v  pour  dé- 
signer la  variation  :  ainfi  vy  désignera  la  variation  de 
y.  c'eft-â-dire^  l'accroiflement  infiniment  petit  que  y 
cft  fuppofé  recevoir. 

C'eft  à  M.  de  la  Grange ,  célèbre  Mathématicien  « 
eue  nous  devons  les  premières  notions  du  beau  Calcul 
des  variations  ^  Calcul  dont  on  peut  faire  ufa^e  dans 
la  réfolution  des  problêmes  très-difficiles.  Mais  pour 
fixer  les  idées ,  (uppofons  oue  B  D  (  fig.  i  )  repréfente 
l'ordonnée  d'une  courbe.  SI  l'on  augmente  cette  ordon- 
née d'une  quantité  D  b  infiniment  petite  ,  le  point  b 
appartiendra  i  la  courbe  variée  amh  qui  différera  in- 
finiment peu  de  la  courbe  A  M ,  pourvu  qu'on  prenne 
les  variations  (  des  ordonnées  )  infiniment  petites. 

Si  on  propofe  démener  du  point  A  à  la  courbe  CD^ 
une  courbe  A  M  qui  foit  fufceptible  d'un  maximum  ou 
d'un  minimum ,  la  courbe  variée  ^  m  ne  différant  qu'in- 
finiment peu  de  la  courbe  A  M  ,  lorfqu'on  fuppofera 
que  la  différence  s'évanouit  ,  le  point  m  tombera  fur 
le  point  M  j  &  la  variation  de  Tordonnée  PM  fera 

=  o.  A  l'égard  du  point  A  ,  il-eft  vifibic  que  dans 
f*     1       /  r-      j         ^_   ^  " '"*--r  aucune 

on  doit 

.^. . _.^  ,^,.« qui  s'accorde  avec  la  nature 

de  la  courbe  C  D.  Ainfi  pour  cjue  le  calcul  puiffe  s'appli- 
quer à  cette  variation  ,  il  eft  neceffaire  que  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  AD  fitués  entre  A&D  on  attribue  des 
variations ,  foit  aux  abciffes  »  foit  aux  ordonnées. 

S'il  eft  queftîon  de  mener  entre  deux  courbes  don- 
nées A  Ivj ,  C  fl ,  une  courbe  N  n  qui  foit  fufceptible 


im 
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d*un  maximum  ou  d*un  minimum  ;  on  doit  auffi  conce- 
voir des  variations  non-feulement  aux  ordonnées ,  mais 
encore  aux  abcifies.  Pour  nous  faire  mieux  entendre, 
fuppofons  que  lorfque  B  P  =  x  (  fig.  4  )  augmente  de^ 
la  quantité  P/>  =  rfx,  l'ordonnée  P  M  =^  y  déyicnc 
=  ;>N  4-Nn=y-l-<iy.  Suppofons  que  la  varia- 
tion de  BP  foit  =  P^  ,  &  que  celle  de  P^  foit  =» 
^D ,  celle  de  Bp  fera  =  pD  =  v  («  +  ^*)  =  ^* 
+  V  </  jc ,  tandis  que  v  (y-hdy)z=vpncA'=^bm; 
alors  D  m  fera  l'ordonnée  de  la  courbe  variée  ,  cor^ 
refpondante  à  rabciflfe  Bp ,  8c  i  l'ordonnée  p /i  de  la 
courbe  A  M. 

Aj  refte,,  après  avoir  trouvé  une  courBe  variée ,  on 
ne  pafle  pas  à  la  courbe  qui  feroît  la  variée  de  celle-ci  ; 
c'eil  pourquoi  dans  ce  calcul  on  ne  confidere  nulle* 
ment  la  variation  de  la  variation,  ou  la  féconde  va- 
riation ,  au  lieu  que  dans  le  calcul  différentiel  on 
confidere  la  différentielle  de  la  différentielle  $  ainfi  ces 
calculs  font  bien  différens. 

Les  variations  ne  font  afluietties  à  aucune  loi  s  elles 
font  indépendantes  l'une  de  l'autre:  il  fufïît  feulement 
qu'elles  foient  infiniment  petites.  L'on  peut  donc  fup- 
i>ofct  qu'une  feule  ordonnée  P  M  reçoit  une  varia- 
tion, tandis  que  les  autres  ordonnées  ne  varient  nul- 
lement $  mais  parce  que  dans  ce  cas-U  la  loi  de  con'^ 
tinuité  feroic  violée  (  *  )  >  il  fera  bon  de  concevoir  que 
toutes  les  ordonnées  varieftt ,  fe  réfervant  de  fuppofer 
nulles  toutes  les  variations ,  excepté  celle  dont  on  a' 
befoin  ,  à  la  fin  de  toutes  les  différenciations  &  de 
toutes  les  intégrations  5  de  cette  manière  on  gardera 
du  moins  une  apparence  de  loi  de  continuité.  On  peut 
donc  fuppofer  =  o  ,  la  variation  M  ;»  (  fig.  2  )  de 
f  ordonnée  d'une  courbe  quelconque  A  M  ,  en  fuppo' 
fant  que  les  vaiiations  des  autres  ordonnées  de  la  même 
courbe  ne  font  pas  nulles. 

S'il  s'agit  d'une  courbe  à  double  courbure  B  M  (fig.  f  ) 


(*)  Ceft  une  loi  par  laquelle,  fi  elle  cxîfte,  comme 
bien  des  gens  le  pfétert(îent,  n'en  ne  fc  fait  par  faut  dans 
la  oatoïc*  Nous  en  parlerons  dans  la  phyfique* 
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dont  les  co-ordonnées  foient  AP  =  «^  PD=y, 
DM  =  i  ,  on  peut  concevoir  que  la  courbe  variée 
a  m  réfulte  des  variations  des  ;  feuls.  Mais  on  peut 
auifi  avoir  une  courbe  variée^  en  faifant  varier  foit 
les  x^  foit  les  y ,  féparément  ou  enfemble. 

Si  nous  fuppofons  que  dans  une  courbe  à.  fimple 
courbure  les  valeurs  des  ordonnéées  côrrefpondances 
aux  X,  X  '^  dx,  X  ^  idx  ,x  +  sdjc ,  bec.  foient 

la 

d  (vy  —  vy)  ^d.(vy)'^d.ivj)=:vy'~vy'  — 
vy  -|-  vy  ~  y/^  —  ivy'  -h  vy.;  l'on  a  aufll  d^vj 
ou  d^  (vy  )  «*=  d.  (  v/'  —  2  vy  +  vj'  )  =  i^  vy  — 
id.v/  +  d.  vy  ■=»  vy  —  v/'  —  i  v/'  H-  2  y/  -♦- 
t^y  —  vj  =  vy'''  —  IV y  +  jv/  —  v^  ^  &c. 

De-Ià  il  fuie  que  fi  l'ordonnée  y  reçoit  une  variation  , 
les  variations  des  ordonnées  y ./'./",  &c.  étant  fup- 
pofées  ==o^  auffi-bienque  celles  dex^x+dx^  &c. 
©n  aura  <^.y y  ou  d  (  vy  )  =  —  vy  ;  ddvy  ■=  +  vy  ; 
d^  vy  ^s-^vy;  d^vy  =  +  vy^  &c. 

2.  Zb  CVf/fu/  i/rj  variations  eft  la  méthode  de  trouver 
la  variation  que  ^reçoit  une  exprtffion  qui  renferme  ua 
nombre  quelconque  de  variables  »  en  attribuant  des  variât^ 
tions  h  une  feule  variable  ,  h  toutes  les  variables  ^  ou  feu- 
lement a  quelques-unes. 

Soit  V  une  cxprcffion  qui  renferme  les  variables  x  » 
yi  f.    Si  dans  cette  expreflîon  on  fubftitue  x  +  vjc, 

y  "^"  vy>  î  ■+■  *'î>  ^"  '^^"  <l^*>y#  ?  refocdivement, 
la  quantité  V  deviendra  V ,  &  l'expreflion  V  —  V 
fera  la  variation  de  V.  Si  on  veut  que  la  variation  de 
x^  par  exemple j  foit  nulle»  on  fera  vx=  o.  Si  Ton 
fuppofe  nulle  la  variation  de  y,  on  fera  vy  =  o. 

3.TH]àoREME.  La  variation  de  la  différentielle  dunt 
txprejpon  V  ,  eft  toujours  égale  à  la  différentielle  de  fa 
variation  ;  c'efi-à^dire  ,vc^V  =  <f,{vV),  quelle  que  foit 
h  quantité  V  »  qui  tandis  qtCelle  croit  par  des  différen- 
tielles ,  refoit  auffi  une  Variation.  On  peut  confiderer  V 
comme  l'ordonnée  d'une  courbe  ^  <]ui  en  paffant  d'ua 
point  de  cette  courbe  à  un  point  infiniment  proche^ 
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devient  V  +  </V  =  V,  de  manière  que  <£V  =  V 
-Vj  donc  i;i/V  =  vCV'— V)  =  vV^— -pV.  Or 
ivV  exprime  la  différence  entre  v  V  &  vV  ,  donc 
v{V'—y  )  =  rf.  V  V  =«  V.  (fV  (  les  expreffions  iv  V  & 
i.y  V  ont  la  même  valeur,  ainfi  que  vdV  Scv.dW  )^ 

Corollaire.  Si  dans  Téquation  rf.vV=»  v.  rfV, 
on  écrit  ^  V  au  lieu  de  V ,  on  aura  i/.  v d  V  =  v.  id  V  ; 
orivV  =  vdV  ^  donc  ddvY  =  vddV  i  donc 
vdiV  =  dvdV  =  ddpV.  Si  on  écrit  encore  ici 
dy  pour  V,  on  aura  égalité  entre  ces  quatre  formes  : 
vdàdV  =:d.vd(iW  =.di.vrfV  =  ddd.vV  i  cnfuite 
entre  ces  cinq  formes  v.d^Y z=d.vd^y  =  dd.vd^  V 
=  dKvdy  =  (/4y  V,  &  en  général  on  aura  v.  rf*  V 
=  rf"».t;i/»  —  »V  =  /". y  V  (  nous  fuppofons  m  &c  n 
entiers ,  pofitifs  ,  de  manière  que  m  =  « ,  ou  -<  «  ). 
Eneénéral^  la  variation  d'une  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  eft  égale  à  la  différentielle  du  même  ordre 
de  la  variation. 

Remarque.  Ce  théorème  a  également  lieu  ^  quel 
que  foit  le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans  V  ; 
ar  dans  la  démonftration  on  peut  tenir  compte  de  la 
feule  variable ,  dont  on  confidere  foit  la  différentielle  , 
foit  la  variation  ,  fans  avoir  égard  aux  autres  varia- 
bles (  *  ). 


(*)   AinC   en    faifant   varier    x    dans   V»    on   aura 
9  (  —  J<f*=ifvV,    faifant    varier  jf ,    on   a 

vl—  )  d  y  r=s:  dvy  ,  ie  même  v   l  "^1  <^  f  = 

«  vV  5  donc  en  faifant  tout  varier ,  on  a  toujours 
y^V»>  d,vy.  Il  faut  £siire  attention  que  lorfqa'on  dit 

que  V  [rr^]  dx  ^ss  dvY »  on  fuppofc  que  x  fcul  reçoit 

une  variation 5  de  manière  qu'alors  vj(=o,  vç  =  o, 
Icc.  d>  ss  o  ,  <f  {  =s  o,  &c.  S'il  s'agit  de  faire  varier  y 
fcul,  on  a  ixso,  &  vxs-o,  </î  =  (Jc  vj==o,&c. 
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4.   Problème.   Etant  données  les  variations  vx,  ^y» 
dis  variables  x&y^  trouver  la  variation  de  la  formule 

différentielle  y  p  =  — •   Puifque  vdy  :=i  d,vy ,   &  que 

a  X 

vdx  «»  </.  v«  ,  la  variation  cherchée  vp  Ce  trouvera 
par  les  régies  ordinaires  de  la  différenciation ,  en  écri- 
vant le  figne  v  de  la  variation  à  la  place -du  figne  i 
de  la  diffiérenciatiqn  $   de  forte   que  1  on  aura  y  p   = 

dxv.dy  —  dyv.dx 

j — ;; •  Mais  par  le  théorème  précé- 
dent  vdy  ^=^  d.vy   &   vdx  =   d.  V  X  ;   donc    vp 

dxdvy  —   dyd.vx 
■^ ^-^ — \ ,  où  Ion  peut  remarquer 

que  y.ijif  =  V  (x  -H  ^^x)  —  y*  ,  &  dvy  =:  y  Çyh 
^y)  —  vy. 

On  trouvera  la  même  chofe  fi  onfubftitue  x-^^  vx, 
7  +  yy  9  au  lieu  de  x  &  de  y  $  car  on  aura  p  -^  vp 

_  à{y  4-yy)        ày  -hdvy 

=  77 — • r  —  3 — r-3 •   Or  à  caufe  de  p  ^ 

fl(«-hvx>        dx+dvx 

dy  Aiy\        dy-^-dvy       dy 

^,  on  zvpr^v  [^—)=^^^^^^-  —  ^ 

dxdvy  —  iy  dvx 

dx"-  * 

f.  Corollaire.  SI  Ton  fuppofe  que  x  augmenté 
de  fa  différentielle  eft  =  ;/,  &  que  celui-ci  augmenté 
de  fa  différentielle  devient  =  jc  $  de  manière  que 
l'on  ait  jf  -f-  1^ X  =  *',  j/  -H  </  j/  =  *'' }  que  Ton  faffo 
de  mêmey-^dy  =/,  y' +  ^y'  =  y" >  on  aura  dvx 
«=■  vi^  —  vx  ^  dvy  =  vy  -r-  vy  9  &  yp  = 
dx  {vy  —  vy)  —  dy  {vx'  —  vx) 

dx 
variations  d'une  des  variables  font  indépendantes  de 
celles  de  l'autre  variable^  on  pourra  fuppofer  yx  =  o^ 

dvy        vy*  —  vy 

vx'  =:  o,   &  alors  Vf  """""^ —  = Z '  Si  on 

ax   '  dx 

fuppofe  encore  que  y   feul  a  une  variation  ,  undi$ 

vy 
que  yy'  =  o ,  on  aura  yp  ==  —  — • 


^  3  &  parce  que  les 


Calcul  des  variations,    aoj 


éw  Remarque.  Dans  la  rëfolution  des  pfoblhnes 
des  ifopériaùtrts ,  on  a  coutume  de  confidérer  la  courbe 
variée  ^  comme  ne  différant  de  la  courbe  non  variée 
que  dans  un  feul  éléments  de  forte  que  Ton  fait  vj/ 
=o^yy  =  o,  yjf''=>o,  vy-=^Oî&c.  bien  plus  pour 
la  commodité  du  calcul  on  fait  y  x  =3^  o  >  de  forte 
que  toute  la  variation  fe  réduit  au  feul  élément  vji 

donc  alors  vp  =  —  3 —  5  &  cette  feule  variation , 

dans  une  fcuk  ordonnée  j',  fuffit  pour  réfoudre  tous 
les  problêmes  de  ce  genre  qu'on  a  réfolus  jufques  ici  ; 
nuis  fi  nous  voulons .  que  la  courbe^  cherchée  p\xiSk 
recevoir  certaines  déterminations  à  fon  commencement 
^  vers  fa  fin  >  il  eft  néceflàire  de  donner  aux  co-or- 
données  intermédiaires  des  variations  indéfinies  ,  de 
cela  doit  avoir  lieu  ,  fur-tout  fî  Ton  veut  appliquer 
certaines  recherches  aux  courbes  non-côntinues. 

7.  Problème.    Etant  données  les  variathns  vx,  vy 
des  variablts   x  &  y  »  fi  l'on  fait  dy  ^^^  pdx  ,   dp  ^=m 

dp         . 
qdx ,  trouver  la  variation  de  q.  Puifque  q  =  t"*,  on 

dip-^vp)  dp-^dyp 

^  ^^     ^     .   d(x-^vx)        dx'^dvx 

dp 
en  ôtam  q  d*un  côté  Scz—  ic  Fautrc  ,  on  aura  vq  =s 

■    a   X  .         V        ^ 

ixdvp  '-' ipdvx      ...    -,  ,^. 

■  — :: :— r .  ou  il  eft  a  propos  oc  faire  attention 

que  vàx  =  iyx,  &  que  vip  =^  ivp. 

dy       '  dp 

■ .  Corollaire.  Puifque  p  ==»  j—  ic  q  «==  - — ,  on 

dvy         pdv'x  évp       qdv^f^ 

aaray»=:  -^ '-: ,  &  yj  =  -3 —  —  "~3 • 

^        .dx  dx     '  ^  dx  dx 

Si  on  fuppofe  que  les  variations  de  a^  font. nulles,  oli 
dvy  dv  p 


l 
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8.  Problème.  Etant  données  Us  variations  de  deux 
variables  x  &  y  ,  déterminer  ïes  variations  des  rapports 
entre  leurs  différentielles  d^un  degré  quelconque.  Ayant  fup<- 
pofé  iy^^  pdM  ^  dpr^^dx,dq=:rdx,drT=sdx, 
-&c.  La  qtieftion  fe  réduit  à  afiîgner  les  variations  des 
quantités  py  q,  r,  s.&cc.  puîfqu^  les  rapports  des  dîf«- 
térentielles  de  tous  les  ordres  fe  réduifent  à  ces-quao*- 
tités.  Pour  ce  qui  regarde  p  6c  q,  nous  avons  déjà  vu 

dyy        pdvx  dvp        qdvx 

dq  dr 

mais  parce  que  r  ^  —  oc  s  ^^  ~  Jkc.  $  on  trouvera 

facilement  par  les  régies  de  la  différenciation  ,  en 

employant  leiîgne  v  au  lieu  de  d^  on  trouvera  ^  dis-^, 

dvq   .      rdvx  dvr         sdvx 

'    CoRoiiAiRB  I.  Si  on  attribue  des  variations  iy  8c 

d vy  dvp 

pon  à  AT.   on  aura  vp  =  — r-*  vg  =*  »  y^ 

*  ' .  dx  vx 

d  V q  ,  dp 

»=-  -; — •  Mais  à  caufe  de  o  s=  -r— ,  on  aura  en  fup» 

dx  dx  '^  ^ 

pofant  ixconftanr^  &  nullement  fujet  aux  variations  ^ 

ddy  dvy 

onaura,dis-je,di>  =  -^  ,  vp  —  ^^    j  &  vq^^ 

^^^y  r^       ■     ^         d^vy  d^vi 

■  -    ,  •  On  aura  auffi  vr^=^    ^  " .  '  î  v/«=«-t — t-;&c. 
dx^  dx^  d  x^ 

Corollaire  IL  Si  les  variations  de  y  font  fuppo- 
fées  nulles^  &  quon  fafle  en  même-tems  d x  confiant^ 

—  p.ivx                  — pddvx 
on  auri  y  />  s=   — 3 5  v  j  =  •: — i —  — 

iqdvx  — pd^vx  ^q.idvx       $rdvx 

.  ^-   >vr—    YT^         ({«*      dir^ 

-^pd^vx        ^qd^vx       (Srddvx       ^sdvx 

d**  i«»  <f«*  rf« 
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L'on  peut  remarquer  que  ,  quoique  i  x  foit  fuppofé 
confiant  ,  il  y  a  ici  des  différentieUès  des  ordres  fu- 
périeurs  de  la  variation  vx  ;  la  raifon  en  eft  que  les 
variations  des  valeurs  de  x  continuellement  augmentées 
a/,  «',  j/",  &c.  ne  font  pas  cenfées  dépendre  des 
différentielles. 

9.  Problème.  V  ^tant  une  fonâion  finie  compofie  des 
Vdrîattes  x,  y  ,  &  de  leurs  differeTttîelies  d'un  ordre  queU 
conque  ^  trouver  fa  variation.  Puifque  V  a  une  valeur 
finie,  en  faifant  iy  zszfdx^  dp  =r=  qdx^  dq  ^=^  rdx^ 

dy  d  p 

&c.  on  aura  p  =  3 — ,  ^  =  •;; —  >  &c.  &  les  différen- 

ax    '  ax 

tiellesdîfparoîtront  dans  TexprefTion  V  qui  deviendra  une 
fonâion  des  quantités  finies  x,y,  p^  q^.&:c.  Donc  fa 
différentielle  aura  toujours  cette  forme  dV  =  Mdx 
4-  Ndy  -^Vdp  -+-  Qdg  +Kdr  3cc.  Le  nombre 
des  termes  étant  d'autant  plus  grand  qu'il  y  a  des  dif- 
férentielles plus  élevées  dans  V.  Maintenant  pour  avoir 
la  variation  vV,  il  faut  ,  félon  ce  que  nous  avons 
dit  çi-deffus  (  2  ) ,  fubftituer  dans  V  au  lieu  des  va- 
riables Xyifyp^^y  &c.  Ces  mêmes  variables  augmen- 
tées de  leurs  variations ,  &:  du  réfultat  retranchant  V , 
il  reftera  v  V  5  ce  qui  fait  voir  cju'on  peut  trouver  v  Y 
parles  r^les  ordinaires  de  la  différenciation,  en  chan- 
geant le^^ne  d  en  v.  Ceft  pourquoi  fi  dans  la  diffé- 
rentielle ci-deflus  on  fait  le  changement  ,  dont  nous 
venons  de  parler  ,  tious  aurons  la  variation  cherchée 
vV=aMv«-|-Nyy-4-Pyp  +  Qy^.-+-  Rvr  &c. 

Corollaire.  Si  Ton  fubftitue  dans  cette  équation 
\£&  valeurs  que  nous  avons  trouvées  dans  le  problême 

précédent,  on  aura  vV  =  ^lv«  -H  N  vy  •+-  -z — X 

(Vdvy  +  Qdvp  -H  Kdvq  +  &C- )  —  "T^'CP? 

ax 

■♦•  Q  ^  +  R  ''  +  &c.  ).  Si  les  variations  de  x  étant 
fuppofées  nulles,  on  fait  encore  «^x. confbnt,  on  aura 

w      ^,  l^^'^'V        à^ddvy        Kd^vy 

•''</«  dx^  '  dx* 


,^' 
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i  dx 
Exemple  I.  Soit  V  =  -3—  qui  eft  rcxpreffion  de 

«y 

la  fous-tangente.  A  caufe  de  dy^^  pdx ,  Ton  aura  V 

=  —,  &  la  variation  v V  devient 5  fi  on 

P  ^  P  PP 

V  y 

fubftituc  la  valeur  de  v/»,  on  trouvera  vV  =  — 

P 

ydvy  ydvx  dx  ydx 

ppdx   ^       pdx  dy        ''  dy^ 

-^^•dvx.    Cette  dernière  formule  fc  tire  facilement 

dj^ 

de  la  différenciation  de  la  formule  propofée. 

Exemple  IL  Soit  V  = 3 *  expret 

dy 

fion  de  la  tangente.  A  caufe  de  ^O'  =  pi* ,  on  a  V. 
?^J  Vd+PP)  &vV  =  y  >/(i  +PP)  — 


iiii  ■ 


yvp 


,,         — r,  à  laquelle  on  peut  donner  la  forme 
ffpVCi-^PP)  ♦ 

V  (dx''  4-  dy^)  ydx 

dy  -^^  dy'-.y/idx^'^dy'-)^         ^ 

—  dy  dv  x). 

1 

Exemple  III.  Soit  Y  ^  i^^^làL^lH^  A  caufe 

dxdd 

ac  dy  =  pdx  y  8c  it  dp  ^  qdx ,   on  a  V  =-t 

RïMAROUB.  Si  l'on  avoit  une  fonûîon  j  de  « ,  j»  & 

de 


. 
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de  leurs  difFérenticlles,  ÎRfinie  ou  infiniment  petite,  en 
faifant  dy  =^  pdx ,  dp  =^  qdx ,  &c.  i  on  la  réduiroit 
toujours  à  cette  forme  V dx""  ,  V  étant  une  fonâioo 
finie,  des  quantités  *,  y,  ;>>  &c.  Cela  pofé,  ccne  ex- 

Çref&on  fera  infiniment  petite  ,  ou  infinie  »  félon  que 
cxpofant  n  fera  pofitif  ou  négatif.  Suppofons  que  la 
différenciation  ordinaire  donne  dV  =  tAdx  ^^  ^  dy 
-hVdp  +  &c. ,  d*où  Ton  tirera  facilement  la  valeur 
dcvV.  Mais  la  variation  de  V<f*'*  eft^^iV^*"""'  dvJà 
+  d X  *  vV' ',  donc  la  variation  vj  fera  =;/iV  ^jff*"^Vvji? 
+  dx\  (  M  v«  -i-  N  yy-(-  ^'^P  &c.  )  ,  formule  dans 

àvy^—'pdvx 
laquelle  il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  vp=2=  — 


dx 

dv  p —  qdvx 
de  vq  =  Z >  &€• 

10.  Théorème.  V  étant  untformult  difinntitUt  qui 
contienne  non- feulement  x  &  y  9  mais  encart  les  dîfféren-^ 
tielles  itun  crdre  quelconque  de  ces  mêmes  variai  les  ,  J0 
dis  que  {a  variation  de  la  formule  imégraie  S.  V  fera  tou," 
jeurt  égaie  a  -t intégrale  de  la  vatràation  de  ia  mime  for^ 
mule;  cefi^a-dire  ,  q[ue  ton  aura  v  S.  V  ==  S.  v  V.  Lorfque 
Vpifle  de  fon  état  non- varié  à  fon  état  varié  »  il  devient 
y  4-  vV  $  ainfi  la  valeur  variée  de  la  formule  propofée 
cftS.(V-f-  vV)  =  S.V  +S.vV  }  mais  vS.V  = 
S.  cV+i;V)  —  S.V  =S.vVj  donc  &ç. 

Corollaire  !•  Etant  donc  propofée  la  formule 
intégrale  S.V^x»  l'on  aura  fa  variation  vSV.^x  «*« 
Sm^ dx")  =  S.{V vdx  -^  dxvY )^  S.Y.dvx'^ 
S.ixvV  ,  à  caufe  de  vdx  -=.  dvx* 

Corollaire  II.  Ayant  foppofé  i;*  =  r,  pour  avoir. 
ivx  =  dt  àfeaufedcS.Vi^.v»  =  Vr~S.rrfV(*), 
on  aura  vS.Vdx  =  Vv«  —S.dVvx  H-  S.dx.vV 
s:yvx^S.(dx.vV  —dV.vx). 

Remarque.  Puifque  vS.V  =  S.vV,  on  peut 
donc  changer  le  figne  d'intégration  S  av^c  le  figne  v 


(*)  Pit  k  même  raifoD  que  S.pdx  ^^p^x  ^  S.  xdfi 
Tome  r.  O 
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ie  la  varUtîoti ,  comm€  on  peut  changer  (  par  lé  théo- 
rème ci-deffus  ^  )  le  fiône  de  la  différenciation  avec 
celui  de  la  variation.  Non -feulement  cela  a  lieu  lorf- 
qu'il  s'agit  d'un  feul  figne  S  ,  mars  cela  doit  encore 
^entendre  des  intégrations  Tépçtées  ;  de  forte  que  la 
;ariationdeSSVeft===vSSV  =  SvSV==S^vV. 

II.  Problème.   Si ^ ayant  Juppofé  dy  =  pdx  y  di 

=  ^Hx',  dq  ==  rdx  ,&c.  yVifi  tint  fonnîon  dts  ^an* 
titls  x^y  j  P^  ?  1  &^«  j  trouver  la  variation  de  la  formule 
întégraU  S.Vdx.  Nous  venons  de  voir  (lo)  que  la 
tariatioTi  de  cette  formule  croit  f  S.V<?x  =  Vvx  — 
c  ^  V  vx  -4-  S.  (fjc.  V  V  (  A  ).  Mais  l'on  peut  fi|pppfcr 
^V  =M^*^-  Ndy  -h  Vdp  -+-  Qdq  tcc. ,  &  par 
conféquent  ^V  =  Mv:«  -H  Nvy  ^  Vvp  &c.  Sub- 
ftituant  ces  valeurs  de  ifV  &  de  vV  dans  1  équation 
A  ,  il  vient  vS.Vd;:==  Vvx  •+;  Sd*  (Uvx  + 
Nvy  H-  Vvp&cc.)  —S.vx  {Uix  +  Ndy  -H 
P  dp  &c.  )  5  mais  paicc  que  les  parties  qui  dépendent 
de  M  fe  détruifent .  on  pourra ,  en  feparant  les  par- 
ties félon  les  lettres  N,  P  ,  &c.  repréfenter  la  varia- 
tioh,  pat  réquation  vS.Vdx  ^Vvxf  S.N  (  rf*^y 
Zd/vx)  -f-  S.V(dxvp  ~  dp-ux)  +  b.Q{dxvq 

■     dvy  —  pdvx 
^dqvx)  &c*  Mais  parce  que  vp^ -r^ ,  I  on 

a  dxvp  =*  d'v.jr  —  pdvx  ;  on  a.  dé  même  dxvq  -=^ 
dvp—q'dvxi  dxvr  =dvq  —  rjv*;&c.  &  déplus 
totï  ^  dy^^f'dx  i  donc  en  fafbftituant  ces  valeurs  on. 
SUTâyS.Veî*  —  Yvx-tSNdx  (vy  ^p^x)-h 

SP^.  Uy  ^7>vx)  +  SQd.{vp  —  qvx)  &c. 
Pour  réduire  encore  cette  e^preffion ,  on  remarquera 

i  vy  —  pdvx  —  dpvx    ^ 
que  vp  —.  q^x  ==»  —■         JT"^        ^"^■" 

dAvy^^pvx)  dvp-fdvx-dqvx 

: J—^—'y  vq^rvx-  ^^ 

d.CvP^Y'VX)                            dvq--rd^X^dryX' 
Tx >^^-^^*. Tx 
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dt  1         dt     ' 

on  aura. y;^  ^-qvx  =*^-7"/  vq—  rvx-eistrTr-  rf.V^  a 

1  i  dt 

vr—  ivj*  =>  -3—  <f.  -7-  </.  -7—  5  &c.  &  de  cette? ma- 

a  X  u  M         a  X 

nÎCTC,  en  éliminant  les  lettres/»,  q,  r ,  &c. ,  nous  aurons 

%i.V  àx  *=Y  vx  +SNix.t  +SV  dt  ^SQi.  ^ 

dx 

1    .      dt  ^  ^^        I  1         ir' 

dx        ax  dx       dx       djf 

f  T  f  dt 

Si  à.  -7—  d.  "T'*  rf"r"  d.  77-  &c. ,  fbrjmulc  dans  la- 

dx        dx      dx       dx  r , 

quelle  la  lot  de  la  ptogreflion  e^  nHUiifi^etf. 

Rekarqu^.   La  première  partie  V^»  eft  ^é\\¥tét 

<ie  tout  figoe  d'iméçratioÂ  $  la  féconde  paraer$Np(j;t?.t 

—  SNrdx;  la  troificnie  partie  S  Pdf  y  peut  s'èxpri-^ 

ner  aînfi  SV  dt^^^t  •—  btdV  %  Ja  quatrieaie  partit 

dt  dt   .  ^     dt       '         '       '  dt 

^       dx        ^    dx  dx  rfj» 

»=i  S. -y*  ^/cft=  ^*  r  -7  Sri,  —  ideioxtequBla 

</r       ^Q  dQ 

qpatrierae  partie  eft  =  Q.  j ^«  r-t-  S 1.  <^.  -j-^ 

1        dt  i        de 

La  cinquième  partie  S  R  i.  jr-  </.—=«  R,  —  </.  — -  • 

,*R     dt    .^.  .   .  ^R^^f       dK  dt      ^    1 

-S.-y-d.  y—'  Mais  S.  7-  i.7—  ™  7— • -T S.  ;t— •- 

i/j9     i/«  d»     dx        dx  dx  d'X 

flR  ^     I      .  ^R    .  I    >     <R 

i.-j-dt  ;  &    S.  7—  d.-T—dt  «=-7^-V.r-*  / 

ax        '  a;e         aw  d»        dx 

l         dK 

^*td' — •  d- — 5  de  maniete  que  la  cinquième  partie 

■^      1          dt        dK     dt    . 
peut  s'exprimer   ainfi  R.  —  d.  ^ ^  T"*  "T"  "^ 

i        dK  1  rfR       . 

:r-  d.  —-•  t  —  s  td.  7-«  d.  7—'    On  trouvera  de 

ox        dx  dx  dx 
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l  l         d  t 

même  que  la  fixîcmc  partie  S  RV.  -—•  d.  -r—  d.  - —  cft  =• 

^  d  X         dx      d  X 

„,    I      ,    I         di        étRf     1         dt         I         dRf 

dx        dx  .    dx         dx    dx       dx        d,x       dx 

dt        \    /  i      dV^        ^        I        i       dR! 

dx       dx      dx       dx  dx      dx       dx 

ainfi  de  fuite  pour  les  parties  fuivantes. 

12*  i^ROBLEME.   Suppofant  toujours  dV  «^  M/^jr  -4- 
N^jf  +  l^dp  -^Qdq-^-  &c,,  &•  dy  ^pdx>y  dp  — 
9^x  *  0*^' >  exprimer  la  variûticn  de  la  formule  intégrale 
oV dxy  en  Juppbfant  des  variations  à  x  tf  à  y ,  de  ma- 
nière quil  né  fe  ttouve  aucune  différentielle  des  variations 
ajfris  le  Jigne  d  intégration.    Si  on  difpofe  paf  ordre  Jes 
transforâiattons  qu  on  vient  de  faire  dans  le  problême 
précédent ,  on  pourra  difpofer  fous  le  iigne  d'intégra- 
tion toutes  les  parties  qui  en  font  affeâées,  en  rédui- 
fant  ces  parties  en  une  fomme  ,  &  nous  diftribuerons 
les  autres  "parties  ;  oue  nous  nommerons  ahjolues^  en 
di£Rfren$  membres  »  relativement  aux  variations  de  x  &  de 
y  Se  leurs  différentielles  ^  de  forte  que  r  ayant  la  même 
fignification  t]uè  dans  le  problème  précédent ,  on  aura 

TSV^*=«Sr(î*(N— 7"--+-  :j— d.T^—  7-</.*  i.  -j- 

\         dx        dx      dx       dx     x     dx 

^    *    .    I        ï    ,  ^fR'  \ 

H-  3 —  tf.  3 —  d.  ' —  a.  3 &c.  I 

dx       dx      dx       dx  / 

+  Vv*-hr  f  P-^--:^H-3_  j. Sec.) 

\        dx       dx       dx  J 

,    àt  /^       rfR    .      I        dK'  \ 

dx   \^       dx         dx       dx  J 

^J^^d^K^'-J^'^^-) 

1+  &c. 
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ij.  Corollaire  I.  Si  l'on  fuppofe  dx  conftantj, 
Ion  aura  la  formule  fuîvante  que  j'appellerai  (A)  : 


ySVrfjr=Srrf* 


«JQ      «JrfR      d?R^ 


r 


dR    im^     \ 

rf*  V^      d*  +d«*  ^^') 
dit  /  rfR'  V 

dit 

-H  &c, 

/  dp 


&c 


•) 


■vy 

tvy 
~d7 
d  dvy 


dx 


&c.) 


(q. 


dK 


dx 
rfR' 


Se« 


) 


»  -♦  »  ►      , 


dx 

&c. 


(R'-&c.), 


ai  fuppofant  que  Us  variations  de  x  font  nulles  j  car 
«ors  t  ^pj  —  pvx  c&^  vy  3c  Wvx^Q. 

14.  Corollaire  IL  Si  on  fuppofe  vy  :  vx  ::  p 
î  ï  ::  rfy  :  </x,  on  aura  pvx  ^^  -vy  Se  t  =  vy  '-^ 
pvx  =  o  ,  3t  dans  ce  cas  toute  la  variation  de  U 
formule  SV  dx  fc  réduit  iVvx.     ' 

Kemab^QU^  l.,  S'il  cft  quçfUon  d'une  ligne  courbe^ 

O3 


*mm 
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la  première  partie  intégrale  embrafTe  toutes  les  varia- 
tions qui  ont  HeU  depuis  le  commencement  jufques  aa 
terme  auquel  fubfiftent  les  co-ordonnées  je  &  y  y  mais 
les  parties  abfolues  fe  déterminent  feulement  par  les 
variations  qui  ont  lieu  aux  extrémités  de  la  courbe  \  c'eft- 
à-dire ,  aux  points  correfpondans  aux  ordonnées  extrêmes. 

ij.  Remarque  IL  Dans  le  cas  où  SV</>p  devra 
être  un  maximum  ou  un  minimum  ^  on  fera  fa  variation 

dV        ppQ 

«=  ©  :  or  alors  N  —  -: h  3 — r  &c.  doit  êtrc*évi- 

dx         a«* 

demment  =  o.  Mais  cela  ne  ftifHt  pas  »  il  faut  encore 
fuppofer  égales  à  o  ,  les  parties  abfolues^  en  quoi 
confifte  Vappliçation  aux  deux  bouts  de  la  courbe.  Car 
la  nature  de  la  courbe  eft  exprimée  par  cette  équation  ^ 
qui. à  caufe  des  différentielles  des  degrés  fupé rieurs  ^ 
doit  renfermer  autant  d'intégrations  &  autant  de  con- 
Ihiftes  qu  il  eft  défigné  par  Tordre  de^  différentielles. 
Or  ces  confiantes  font  déterminées  par  les  parties  ab- 
folues  y  8c  c*eft  par-là  qu'on  peut  fatisfaire  11  certaines 
conditions ,  comme ,  par  exemple , que  la  courbe  foit  ter- 
minée à  certaines  lignes  courbes  >  &  même  fi  cette  équa* 
ti'on  eft  du  quatrième  ordre ,  ou  d*un  ordre  plus  élcvë, 
le  nombre  des  partfes  «bfolues  eft  augmente ,  &  alors 
on  peut  exiger  que  If  courbe  ait  à  fes  extrémités 
une  certaine  ^if^ion  ^  &  fi  Téqusition  eft  encore 
plus  élevée ,  on  peut  demander  que  la  courbe  ait  à  fes 
extrémités  un^  certaine  courlnire  déterminée.  Au  refte  , 
en  paflant  aut»c  applioations  ,  il  a  accoutumé  d'arriver 
que  la  nature  des  quibftions  embraffè  des  conditions  aux- 
quelles on  peut  facilement  fatisfaire  par  les  quantités 
abfolues.  -  .       '   •     ; 

16.  Remarque  III.  Puifque  nous  avons  confideré 
la  chofe  dans  un  fens  très-étcndu,  en  donnant  à  «  & 
àvjcde^varialioiîs  quelconques  indépendantes  de  toute 
loi,  &  cela  dans  tous  les  points  dfe  lâ'couVbe,'!!  eft 
évident  qu.e  la  variation  qui  convient i..coui;ie;  la. courbe^ 
d6it' dépendre  non-feulemeot  dès  variatipus  extrêmes, 
riifîs  encorç  de  toutes  les  intermédiaires.  D'oà  il  fuît 
A^idemment ,  que  d  par  hafard  la  quantité  V  eft  de 
telle  nature  que  la  formule  V  (^ x  foit  intégrable ,  fans 
qifil  y  ait  àUcune-  relation  entre  les  vtriàbtes  ac  &  y. 
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• 

&  qae  S.Ydx  fok  une  fonâion  abfolut  (*)  des 
quantités  x,yy  pt.àcc.y  dans  ce  cas  auffi  la  variatiofi 
ne  peut  dépendre  que  de  la  variation  des  élétnens  ex- 
trêmes s  &  ain0  la  partie  incésrale  de  la  variation  doit 
s'évanouir  y  ou  être  ^^  o  j  d'oà  Ton  tire  le  beau  théo^ 
réme  fuivant. 

17.  Théorème.  Ayant  fuppofè  dy  ==  pdx,  dp  =i 
qdx,  dq  =  rdXy  &c,  fi  y  eft  une  fonélion  des  varior 
lits  Xy  y,  Py  &c,  ,    telle  qu  ayant  fan  <^V=«=M<f;f  + 

dV        ddO 

Ndy  ^  Vdp  -H  &c.,   ton  ait  N  —  3 h  t~V  — 

'  dx        dx^ 

d^K 

7 — j-  +  &c.  =^  o ,   */ï  faisant  d  x  confiant  ,   ia  fcrmuit 

àifirentîtiU  Y  dx  fera  intJlgratU  par ■elU'-mimt ,  fans  ita" 
hlir  aucune  relation  entre  x  &  y  »  &  réciproquement,  £n 
,        ^P         ddQ 

effet .  fi  N  — ^  'Z — T  &c*  =  o  ,  dans  ce  cas  la 

*  dx         dx^  . 

variation  de  la  formule  intégrale  S.Vdx  ne  renferme 
aucune  formule  intégrale»  &  par  conféqiient  pour  chaque 
pofition  des  co-ordonnées  x  &  7  ,  elle  dépend  des 
feules  variations  extrêmes  -y  ce  qui  ne  pour/oit  nulle- 
ment avoir  lieu  fi  la  formule  V dx  Ce  rcfufoît  à  Tin- 
tégration  ,  parce  que  dans  ce  cas  la  variation  dépen- 


(  *  )  La  nature  des  fendions  exige  qu'aufli-tôt  que  les 
variables.,  dont  elles  (ôiu  cbmpofécs,  reçoivent  une  valeur 
ii^reriDÎnée  ,  la  valeur  de  la  fondion  foît  déterminée; 
Ainfi  en  fuppofaiu  V  =  *y ,  la  fonâion  V  fera  =  It, 
Cl  X  =:  6  èc  y  =  l'y  mais  une  formule  intégrale  S,Y dx 
ne  peut  être  regardée  comme  une  fondioo  des  variables 
*»y>P>  &C'  ^  moins  qu'elle  n'admette  ririicp;ration  > 
car  autrement  en  donnant  des  valeurs  déterminâmes  aux 
variables ,  on  ne  déterminera  pas  la  valeur  de  la  formule^ 
En  fuppofant  ,  par  exemple ,  ac=^i&y=5.,on  ne 
çonDoit,pa^,pour  cela  la  vaLcur  de  ^jLdx  ^  k.rooins  que 
Ton  ne  connoiiTe  la  relation  entre  y  &  x  ;  mais  dans  ce  cas  la 
formule  oc  oonticDr  réelleaienc  ou  un»  feule  variablcr 

o  4 
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droit  encore  des  variations  intermédiaires  (car  Tinr^ 
gration  renferme  cous  les  élémens  intermédiaires  ).  D^oà 
il  fuit  que  toutes  les  fois  que  notre  équation  a  lieu , 
la  formule  V^x  admet  l'intégration  ;  de  forte  que  dans 
ce  cas  S.V  dx  eft  une  fonâion  déterminée  des  quan- 
tités X,  y,  p y  &c.  qui  font  qoe  notre  équation  a  lieu^ 
&  fans  quoi  elle  ne  pourroit  fubfiller.  Réciproquement 
toutes  les  fois  que  la  formule  différentielle  y  d  x  ^tt 
intéerable  ,  8c  que  par  ç^onféquent  S.  V  j  x  eft  une  vraie 
fonâion  des  variables  *,  y,  p,  &c.  fa  variation  dé- 
pend uniquement  des  variations  extrêmes  de  x  &:  de 
y ,  &  les  variation^  intermédiaires  ne  raffeâent  nul- 
lement s  donc  il  eft  néceffaice  que  la  partie  intégrale 
de  la  variation  s'évanouifle  ;  ce  qui  ne  peut  fe  faire^ 

i.  moins  qu'on  n*ait  Tcquation  N  —  -j —  -f-  &c.  «=o; 

&  ainfi  le  théorème  inverfe  eft  encore  vrai. 

i8.  Corollaire  I.  Voilà  donc  un  figne  bien  digne 
de  remarque  y  par  lequel  on  peut  juger  u  une  équation 
différentielle  a  deux  variables,  &  qui  renferme  des 
difTérentielles  d'un  ordre  quelconque  ,  eft  fufceptible 
d'intégration  ou  non.  Ce  figne  eft  bien  plus  étendu 
que  le  figne  affez  connu  par  lequel  on  a  coutume  de 
juger  de  Tintégrabilité  des  formules  différentielles  du 
premier  degré.  Suppofons  i^.  que  Ton  ait  l'équation 
(ly  =M^x  +  Niy,  V  étant  une  fonâioo  fans 
différentielles  5  la  formule  Vrfx  ne  peut  être  intégra- 
ble,  à  moins  que  N  ne  foit=»o,  c'eft-à-dire,  à  moins 
que  V  ne  foit  une  fonâion  de  x  fans  y  >  ce  qui  eft 
évident. 

19.  Remarque  I.  Pour  faire  mieux  fcntir  futilité  du 

p        xpp       xq 
théorème ,  fuppofons  V=  — H  —  ,  pour  avoir 

^  y       yy       y 

X  dy         X  p  ' 

S- Vdx  =  —; —  ==  —  (  *  )  i  donc  la  formule  ditfé- 
ydx  y 


(*)  Ou  trouvera  facilement  U  valeur  de  Y, -en  faxiknc 
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I 

rcmiellc  Vi/«  =  (  — 1 )  </xcft  intégra- 

\y  y y  y     J 

blc  par  elle-même.  Vojrons  maintenant  fi  notre  théorème 
indique  cette  inrégrabilicé  :  comparant  la  différentielle 
rfV  avec  la  formule  d\  «=  Mtf«  -f-  l^dy^Vdp^ 

Qiqt  nous  aurons  M  = +  —  j  N  = 

yy        y  yy 

yixpp         xq  I         xxp  ^     xM  ' 

yî  jy  y       yy       ^      y 

^,     dV      ddQ 
parie  théorême,N— H  —^  =»o,  &  par  conféqucnt 

N  =  3 7— -•   De   plus  7-  = r- 

dx         dx^  '^       dx         yy  y' 

ixq       dQ        I        xp  ddQ       — ip 

yy         dx        y        yy  dx^  yy 

ixpp         xq  dl?        idQ  ^  p  2.xpp^ 

y>  y^  dx        dx^  yy  y^ 

X  q 
—  —  =  N  ,  comme  le  demande  le  théorème. 

yy 

20.  Remarque  IL  Lorfque  la  formule  différentielle 
V  dx  .eft  intégrable  par  elle-même ,  &  que  par  con- 
fcquent  ayant  fait  rf  V  ^=  Mdx  -i-  Ndy  -^  l?dp  -H 

dP 
Qi^  -f-  &c-.  Ton  a  par  le  théorème  ,  N  —  ^ —  + 

ààQ-  ,  , 

'      j— ;    &c.  =  o,  on  peut  en  déduire  de   beaux  corol- 
dx^  ■  .         . 


x  dy  ^ 

▼aricr  dans   ——5  1^,  x^  i^.  7  »  5^*  ^y  7  divifant  le  rc- 
y  d  X 

fuluc  foi    dx  9    &    introduifant    enfuice   p  au  lieu    de 

d  y  d  d  y  , 

T^  &  tf  aii.lic4B  de  -: — r*  Od  fuppofc  ^*  confiant. 
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laires.  Car  i^.  puifque ,  en  multipliant  par  dx  &  in- 

dQ       ddK 
tcgrant  ,onaSNdx  —  P-f-  -p-  —•  ^ — r  +  &c.  *=»> 

A,  il  eft  vifible  que  la  formule  N^jp  ett  encore  inté- 
grable  par  elle-même.  t^.  £n  multipliant  la  dernière 
équation  par  ^  x  &  intégrant ,  l*on  aura  Sdx  (SNdx 

^P)^Q-~^j^  &c.  ==  Ax  +  Bjd'où 

il  fuit  que  la  formule  d  x  (  Sli  d x  —  P*)  admet 
rintégration.  On  trouvera  enfuite  de  la  même  manière 
que  la  formule  dx[Sdx(SNdx  —  P)  +  Q  ]  eft 
encore  fufceptible  d'intégration  &  ainii  de  fuite  -,  d'où 
Ton  peut  tirer  le  théorème  fuivaot  très  -  digne  de 
remarque. 

II.  Théorème.  Ayant  fait  dy  =  p  d  x  ^  dp  =qdx  ^ 

&c,  fi  V  tji  une  fonction  des  variables  x^y  y  p  y  &c. ,  teiU 

que  W  dx  foie  intégrahlt  par  elle-même ,  alors  ayant  fup^ 

pofé  dV  =  Mdx+Ndjt  -^  ?dp+&c.,  les  formules 

fkivaates  feront  intégrables  par  elles-mêmes, 

i^,  La  formule  N  ^x  fera  intégrable  par  elle*même  , 
&  ayant  fait  P-;-  SN(fjc=  A,  on  trouvera  i®.  que 
Adx  admet  l'intégration 3  &  ayant  fait  Q  —  S  hdx 
==  B,  on  trouvera  3°.  que  Brf«  eft  intégrable  par 
elle-même  5  faifant  enfuite  R  —  SB(fjif  =  C,on 
verra  4°.  que  la  formule  C  J  jc  eft  intégrable.  On  verra 
de  même  qu'en  faifant  R'  —  S  C  ^  ;r  =  D ,  la  formule 
Difxfera  intégrable  par  elle-même  5  &  ainii  de  fuite. 
Tout  cela  eft  évident  p^r  le  théorème  précédent.  ,  . 

22.  Corollaire  I.  Puifque  V  eft  une  fonâion  des 

ày  d  p 

quantités  x,  y  ,p,  &c.  &  que  f  =  3 — >  î^*  7~>  &^' 

Les  quantités  M,  N,  P,  &c.  qui  en  dérivent  par  la 
différenciation  ,  peuvent  être  repréfentécs  de  la  manière 

fuivante.  M  =  (-  )  ,  N  «  (^)  ,  P  .=.  (7;)  î 
Q  =»  \^~)  iSec^  donc  fi  Vif  ;ç  eft  intcgrsd)lc ,  )M  d  *  ==« 
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/dV\  f 

{ r— 1  ix  ^  fera  auf&  imégrable.   Par  la  même  raifoa 

cette  formule  (j — -j  dx  doit  être  intégrablc  (*), 


auffi-bîen  que  les  formules  [—j^ — ~)  ^*f  v^"^j  ^'^ 
&c. 

25.  C  o  R  o  LL  A  I R  E  II.  Parcc  que  le  nombre 
des  lettres  P  .  Q  ,  K  ,  &c.  dépend  évidemment 
^u  degré  des  aitférentielles  qui  fe  trouvent  dans  la 
formule  V  dx  ,  &  que  toutes  les  lettres  ultérieures 
s'évanouiffent ,  les  lettres  A,B,C»  &c.  qui  en  déri- 
vent y  doivent  à  la  fin  s'évanouir ,  ou  fe  changer  ea 
fondions  de  la  feule  quantité  x ,  autrement  les  inté- 
grations fuivantes  ne  pourroient  avoir  lieu. 

Soppofons.  que  S.Vrfx eft  = — tt *  Ayant 

xdxddy 

fait  les  fubfiitutions  dy  =  pdx,  dp  ^^  qdx ,  dq  =^. 
rdx,  &c.,  l'on  pourra  exprimer  la  fonûion  V  de  cette 

i  l 

manière    V    «=» '^ ?  ^  ,  ^ 

xq  xxq 

^yp  Vli-i-pp)   _  yr(i  -^  pp)" 


X99 


D'où   Ion 


'  (*)  De  forte  que  {\\z — )  ===  Wat  ,  cette  formule  ne  peut 

ctrc  intégrable,  à  moins  que  \j — )  dx  :=:  (  - — ij  dx, 

oe  le  foit  aufli  5  &  celle-ci  ne  peut  écre  încégrable  que 

/dddV.     . 

T"T — :  )  ^*  «K  le  foit,  &  ainfi  de  fuite. 
\dyiy 


\ 


s 
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—  (  I  -f-pp)^ 
pourra  tirer ,  par  la  différenciation ,  N  =  - — ; 

X  X  ç 

± 

5ypV(i'+-pp)     iyd-hipp)      jypry/ji+pp) 

xxji  xV(l+PP)  xqq  * 

1  l  Z 

— p(i+pp)'  ^y(i+pp)"      ^yrji'hpp)'- 

xqq  XXqq  xqqq        * 

*"  —  •  Maintenant  N<î*doit  être  în- 


xqq 

tégrable  ,  &  en  e«Fct  l'on  a  SN  dx=  ^^^^^^  . 

xq 
La  formule  (V  —  SUdx)  ix^  A  dx,  devient  «* 

ipdy  V  (  1+  pp)         jypdx  V(i  -i-pp)^ 

X  q  X  X  q 

Sydx(i  +  ipp)         jypdq  V(l+pp)     _.  „       . 
-^  ,y, — ; X •  Si  Ion  m- 

tègre  le  dernier  membre  ^  en  confidérant  q  feul  comme 

J  yp\^(  1  '^PP) 
variable ,  l*on  trouvera •  .Mais  en  diP- 

xq 

férenciant  cette  quantité  ^  on  trouve  la  ^iflRérentielle 

iypV(^+pp) 


X 


,  A  J  X ,  ce  qui  fait  voir  que  S.Adx  = 

Maintenant  fi  dans  la  valeur  de  Qd  x  on  fubftitue  dq  au  liea 

dp  dp 

de  r  dx  ic  —  au  lieu  de  dx  =•  — ,  on  aura  Bd* 

dp 
=  QJx  — •  dxS'Adx  ^^  Qdx  —  ' — S.Adx^  cu^ 

ï 


mOm 
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«-  -2. 

hj         —.^yÇi  +  pp)''   ^  ydx(i+pp)' 

* qq  q  **f ^ 


? 


iydy(i«f-pf>)'       iypàpy/{î-^pp)       , 

«—^ 1 •  X,  intégrale 

X  j  3  xqq        •  ^ 

da troiiieme  membre,  prife  en  conftdéraiit  q  feul  comme 
variable^  donnera =S  B  d*.  La  qua- 

xqq 

trîeme  formule  donne  C  =  R —  SBi?*  =  05  ainfi 
non-feulemenc  CJx»  mais' encore  toutes,  les  formates 
foivantes  doivent   être  cenfées  intégrables. 

14.  Problème.  Ayant  fait  :{^==^.Smdx  ,  m  étant  une 
fonâion  des  deux  variables  x  &  y  &  de  leurs  différentielles  j, 
dy=^pdx,dp'^^qdXidq^^rdXy  &c,  fi  \  exprime  Une 
fonâion  de^  ^  de  confiantes ,  trouver  la  variation  de  Cinn- 
grêle  compliquée  SV  dx.  À  caufe  de  i  =  Smdx  îf 
eftvîfible  que  S  Vrfje  eft  une  intégrale  compliquée.  Par 
ce  que  V  eft  une  fonâion  der  &  de  conftantes^  fuppofon» 
dV  =  ndy  ^  &  qu'alors  l'on  ait  pour  la  fonâion  m 
h  différemicire  dm:^Mdx  +  Wdy  ^  l^dp  4- 
Qfàq  8cc.  Cela  pofé^  puifque  la  variation  cherehé# 
c&vSVdx^Sv(\fdx)=S(vVàx+Yvdx(^)', 
&  que  par  la  réduâion  dont  on  s'eft  fervi  dans  le  corol- 
laire fécond  du  théorème  ci-deffus.  (  10),  vSVrfx  =• 
Vyjtf-f.S.  (^xvV  —  dy  vx)y  &  parce  que  de  plus 
Ton  a  par  hypothèfe.  ^V  =  «rf  j  ,  on  aura  donc  aufli 
i^V  =  ttvt(.  Mais  à  caufe  de  ç  =«  Sm(f  jc,  on  aura 
dx  =  mdx,  Se  par  conféquént  dY  =^  n.  m  d  x  ;  8c 
alors  vj  =  vSmdx  ^=»mvx  -j^  S  (dxvm-^  dmv x) , 
&  par  conféquént  rV  ==*«. ff2vx+  nS  (dxvm  — 
dmvx)\  donc  vSVd*==sVvx+  S[n,rr^dxvx-\* 
nàxS(dxvm  —  dmvx)  —  n.mdxv x'\  «=  V  vx  -f- 
Snàx.S(dxvm  — fi /wv*),  équation  que  nous  défigne- 
ions  par  (  fi  ). 

(*)  v{Sdx)^  vV.  dx  +  V.vdx,  par  la  mémo 
laifon  que  d{,y p)  ^p*d\  +y.dp. 
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Suppofons  que  l'intégrale  S.ndxcH  =zg^  Téquarion  B 
donnera  l'équation  (D)vSyix  =  Vvx+gS(dxvm 

—  àmvx)  —  Sg{dxvm  —  dmvx).  Maintenant  il  cil  fa- 
cile de  voir  qu'on  peut  repréfentcr  dxvm  —  dmvx  par 
cette  équation  dx'^m  —  dmyx:s:^dx  (M' y  *  -H  N' v y  *4- 
Vvp8cc.)  —  vx(U'dx  +  N'd)+?'dp5cc.)=N'dx(vy 
— />vr)-+-P'rf*  (ff  —  îv;if)-4-&c.àcaufcde  dxMfvx 

—  V xM'dx  =o,  &  de  dy  ^=^pdxy  dp  "^qdx y  &c* 
Mais  à  caufe  de  ^ x  confiant  &  de  1/ v  —  /»  vx  »»  r, 

"on  aura  (par  le  n**.  11.)  vp -- qvx  =  j—  \  &c.  & 

•  u  X 

ainfi  dxvm  —  imvx'=»  J^'iix  +  f'dt  +  (Y  -i — 

+R' j— J-&C.,  équation  que  je  défigneraipar  (H),  Si 
l'on  prend  l'intégrale  du  fecood  nenbre  de  cette  équai> 
tion,  en  faifant  SP' Jt  —  i F  —  St  iF  j  SQ'  — '  = 

Vr  rfr  dx  tdQ'  ddQ' 

7—Q-S.y-dQiS.r-dÇ^^-^ St-^i 

dx    ^  dx  dx  dx  dx 

Sec. ,  Se  qu'on  dirpofe  convenablement  les  termes  »  oa 
aiàra  l'équation  SÇdx.vm-^  dm.vx)  = 

.    dt  /         dR'       ddK"  \ 

a*  \^       dx  dx-  } 

ddt  (^        rfR''  \ 

■+•  &C. 

En  multipliant  l'équation  H  par  f ,  on  aura  g  (dxvm 

ddt 
•—  dmvx  y  ss-j-  N'frfjt+^Prfr  +  gQf^-T^  , 

Bec.  Si  Ton  fait  l'intégration  du  fécond  membre  de  cette 
dernière  équatiqn  ^  ieloo  la  méthode  de  la  remarque 
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du  n^.  II,  qu'on  faÀTe  </xcan{hnt,  conîme  on'  Ta  fttp- 
pofé  D*.  13,  &  qu'on  arrange  les  choies  félon  la  méthode 
ci-deffos  (n«.  12),  on  aura^^(rf*i;w  -^d«vx)  «• 

Celi  pofé ,  il  n'eil  pas  difficile  de  voir  cjue  l'équa- 
tion D  donne   la  variation  cherchée  vSVdx  = 


H-^fCr H— r—   &c.  ) 

&c. 


■^-,3 
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Si  ayant  différencié  les  deux  parties  intégrales  (  ^  )  on 
fait  les  réduâions  convenables  »  qu'on  réduife  auflTi  les 
autres  parties  «  qu'on  intégre  de  nouveau  les  parties 
qu'on  aura  différenciées  ,  ou  trouvera  l'équation  fui- 
vante*  ,  "^ 

vSYdx  ±r   Vvx  +  Snix.Stdx  (  N'  —  3 h 

\  d  X 

■^M^—ii  11  I  <  im  ■■■■    ■ 


\  dx 


dx 
&c.) 


\  dx  dx 

-&c.) 
dt  /  adK"—d.nK"  \ 

+  77(''^' Tx ■*-«^^') 


ddc 


dx^ 
+  &c. 


{n  K"  —  &C.) 


(  *  )    Puifque  g  ^^  Sndx  ;  donc  dgr=:^  n  dx.  La  dif* 
(jrentielle  des  deux  panies  intégrales  fera  n  d  x  S  t  d  x  (^'N'' 

dV        ddÇy  '*  d?' 

-J^^-x-  -  ^^-  )  +  Stdx  (  N-^  —  ^ 

ddCy  adv' 

--T-— &c.)--f^*(jrN*  — «P'— V-H-&C).  Maïs 
«x*  .  dx 

alors  g  r  rf* N'  cft  détruit  par  —  t  dx.gl^',  —  gtdxX 

rfP'  —gd?' 

—  «  —  ^r <f F  cft  détruit  par  —  r  <f *.  — ^ ==  + 

'g'  dV^  ^  &C.  Dans  Us  parties  abfolucs  gtV  détruit  — 

X^orCque 
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Lorfque  SVdx  doit  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum ,  il  faut  égaler  les  parties  intégtales  à  o  »  ce  qui 
fe  fait  en  faifant  attention  à  la  limite  ^  jufques  où 
s'^end  lintégrale  S  V  (/* ,  pour  laquelle  limite  yÇ\  on  fup- 
pofe^=»  A  ^  on  en  déduira  de  la  première  formule  o  ==* 

(A-^)N'- J~—  + ^^/^^.&c,Ws 

mais  de  quelle  façon  qu'on  traite  cette  équation,  il 


t  gV,  La  quantité       '      qui ,  prife  avec  le  figne — ,for(Q«% 
le  fecond  terme  de  la  féconde  partie  abfoliie  >    devient 

nQ'-f--^^ — 'y  ainfi  ce  (ecood  terme  j  étant  pris  avec  le 

£gne  qa'U  a  àc  muhiplié  par  -—  r  ,  donnera  -^  ^  "  Q'  -h 

fdQ[         gtdQ'  ^ 

"2 —  >  or  -j —  cft  détruit  par  la  partie  corrclppndante 

gtiQ' 

— jj —  de  la  prctoicre  fartie  abfolue ,  &c.  Il  cft  aifé  de 

voir  comment  on  peut  continuer. 

(*)  Il  faut  confidérer  A  comme  conftant  ;  car  il 
Tcft  en  effet  ,  puifque  Ci  ndx  rcpréfcnce  Télément  de 
Taire  d'une  courbe  ,  Sndx  fcta  confiant  aaifi  -  tôt  que 
rabrciffc  X  &  rordj)nnée  n  feront  déterminées.  A  la  fia. 
ée  l'incégration  on    pourra  faire  pafler  A  fous  le   Agne 

d*imégrarion ,  3c  Ton  aura  Sidx  (AN  —  A  —  -+-  &c.  j 
-S/rf*(^N' i--&c.)— Srcfjf  ((A  — ^)N'   , 

J H  &c.  j  5  car  ta  différentielle  de  A  cft 

eo,  fie  J,AF  —  Ac/P",    ddAQ'  ^  ^^dQ',  Sec, 
dcmc  en  égalant  cette  quantité  à  o,  différenciant  fie  di-. 
vilanc  par   tdx^  on  aura  l'équation  dont  il  s*agit« 
Tome  y.  P 
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faudra  faire  difparoître  g  pat  la  différenciation  ,  & 
.  par-là  on  cbaflcra  A ,  &  l'éguation  rcfultante  ne  de- 

dx 
variatioD 

dans  ce  cas  fera  vSVdx  ==  Vv«  -4- 

/  ndK'  —  d.nK'  \ 

dt  (  niR»  — rf.«R'       „     \ 

4-  &c. 

Dans  cette  formule  A   —  £  cxprnnc   la  valeur  de 
^nd»^  depuis  le  terme  extrême  de  rmtcgrauon  jufqu  a 
un  terme  quelconque  pris  en  reculant, 
ic.  Problème.    ^  étant  =  Smdx  (f  dm  =  M'dx 

^ui  contient  non- feulement  les  variables  x,  y  »  P  =  ^ 


x' 


^=3:—     (fc.  mais  encore  la  quantité  ç,  trouver  la  vû- 

^       dx 

riation  de  la  formule  intégrale  compliquée  SVdx.   Soie 

cîV=Hrfr  -H  Mrfx  -+- Nrfy  +Prf;'  -H  Q,<^?  &c.> 
Ton  aura  la  variation  de  V  exprimée  par  réquation 
y  V  =-  Hvî  +  Mvx  +  Nv>'  +  Pvp  &c.,  mais  à 

caufe  de  di  ^  mdx  ,  ày  ==='  f/ ^  »^^  P  r'^^^f 
icc.yYon^dW  =  dx(Hm+  M  -f-  Np^Pq  + 

Qr  +  8cc.  )  5  Ton  a  aufli  vm  =  M  vx  +  N  v  + 

P'vp  &c.    Or  il  eft  vifible  (par  le  n^  lO)  que  v^ 

=  S(m.vàx-^dx  vm)  =  mvx-+'S{dxi''m^dm,vxU 

donc  ayant  hit  v  y  —  pv  x  =  t  ^  on  aura  (  félon  le 

^  /  Pdt       Qdde 

h*.i4)  v:[^mvx  +Sdx  (^N'r  +  -^+  ' ^^^  ' 


«■*M«i**MMBaMHttnaMaB4iWiVMiÉMiM 
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+    ,   3    -4-  &c.  j  ,  équation  dans  laquelle  dx,  eft  con- 

• 

lbnt,&auc  je  défignerai  par  (  A  ).  Ces  chofes  fuppofées, 
à  caafc  devSV^je  =  Vv*  +'S(  rfjcv  V  —  rf  V.vjc  ), 
fi  nous  fuppofons  dV  =  Hdr  -+-  dV\  pour  avoir 
yV  =.Hv^  +vV\  &  dV  =  Udx+  Ndy  + 
Vàp  +  &c. ,  nous  aurons  (B)  vSV  dx  =VvAr  H- 
S(H(fA:vî  — Hi{v*)  +  S((i;cvV'—^V'vx).  Mais 

j        XTf         iir/  ,       /"xT  P^^  Qddt  \ 

ixvT'-dV'vx^dx  [Nt+ h-^ &c-  )• 

\  dx  dx^       '  J 

Et  i  caufe  de  dfv*  =  mdx.vx^  fi  Ton  fubftitue 
cette  valeur  dans,  l'équation  A  multipliée  pzr  d  x  8c 
qu OD  tranfpofc  ,  on  zurzdxvi  —  mdxvx^  ou  dxv:^ 

^irvx^dxSdx{N^t  +  --~  +T^  &c.  )  5 

ionc  en  fabftituant  dans  Féquation  (  B  ) ,  on  aura  Ix 
variation  chercii^e-:  vSV ix  =>  Yvx 

+  SHixSix  {  N'  t  H-  -j h  ^T-  &c.   ) 

\  dx  dx^  / 

+K  N '"*-77  +  71^  +  TTT  &^.  ) 

Suppofons  maintenant  l'intégrale  SHrfjr  =  ^,  de 
manière  que  pour  le  commencement  d'où  1  on  compte 
f intégrale  SV dx ,  g  s'évanouifle  ,  &  que  pour  la  fin 
où  fc  termine    SV  dx^   on    ait  g  =  A  ,   Ton  aura 

SHixSix  (n' t +  -^  icc.  )  =:ASix(^N't  + 
fit  \  /  Fit  X 

(  *  )  Les  commençants  pourront,  peut-être  ;  écrc  furpris 
de  ce  <juç  l'on  exprima  par  A  Vimégralc  g  ,  lorfqu'ellc 
peut  fe  croyver  hors  du  figne,  &  non  lorfîqii^lle  it  trouve 
ibtts  le  ligoe  d'intégration  :  mais  il  cil  aifé  de  leur  fiaire 

P    2 
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&  ainfi  Ton  aura  vSV dx  =»  Vvjc 

/  Vde  \ 

-Sgdx\^N'c  +  -j^  &c.  j 

/  Vdt  \ 

+  Six(Nr  +  -^   &c.) 

Mais  en  faifant  N+(A  — ^)  N'  =  «'5  P  +(A  — 

Bsa  r"  $    &c.    nous    aurons    vSW  dx    *=    Y yx    -+* 

/  pdt  q' dit  \ 

S  i«  (  ii'r  +  -^ 1 — ^ — T"  &c.  J.  Et  en  éliminanc 

les  différentielles  de  t  qui  fe  trouj^ent  après  le  figne 
d'intégration^  nous  trouverons  en  fuivant  la  méthode 
ci-delius  (  ii),  &r  ajoutant  une  confiante,  nous  trou- 
verons, dis-je,  l'équation  fuivante:  vSVdx 


fcniir  par  un  exemple  forcfimple,  que  cela  doii  être  ainf!» 
Soir  la  formule  %\idx%^ àx  =^g%Vdx  —  Sg?dx,  ca 
fuppofant  SHdx  =  g'  Soit  de  plus  H  =  x  x ,  P  = 
2  X  *  ,  6c  fuppofons  que  l'intégrale  g  doive  s*évanouii 
forfquc  rintcgralc  Slrl  d  xSP  d  x  eft  =  o  ,  ou  lorfquc 
X  =  o  ,  &  que  g  doit  être  =  A ,  au  terme  auquel  finie 
Tintégralc  SHdxS?  dx  ^  c'eft  à  dire,  par  exemple,  lorp. 
que  x  =^  a  ;  alois  nous  aurons  ^SVdx  —  Sgl'  d  x  =:=- 
X^  —  -J  ATÎ  =  jX*.  Il  cft  donc  évident  que  cette  in- 
téç^rale  cft  =  \  ^  [  ,  lorfquc  x  =z  a.  Mais  fi  dans 
^  Sg?  dx  y  on  fai(oit^=  A  =  aa,  on  auroit  ASVdx 
i^SgVdx  =  a^x^  —  a^  xi  'y  èc  en  fuppofant  x  =z  a  ^ 
on  auroit  «5  —  ^  5  =  ç ,  ce  qui  ne  doit  pas  être.  Et  la 
rai  (on  en  cft  que  A  étant  fuppofé  conftant  ou  variable  , 
la  valeur  de  SVdx  dans  ASVdx  ne  change  pas;  mais, 
dans  SgPdx  la  vaUur  n'eft  pas  la  même  ,  lorfquon  fup- 
p  fe  ^  conitahc  &  =  a  tf ,  ou  iorfqu'on  fuppofe  g  variable 


m 
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■  — —— n^^^^W^ai— i^— — ■^■ti^—  Il  1^— — w^^ 

\  dx       a«*        axi  / 

/,      dq'       id/  \ 

+conftante-f-  ^  (^/  -  —  +  ^^  &c.  ^ 

-f-  &c. 

La  conftante  introduite  par  Tlnt^gration  doit  être  telle 
que  pour  le  terme  du  commencement  duquel  on  compte 
fintegration  SVtfx^  les  parties  abfolues  ou  non  af- 
feâées  du  figne  d'intégration  s'évanouiflcnt,  en  prenant 
fintégrale  de  la  première  partie  ,  de  manière  qu'elle 
S^évanouifle  auflî  dans  le  même  cas  \  alors  pour  la  fin 
de  l'intégration  l'on  doit  avoir  SH^a:  ==  A. 

26.  CoROLLAiaE.  Dans  la  partie  affeâée  du  figne 
S  d'intégration  la  variabilité  doit  avoir  lieu  pour  toute 
rétendue  de  Tintégtation  >  mais  dans  les  parties  abfo- 
lues  il  fufifît  d  avoir  é^rd  au  commencement  &  à  la 
fin  de  l'intégration.  Or  les  conditions  de  la  queftion  doi* 

dt      ddt 

vent  donner  Its  valeurs  dtdxyt,  dty  7*-,  5 — r*  &c. 

dx  '  dx^  ^ 

pour  le  commencement  &  la  fin. 

• 

Lorfque  par  les  conditions  du  commencement  on 
aura  déterminé  la  valeur  de  la  confiante  qu'on  doit 
ajouter,  confiante  oui  doit  faire  évanouir  les  parties 
abfolues  pour  le  même  commencement ,  il  ne-  reliera 
qu'à  procéder  à  l'intégration -finale.  Pour  le  commen- 
cement ou  ig  =  o,  on  aura  «'=N  -h  AN'  ;  /=«  P  ■+- 
A  P  ;  j'  =  Q  -+.  A  Q'  ;  ^c.  Mais  pour  la  fin  de 
l'iotégration  l'on  doit  avoir  évidemment  g  =*  h  y  nt 

-^rJP'  =Pj  j'  =  Qj  &c. 

p  5 
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27.  Remarque.  Afin,  de  mieux  comprendre  refprft 
de  la  méthode  des  variations  ^  les  commençans  doivent 
obferver  que  le  rapport  des  variations  de  x  &  de  y 
eft  donné  pour  le  commencement  Si  pour  la  fin  de 
l'intégration  ,  qu'il  eft  donné ,  dis-je ,  par  la  nature  du 
problème  ;  mais  pour  le  milieu  ces  variations  ne  font 
aiTujecties  à  aucune  loi. 

On  confidere  donc  premièrement  une  certaine  rela-> 
tion  entre  lés  deux  variables  x  Se  y ,  que  cette  relation 
foit  connue  ^  ou  qu'on  doive  la  déterminer  dans  la 
fuite  ;  &  la  formule  S,V dx  qui  contient  cette  re- 
lation ,  étant  renfermée  entre  certaines  limites  «  c*eft- 
à-dire  ,  ayant  lieu  depuis  un  commencement  donné 
jufques  à  une  fin  ou  limite  donnée  «  doit  avoir  une 
certaine  valeur  î  mais  à  chaque  x  -j-vx  doit  répandre 
y  -f-  "V^î  cependant  le  rapport  de  vxïvy  ,  n*cft 
affujetti  à  aucune  loi^  excepté  pour  les  variations 
extrêmes. 

Ayant  pris  la  partie  intégrale  ,  de  manière  qu'elle 
devienne  =opour  le  commencement  de  Tintégration, 
on  doit  enfuite  ajouter  une  confiante  qui  rende  nulles 
les  parties  abfolues  pour  le  même  commencement.  Ce 
qui  étant  fait ^  on  pourra  procéder  à  l'intégration  finale  , 
afin  d'obtenir  par  ce  moyen  la  véritable  variation  de- 
puis le  commencement  jufqii^à  la  fin.  Or  on  peut  em- 
t>loyer  la  doârine  des  variations  pour  réfoudre  deux 
efpeces  de  queftions^  Tune  dans  laquelle  connoiCfant  la 
relation  entre  «  &  y^  on  demande  la  variation  de  la 
'formule  SV  dx  ^  prife  depuis  un  certain  terme,  juF- 
ques  à  un  terme  donné  i  l'autre  dans  laquelle  on  cher- 
che la  relation  qu'il  doit  y  avoir  entre  x  8c  y  y  pour 
que  la  variation  de  la  formule  ait  une  certaine  pro- 
priété, qu'elle  foit,  par  exemple,  un  maximum  ou  un 
minimum  ;  &  alors  on  fuppofe  cctt«  variation  =  o. 
Mais  il  y  a  deux  cas^  l'un  lorfqu'on  fuppofe  que  les 
•variations  de  *  &  de  y  ne  font  affujetties  i  aucune 
loi ,  l'autre  fi  l'on  demande  qu'elles  fuivent  une  cer; 
taine  loi. 

28.  Problème.    Si  la  fonSiîon  V  nn ferme  non-feuU'* 
mertf  Us   deux  variables  x  &  y  avec  leurs  différentielles 


Calcul  des  variations.     231 


iy  dp  , 

p  =-  ' —  ,  5  =  ^ —  ^Cm  ,  mais  encore  plufieurs  formules 

intégrales  ^  =  Smdx^  ^  ^^  Sm'dx^&c.f  de  manière 
que  ton  ait 

dm  =  Mdx  4-  N'c/^  +  P'(/^  &c. 
J«'=  M^i:tf  H-  N'='</y  -f  P"^/  &c. 

trottivr  la  variation  de  la  formule  intégrale  SV  dx.  Si 
on  entreprend  de  réfoudre  ce  problême  en  fuîvant  la 
méthode  qu'on  a  employée  dans  la  folution  du  précé- 
dent, on  verra  facilement  que  le  calcul  n'eft  pas  troublé 
par  les  deux  formules  intégrales  if  &  f '  ;  il  ne  le 
feroit  pas  même  quand  il  y  en  auroit  plufieurs  autres. 
Ccft  pourquoi  toute  la  folution  (  en  ne  fuppofant  que 
deux  formules  f  &  i\)  fe  réduit,  après  avoir  fixé  les 
limites  de  l'intégration,  à  prendre  les  intégrales  S  H^» 


quantités  étant  trouvées^  on  fera 

N  +  (  A  -  ^  )  N'  4.  (  A'  -  /  )  N"  =  «'  ; 

1'  +  (A-^)  F  +  (A'-^)  P"-yj 

Q+  (A-^)Q'-H(A'  -/)QV=î5 
&c. 

Et  en  attribuant  i  x  8c  i  y  des -variations  quelconques 
on  aura  félon  la  folution  du  problême  précédent  >, 

/  dp'         ddq'  \ 


it    {        il'  \ 

+  conftante  +  j^  l,«  ~  57  +  ^*^7 

P4 
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ddi    /  à  s'  \ 

formule  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  confiant. 

Corollaire.  Si  donc  la  fonôion  V  renfermoît  un 
plus  grand  nombre  de  formules  incégra-les  de  la  forme 
5m"iije,  bmf'àjc,  &c. ,  l'expreffion  de  la  variation 
cherchée  ne  changeroit  pas  ;  feulement  la  valeur  des 
quantités  n\  p\  ç  ,  &c.  feroit  différente. 

Z9.  Remarque.  Quoique  les  formules  int;éçrales 
1^=  SH«^*,  /=SH  dx  renferment  deux  variables 
*  &  y  3  &  qu*ainfi  elles  paroiflem  ne  pouvoir  être  fufcep- 
tibles  d'une  valeur  déterminée  ;  cependant  on  peut  faire 
attention  que  dans  toutes  ces  qucltions  on  fuppolè  une 
certaine  relation  entre  x  &  y,  que  cette  relation  foit 
donnée  abfolument ,  ou  qu'elle  doive  être  détenninée 
par  le  calcul  >  c'eft  pourquoi  »  en  faifant  ufage  de  cette 
relation  ,  on  pourra  regarder  y  comme  une  fondlion 
de  X,  3c  les  formules  g  &c  g'  obtiendront  des  valeurs 
déterminées.  ^ 

^0.  Problème.  Si  la  fonBion  m  renferme  non^  feuît" 
ment  Us  variables  x  &  y  &  leurs  valeurs  différentielles 
P  y  q*  &c, ,  mais  encore  la  formule  intégrale  u=siSm'  dx^ 
de  manière  que  l'on  ait 

dm  =  kdu  +  M'dx  +  N'dj  +  P'dpSfc. 

dm'^  Wdx  +  Wdy  +  P*  dp  tfc. 

'  fuppofant  de  plus  que  V  efl  une  fonBion  de  Xy  y^  py  5^ 
&c.  &  de  la  formule  intégrale  ç  =  Smdx^  de  forte  que 
ton  ait  dV«=H^^  H-  lAdx  +.P</p  (fc.  déterminer 
la  variation  de  la  formule  intégrale  S\dx>  Par  la  folu- 
tion  de  Tavant-dernier  problême  ,  il  fera  aifé  de  trouver 
la  variation  de  Smdx  =^  ^  ;  car  ayant  déterminé  les 
limites  de  Tintégration ,  &  ayant  fait  Shdx  =^",  de 
manière  que  pour  le  commencement  on  ait  ^^  =  o ,  & 
g''  ^^  A'  pour  la  fin  de  l'intégration  :  fi  alors  on  fait  N' 
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R'  H-  (  A'  —  /  )  Q"  ==  Q'''  5  Sec.  on  aura  par  la  fo- 
lation  du  problême  cité  :  vi=imvx  -{^Sdx  (r  N"' 

-♦-  — 1 -r^i —  icc.  j  ^  dx  étant  fuppofé  con- 

ftant  &  f=rvy  — pvx.  Maintenant  en  fuppofant  ^  V  = 
H./^H-  ^V  ,  &  vV  =  Hvi  +  vV^  il  viendra 
dV  =^  lAdx  +  Ni^y  s-  Vdp  &c.,&  (comme  il 
fuie  de  1  endroit  cite)  Ton  aura  Téquation  (D)  fuivante  : 

i;SV^jc=Vy«  '+'S{Hixvi  —  Hd^vx) 

/  Vdt         \ 

en  fubftituantS</A:  (   N  r  4-  —7 —  &c.  j,  au  lieu  de 

S. [ixvY'  —  dV'vx)  dans Téquation (B)  du  problême 
dont  on  vient  de  parler.  Mais  dr  =  mdx ,  &  v  i^^ 
niyx+  Sdx  (N  'r+  &c,)  i  donc  dxv^  —  <fjv« 

*=</*vr  — mdxvx  «=  dxSdx  l  N'"  r  -+-  — : H 

^  \  dx 

Tddt        \ 

■■  ^   1  -  &c.  ]•  Si  l'on  fait  maintenant  SHdx^g ,  de 

njanicre  que  pour  le  commencement  de  Tintégration  Ton 
ait|=:  o,  &  que  pour  la  fin  de  l'intégration  g=  A, 
on  trouvera    racilement    Téquation   SH  {  dxvi;^  — 

divx)  =  S(A  —  g)  dx  (^N'''rH"— ^^ —  +  &C.V 

Remettant  maintenant  les  valeurs  de  N'^',  F'%  Q''', 
&c.^  &  fuppofant  pour  abréger  que 

N  +  (A-.f)N'  +  (A-^)(A'^V)N^  =  «'; 
P-f-(A-^)F-H(A-^)(A'^/)P"  =  p'; 

&C.  X 

Il  eft  vifible  que  la  variation  cherchée  fera  vSV dx 

f  P'dt         qddt  \    ' 

(*)    Car   en   faifant   les   fubftitutions    convenables. 
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formule  d'oiî  Ton  peut  tirer  la  même  expreflîon  que 
flous  avons  trouvée  vers  la  fin  de  la  folution  de  Tavanc- 

dernier  problème. 

REXf  ARQUE.  Si  la  fonâion  nî  renfcrmoît  une  for- 
mule intégrale  ,  dans  ce  cas  les  lettres  p\  q\  &c.  re- 
cevroient  une  valeur  différente  ,  dépendante  de  la 
dernière  formule  intégrale  que  l'on  auroit  $  &  il  eft 
ailé  de  voir  comment  on  pourroit  trouver  la  variation 
dans  ce  cas.  Enfin  de  quelque  manière  que  la  formule 
S  V  dx  fott  compliquée  y  ce  que  nous  avons  dit  juf- 
qu  ici  fufHt  pour  faire  trouver  fa  variation. 

De  la  variation  des  formules  intégrales  à  trois  varia" 
Ihs  X ^y  j  \^  dont  la  relation  ejl  déterminée  par 
deux  équations  ,  de  manière  que  ton  peut  regarder 
deux  variables  quelconques  prifes  féparément 
comme  une* 

m 

}I.  Problème.  V  Itant  une  formule  qui  renferme  les 
trois  variables  x  ^  y  »  ^ ,  avec  leurs  différentielles  quelcon-- 
eues  ,  trouver  fa  variation.  Si  Ton  écrit  dans  V  au  lieu 
des  variables  jf ,  7 ,  r  ,  les  quantités  x  -H  v  * ,  y  + 
yy,  ç  -+-  v^î  quau  lieu  des  différentielles  de  ces  va- 
riables on  écrive  dx  -H  vdx  ,  dy  -^  vdy  ^  ddy 
-f-  vddy  y  &c.  &  que  du  réfultat  V^  on  retranche 
V  ,  on  aura  la  variation  cherchée  v  V.  D'où  Ton 
peut  conclure  qu'on  trouvera  cette  variation  par  la 
méthode  de  Ja  différenciation ,  en  fubftituant  le  figne 
de  la  variation  au  lieu  de  celui  de  la  différenciation. 
Il  fera  cependant  bon  d'obferver  qu'en  prenant  les 
variations  des  différentielles  y  il  eft  indifférent  de 
•^—^—  ■  - 

réquatioû  (  D  )  donnera  vSS  dx  =^yv  x 

+  S(A-^)  dx  (n'^  +  CA'— /)N''r  +  &c.) 
/  Vdt  \ 

d*od  il  cfl  aifé  de  tirer  Téquation  que  nous  avons  doonée* 


1 
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.placer  le  fiene  de  la  variation  avant  ou  après  le  figne 
de  la  différenciation  ^  comme  nous  Tavons  prouvé 
ci-dcvanc. 

Corollaire.   Puîfquc  nous   pouvons  regarder  y 
aufiî-bien  que  ^  comme  une  fonâion  de  x,  fi  on  fup- 

dy            d  ij'                                         dvy  —  pdvx 
pofe  -—  =pi  - —  «=»  f' ,  on  aura  vp  «=3 3 , 

dx  «je  ax 

d  V  7  —  p^ dv X 

&  v/  = ' •  Si  Ton  fait  maintenant  vy 

dx 

—  pv«  =  r,  'y f  —  p*v y  =  t' ,  on  aura^dvy  — ■ 
pi^x —  qd'^vx  «^  iir,  iciv[  —  p' ivx  —  qdx.vx 

dp  dp' 

=^dt\  en  faifant  -7-  =  5 ,  -p"  =  ^'>  <le  forte  que 

a  X  a  X 

de  dt' 

yp  —  q^x  =  -j-i  vp*  —  q'vx  =a  -y^tn fuppofant 

d  X  u  X 

dp  dô' 

de  plus  -7—  =  r  j  -—  =  r*  j  &Ci  &  faifant  dx  confiant. 

da  a  X 

ddt  ddt\ 

On  aura  aufli 'P  0  —  rv«=  -j — r>  ^î' — '"''"*  "TT"^ 

&  ainfi  de  fuite. 

Remarque  L  Si  Ton  n'avoxt  qu'une  feule  équation 
entre  les  •  trois  variables  *  ,  j ,  f  /  les  lettres  p' ,  p 
n'aoroient  aucune  valeur  déterminée ,  puifque  cette 
équation  fubfifiant,  les  rapports  àt  dy  idx ,  &  de  rff  : 
^x,  feroient  indéterminés.  Cependant  on  pourroit 
<Uns  ce  cas,  en  employant  la  régie  du  problème^  trouver 
la  variation  de  V  ,  &  cela  en  n'introduifant  ni  les 
lettres  p  &  p\  ni  leurs  différentielles. 

■  Remarque  IL  Dans  tes  courbes  à  double  courbure 
1  on  a  deux  équations  entre  trois  co-ordonné^  per* 
^ndiculaires  >  ainfi  ce  que  nous  dirons  ici  pourra  fervir 
a  trouver  ces  fortes  de  courbes  qui  font  fufceptibles 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 

}2.  Problème.  V  étant  fuppofée  une  fonBion  des 
varMes  *  ,  J  >  f  >  &  de  leurs  différentielles  d'un  ordre 
quelconque  ,    trouver  la  variation  de  la  formule  intégrale 
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S.ydx.  Ayant  fait  jj=;?,  dp  =  qdx,  &c.  <f ç  «• 

p'dx,  dp=q'dx,  &c.  On  pourra  faire  en  forte  que 
V  devienne  une  fonâion  de  at,  y,  ?»  ;>,  ?'>  &c.  Ainfi 
fa  ditférentiellc  aura  cette  forme:  <fV  = 

Mdx  +  Ndy  +  Pdp  H-  Qdq  +  &c. 

L*on  aura  audî 

vV  =  Myje+  Nvy-h  Pv/?  &c. 

+  NVç  H-  Fvp'  &c. 

Mais ,  par  ce  que  nous  avons  dit  cî-devant ,  il  eft 
vifible  que  vSVdx  r^  S{V  dyx -h  dxvV)  =V  vx 
+  SidxvY  — •  dV  vx)i  mais  en  fubftituant  les  va- 

dxv  V  —  dV  V  x 
leurs  de  V  V  &  de  dV,  Ton  a j^ "* 

^N'^^-l-Pv;?-hQ'vg'&c. 

—  Mvje  —  N;>vJif  —  P ? v  x  &c. 
—  NVvx— Fî'v*  &c. 

Mais  Nvy  —  Npvx  =Nr,  NV;  —  N'p'v*  ==» 
N'f'î  &c.  de  forte  que  la  variation  cherchée  pourra 
(on  fuppofe  dx  confiant  )  s'exprimer  ainfi  :  v^W  dx^=^ 

Vdt        Qddc 
\  IN  £-f- 
Yvx-^-Sdx 


r  Par        Qddt  -\ 

)  Vdt'      Qdit  C  * 


équation   à  laquelle   on   peut  ,   par  ce  qui  précède  j^ 
donnej  la  forme  fuivante;  vSVdx 

/  d]>   '    ddQ  \ 

/  dF       idQ'  \ 


\ 
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tmm 


dQ 


dr   / _      dK 


.   Ht   /_      ûK.  \ 

^(q'-&c.) 


dx 

&c. 


On  doit  obferver  à  Tégard  de  la  confiante  les  mêmeâ 
cbofes  que  ci-devant. 

CoROLLAiRï.  Si  l'on  ne  regardoit  une  quelconque 
des  trois  variables  x^y,  ç  ,  comme  une  fonâion  des 
deux  autres^* de  manière  que  ?  &^  puflcnt  être  déter- 
minées en  X  par  une  relation  connue ,  ou  qui  doit  être 
déterminée  par  la  nature  de  la  variation  ,  la  formule 
SYdx  ne  fauroit  avoir  de  fignificatiôn  déterminée. 
Mais  fi  la  formule  V  dx  eft  intégrable  par  elle-même 
fans  fuppofer  aucune  relation  entre  les  trois  variables, 
dans  ce  cas  la  variation  de  Ijintégrale  SVdx  ne  fauroit 
envelopper  aucune  formule 'intés;ra!e  j  de  forte  qu'a- 
lors le  fécond  membre  de  Téquatioit  précédente  ne  doit 
renfermer  aucune  formula  intégrale  >  donc  dans  ce  cas  . 
00  aura  les  équations  fuivantes  : 

^,       dP        dd-Q 

N  —  :; h  -T— ,-  &C.  =•  o. 

dx  "x     . 

.     d^       ddQ' 
dx         fl** 

Réciproquement  fi  ces  deux  équations  ont  lieu ,  ce  fera 
un  figne  certain  que  la  formule  diflPérentielle  Viix  eft 
intégrable  par  elle-même,  fans  fuppofer  aucune  relation' 
entre  les  variables. 

r  ^  y 

£x£MPLE.  Suppofons  que  l'on  aie  S  V  d  x  =     a     *^ 
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p*^  xxp'     ^    *     '    xp'  mp  p 

En  différenciant  cette  valeur  de  V  ^  on  trouvera  faci* 
lcmentN=Oî  P=— Wi  —  -^^  >  Q  =  -^* 

xsp  xp  p  xp 

Mais  N'  =^-H  -^  -  ^?-  ;  F  =      ^^ 


xxp'         xp'  xp  p  '  xxp' p' 

^T""/-*-  — ,  /  / ,  &  Q'  =  — TT*  Maintenant  à  caufe 
xp  p        xp  p  p  ^  xp  p 

dP 

de  N  =  o,  la  première  équation  donnera  — ^  -+* 

âdQ  àQ       ^ 

--— -  =  o  &  P  —  z —  =  C  j  confiante. 
ux  ax 

A  l'égard  de  la  féconde  équation  N'—  •—  -|-  ■        - 

ax  ax 

=  o ,  on  en  conclura  SN'dx  =«1^ — }  ainfi  en 

a  X 

fubftituant  la  valeur  de  N^^  ilfera  néceflaire  que  la  formule 

— p d X          qdx  pdx 

ri'dx= ;-   +    — ? — T"'   foit  intcgrable» 

xxp  xp  xpp 

p 

Mais  à  caufc  de  dp  '^  qdx*  on  aura  S N' rfx  «=  — ; | 

xp 

donc  -.—  =  F  -  SN'ix  =       ^!  .  -  -^,  ^ 

l7  p  q  p 

— r-T-y 7  ;  ce  qu'on  trouvera  être  vrai  en  dîffé- 

xppp         xp  ^ 

— ^  P 
renciant  Q  ==  — r-;* 

xpp 


m 


dj 

(  *  )   Car  dy  =::  pdx  ^  d^  z=:  p  dx  ;  ainfi   ": —  = 

P^x       p         yrfy       px  ^ 

f    .'*  ^*  "*T  •    oC  j        ^~-  / 

P«*         P*         *(f:f         xp 


• 
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Remarque.  Si  la  formule  SV dx  doit  avoir  une 
valeur  qui  foit  un  maximum  ou  un  minimum  ,  on  éga- 
lera féparément  à  o  les  deux  parties  intégrales  «  ce 
qui  donnera  ces  deux  équations  : 

dP 

N  —  3 h  &c.  =0. 

dx 

dW 

N'  —  j-  +  &c.  =  o. 
dx 

Ces  équations  expriment  une  double  relation  entre 
les  trois  variables  x  »  y  ,  i  ,  telle  qu'on  peut  enfuite 
regarder  y  auflî-bien  que  f ,  comme  une  fontïion  de  x. 
Lorfoue  ces  équations  font  différentielles^  l'intégration 
introduit  dans  le  calcul  ^  &  cela  pour  chaque  équa- 
tion, autant  de  confiantes  arbitraires  qu  il  eft  défigné 
par  le  plus  haut  degré  différentiel  de  chaque  équation* 
On  doit  enfuite  déterminer  ces  confiantes ,  de  manière 
qu'on  fatisfalfe  aux  conditions  prefcrites  de  l'intégra- 
tion de  la  formule  Vdx^  pour  le  commencement  & 
pourlaiin  de  l'intégration  >  &  faifant  de  plus  en  forte  que 
les  parties  abfolues  de  la  variation  foient  =0.  1°.  On 
doit  déterminer  la  confiante  dont  on  a  parlé  ci-deflus^ 
de  manière  qu'elle  fatisfalfe  aux  conaitions  pour  le 
commencement  de  l'intégration  ,  où  ces  quantités 
dt      ddt  dt 

f,  7^,   7 — r.  t\   -i — ,  &c.  ont  ordinairement  des 
dx  *   dx^  *     *  dx 

valeurs  déterminées  par  la  nature  de  la  queftion.  X3r 
comme  cela  arrive  également  à  la  fin  de  rimégration  , 
on  détermine  par  toutes  ces  valeurs  les  confiantes  in- 
troduites par  l'intégration. 

RiMARQUE  IL  Les  membres  qui  expriment  la 
variation  de  la  formule  SV  dx  ^  fe  partagent  comme 
naturellement  en  deux  claifes  ,  dont  Tune  regarde  la 
variation  de  y  ,  c*eft-à-dire  ,  fon  rapporc  relativement 
i  «,  comme  fi  \  étoit  confiant ,  &  l'autre  reg.irde  le 
raprport  de  7  à  x  comme  (î  y  étoit  confiant.  De-Ià  on 
doit  conclure  que  s'il  y  avoit  une  quatrième  variable 
»,  qu'on  peut  aufli  regarder  comme  une  fonftîon  de  x^ 
il  faudroit  ajouter  une  autre  clafle  qui  renfermeroit 
des  membres  femblables  dépendans  de  la  feule  variabilité 


■«■■■MH 


a^o  Cours  de  Mathe'matiques. 

de  u ,  &  ainii  de  fuite  s'il  y  avoic  encore  d'autres 
variables.  De  forte  que  quelque  nombre  de  variables 
que  contienne  V^  pourvu  qu'on  puiffe  regarder  ces 
variables  comme  toutes  déterminées  par  une  feule  ^ 
on  trouvera  toujours  la  variation  de  SVdx  par  la 
même  méthode* 

5).  Problème,  m  étant  fuppofée  une  fonSîon  des 
Va'iabUs  x ,  7 ,  ^ ,  &  dt  leurs  dijérentitlUs  tCun  degré 
quelconque  ,  trouver  la  variation  de  la  formule  SY  d  x , 
en  Juppo/ant  qui  V  renferme  non-feulement  les  variables 
^*y»  X  y  ^  ^^^^  différentielles  d*un  ordre  quelconque^ 
mais  encore  la  formule  intégrale  Smdx  =  u,  On  aura  d  V 

«=Hitf  +  Mdx  +  Hdy  +  Vdp  -f-Qrff  +  &€• 

Mais  à  caufe  dtdu:=zmdx^  on  ^  dm  =£=  M^^jr 

-hN^dy  +  V^dp  +  &c. 
-H  Wdi  ^  Vf  dp' +  Sec.  {♦) 

Si  au  lieu  du  fiçne  d  on  fubftitue  par-tout  le  fîgne  v, 
on  aura  les  variations  de  V  &  de  m  ;  or  vSV  d  x 
=  V  vx  +  SidxvV  —  dV  vx).  Mais  à  caufe  que 
la  valeur  de  la  différentielle  de  d  V  ne  diffère  dfe  la  pré- 
cédente qu*en  ce  quelle  contient  la  partie  Hdu  =^ 
Umax  qu'elle  ne  contenoît  pas  dans  le  dernier  problème^ 
&  .que  la  variation  vV  contient  de  plus  la  partie 
Irivu  qu'elle  ne  conteiioit  pas  dans  le  même  problême, 
la  variation  cherchée  fera  exprimée  par  ufte  formule 
femblable  à  la  précédente ,  eu  y  ajoutant  le  membre 
SH  (dxvSmdx  —  mdx.vx)  =  SHdx  (  vSmd  x 
mv  x).  Mais  par  ce  que  Smdx  eft  une  formule 
femblable  à  celle  du  problême  précédent,  on  aura ,  en 
fuppofant  dx  confiant ,  Téquation  fui  vante  :  vSmdx  — 


(  *  )  Les  lettres  b  8c  f  ne  défîgnent  pas  ici  des  expo- 
fans  ;  on  ne  s'en  c(l  fervi  que  pour  diAinguer  les 
eoefficiens  de  la  dernière  équacioa  de  ceur  de  la  pré* 
mierc. 
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mmx'^Sdx 


N*t-f 


dx  ~7P~^^' 


N.,-+!^  +  2£i£i:^,. 


dx 


dx 


Suppofons  l'intégrale  S  H<fx=^,  de  manière  que  pour 
le  commencement  de  rintégration  on  doive  avoir  >f^  o 
&  que  pour  la  fin  de  rintégration  g  foit  «  A    Cela 

SRiJ(°V"f  P°"  '*"•''  ''^«"^"'  *•«  l'intégration 

CN/''-*-— 7-&C. 

Suppofons  maintenant^  pour  abréger,  que  l'on  faffe 

N  +  (A-^)N*  =  N-}N'+(.A-^)N/=N' 
1' +  (  A-^)  P*  =  p .  i  p.  ^.  (  A-^)  P/ =  p. 


&c. 


t. 


&c. 


AIo»  on  aura  vSV dx  =  Vvx  •+. 


Sd 


laiartic  intégrale,  éiant  développée  ,  il  viendra 


Tome  V. 


a^2  Cours  de  Matme'^matiqu  es. 


«MM 


«fP-        ddQ 


H.Vv,:+.(p--^"&c.) 


conft 


11 


+  &c. 

Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  par  la  méthode  que 
nous  venons  de  fuivre  dans  la  fblution  du  problème^ 
comment  il  faudroit  sy  prendre  fi  V  renfermoit  plu*, 
fieurs  formules  intégrales  ,  ou  fi  /12  contenoit  aufiî  des 
formules  intégrales  ^  quand  même  ces  formules  intégra- 
les contiendroient  plus  de  trois  variables. 

De  la  variation  des  formules  à  trois  variables  ^ 
dont  Fa  relation  eji  donnée  par  une  feule 
équation. 

34.    Problème.    Trouver  Us  variations    des  formules 
^  =="  (7^)  '  ^'  -  ("^)'    L'on  aura  f^v?^ 

\àix-hvx)J  ^  ^  ^    \  dx  '^     dx  drx"-   J 


{*)  Dans  ccTtc  cxprcflîon  y  cft  ccnfé  confiant  ,  6c  Voa 
«onfidcrc  j  comme  une  fondion  des  varifjjlcs  x  ôc  yf  de 
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Dont  i  caufe  de  p  »>  -j — ,  od  aura  vp  "=■  l —j — j 

aaiS  v/  =  ( -T — j  —  /  ( -T — J,  Dans  la  valeur  de 

vp,  y  eft  regardé  comme  confiant  ;  mais  x  eft  regardé 
comme  confiant  dans  la  valeur  de  vp\ 

Remarque  I.  On  peut  regarder  également  chacune 
<les  variables  x ,  y  »  t  comme  une  fonâion  des  deux 
autres  s  mais  il  mffit  de  fe  fervir  des  dcti^  formules 
différentielles  du  premier  degré  ,  dont  on  vient  de 
trouver  les  variations  $  parce  qu'on  peut  réduire  les 

autres  à  celles-là.  En  effet  (  -r—)  =«=  i  5  (  -7- )  «=  ~  « 

\diJ,       p     \di/       p 

fdy\         —p  /dx\        — / 

\n)^~''^  ^dj)'^~r^  orp&/font 
^es  fondions   de  «   &  y.  Maintenant  il  eft  aifé  de 

/dx\         —vp  i    /dv\\ 

voir  ou  on  aura  v  (  --  )  ^^ ■-  _  —  (  --; —  ) 

Wç/  pp  pp  \  dx  / 

I  (izi\      {iy\      —'^p'  _    JL  (ÎH\ 

^pKdx)'''   Kd^J   ^     p'p'    —^p'p'  \dy   ) 

p  \  dy  J  \dx  J  p  p  p  p' 

te^     .    P  (àv9C\        J_  (àv\\  _  ^  (i^y\ 
\àx  )  "^7^  dx  )  '^  p'p'  \dy  J       p'   \  dy  ) 

Kekarque  II.  Les  formules  différentielles  ne  fau- 
roicnc  avoir  une  valeur  certaine  ,  fi  Ton  ne  compare 

môme  on  peut  confidércr  vxy  vy^  v\  comme  des  fonc- 
tipBS  infinimcnc  petites  de  x  £c  dt  )^  ;  car  cpiaod  même 
elles  dépendroient  de  {,  celle-ci  eft  nue  fonâion  de 
xky;  on  voit  donc  que  vx  difparoîc  devant  x  &  que  v{ 
f^évanooit  devant  ?.^ 
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M  ■  ■  ■  m 

enfemble  deux  difTérentielles^  en  regardant  la  troifieme 
variable ,  s'il  y  en  a  trois ,  ou  même  toutes  les  autres 
s'il  y  en  a  un  plus  grand  nombre ,  comme  confiantes. 
Ainu  dans  le  cas  préfent  où  Ton  fuppofe  trois  varia- 

blesx,  y>  ï  8c  une  feule  équation,  la  formule  \^-: — j 

ne  peut  avoir  aucune  Signification  déterminée  fi  on  ne 
regarde  y  comme  confiant.  En  effet  en  regardant  ^ 
comme  une  fonâion  de  x  &  de  j  ,  telle  que  d^  =» 

d  ^  dy 

pi*  +  p'fly,  on  aura  t —  =  /»  +  p*.  - — •  Or  cette 

équation  peut  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières 
quel  que  foit  le  rapport  de  dy  i  dx.  On  peut  remar- 
quer encore  que  quoique  di '^  p4x  +  p'dy  ,  il  ne 
s'enfuit  pas  que  vç  =pv*-f-  p'vy  ;  parce  que,  quoi- 
que i  foit  une  fonâion  de  *  &  y ,  nous  pouvons  lui 
attribuer  une  variation  qui  lui  foit  propre  &  qui  foit 
indépendante  de  celles  de  »  &  de  y. 

3J.   Problème.    Trouver  Us  variations   des  formules 
du  fécond  iegri  q  =-  ^jj^)  5  j'  =  [j;^)  5  q'  «- 

(  j"  x")*  IJans  le  problême  précédent  nous  avons  fait 
'  =  iÛ)  *  ''  =  \dj)  >  »^fi  on  aura  ,  =. 

tenant  en  cherchant  les  variations  de  q ,  q  ,  ^  »  par 
la  même  méthode  qui  nous  a  fait  trouver  celles  de 
p  ^  de'  p  dans  le  problème  précédent ,  nous  aurons 

^  î  =•  (t*-)  -  «  (77  )  '  °^  ^*°°  "°"''  (tt) 

en  différenciant  la  valeur  de  vp,  dans  la  fuppofition  de  y 
confiant,  Se  divifant  le  réfultat  par  dx,  ce  qui  donne 
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dvp 


ddvx 


dx 


X.  \ 

-)  (^)> 


/dvp\  /ddv^\  /dvx\  / 

U7)^Kd7^)-^[-J7)-^'[ 

i  caufc  de   g  =i  \~')  '  ^'^^  ^'^  conclut  vq 
fddvi\  (dvx\  /ddvx\ 


De  même  à  caufe  de  q' 
,fdvy 


( 


dp\ 

)  ,  on  aura  auiTi  v  q'- 


ddv^ 
dxdy 


) 


'iiuî\     •i''^^y\       /ddvx\ 


dy  /        '  \dxdy 

fotmulç  ,'/  =.  (^)  donne  .v  /  =  (~f  )  -  z  j*  x 
Remarque.   L'autre  valeur  de  q[  «  (t~}  donne 

P^'cmiere.  Maïs  on  peut  ramener  Tune  à  Tautre,  en 
rendant  la  variation  de  *  indépendante  de  y ,  fi^:  M 
variation   de   y    indépendante   cle    «  5    de    forte    que 

\17)  ^^^  *'^^«  =-  o  &  X-^)  =0,    ce  qui 


ddv  y\ 
xdy 


dxdy  J      ^    \  dx  /         "^    \  d,y 
) ,  valeur  qui  paroît  entièrement-différente  de  la 


{^)  Avant  de  différcacicr  on  doit  fubllitucr  kfrvaUui^ 
«  vp  prifc  du  problème  précédeot. 


WM 
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/dù,vx\  fddvy\ 

donnera  aufli  (  — 7—  )  =  o  ,  &  (  -; — - —  ]  =  o  >  & 

XaxdyJ  \dxdyj 

alors  les  deux  valeurs  feront  égales. 

Mais  pour  aller  audevanc  de  tous  les  doutes,  nous 
n'avons  qu*à  fuppofer  (  comme  on  le  fuppofera  toujours 
dans  la  fuite)  ,  que  la  feule  variable  f  fubit  des  va- 
riations ,  les  variations  de  jp  &  de  y  étant  chacune 
=  o  5  de  forte  que  Ton  ait  vje  =  o  &  vy  =  o  ,  & 

alors  nous  aurons  vp  =«  [-^ — J  &  vp'  «=»  (  -r —  y 
On  >ur.  »im  ,-  ( j^ j  i  i  -  {j^)  ,  f  = 


C-^' 


; — ç\  comme  ci-devant  > maïs  alors  v q  ^*^"j — T") ; 
/ddv7\         ^       /ddvT\ 

}6.  Problème.  Trouver  Ut  variations  des  différent 
tieUes  de  tous  Us  genres  ,  en  fuppofant  que  ^  eft  une  fonc^ 
iion  de  x  &  y ,  &  que  vx  =  o  &  v j  —  a  On  aura 


i 


t"  =  ( -j — :  )•   Et  il  eft  évident  qu'on  aura  rr  =■ 

VTxT)  »  *'  =  VZr^j  '  "'^  -  \77dP)  ' 

V  r"'  =t  (  ■  .   ^  j.  En  général  il  eft  aifé  de  voir  que  pour 
une  différentielle  d'un  ordre  quelconque  (^  ,,  .  ;1 ,  on 


aura  toujours  fa  variation  =>  ( -^ — „»  .    ,   1* 

Remarque.  Puifque  les  variables  * ,  y  font 
indépendantes  l'une  de  l'autre  ,  &  que  l'une  peut 
varier  par  tous  les  degrés  poflibks,  Tautre   reftant 


V 
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invariable ,  il  eft  vifîbic  que  la  formule  ( -j — j  ne  fauroît 

avoir  une  fignîficatîon  déterminée  :  aînli  cette  formule 
ne  doit  jamais  fe  rencontrer  dans  le  calcul  ^  &  il  en  eft 

de  même  de  celle-ci  (  - — J.  Mais  parce  que  i  eft  une 

fon&ion   de  x   &   y  ,    les  formules    i- — j  5  i- — j 

ont  des  fignifications  déterminées. 

^7.  Problème.  En  regardant  toujours  |;  comme  une 
fonSioti  de  X  &  de  y  b  V  comme  une  fonBion  des  trois 
variables  jp  ,  y  ,  if  b  de  leurs  différentielles  dun  ordre 
quelconque  ^  trouver  la  variation  de  V*  Pour  ôter  l'ap- 
parence des  différentieHes ,  fuppofons  ;?  =  (- — j  $  p' 

(|)-=(0)>''=C-7^).'- 

prcfcnt  v^=rz  t  ("**),  il  viendra  vp  =»  (  —  J  5  vp'  «=* 

fdt\  f^^^\ 

yT']  ;  V?  =  V"T~r  )  5  8cc.  Maintenant  à  caufe  qut 

V  peut  être  regardé  comme  une  fooâion  des  quan- 
tités *,  JK ,  î>  P,  P  >  q>  4 1  &c.,  on  aura 

-^V=Hdjt  +  Mrfy  +  Nrfî4-PJ;j  +  Qrfî+Rdr&c; 

-f- Fdp'+Q'rf  g'4-R'd  r  8ic. 

&c. 


(*)  X)tk  doit  regarder  <  comme  une  fon^ion  de  »  &  dejf» 

Q4 
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&  parce  que  t'*  =  o&vy«=«o,ona 

-f-  Q"  y  î"  &c. 

&c. 
ou 

,V=N,.p(if)+QO^)a.c. 


+<^)-Q'C-7l^) 


&c. 


&c. 


•Vdy/  ^^   \dxdy 

/ddc\ 

&C. 

Remarque.  Nous  fuppofons  que  i  doit  être 
regardé  comme  une  fonâion  de  x  &  de  ^ ,  8c  nous 
attribuons  'des  variations  à  ^  fans  en  donner  à  x  &  à 
j ,  ce  qui  paroîc  contradiAoire.  En  effet,  fi. on  fubftî- 
tuoit  la  valeur  de  ^  en  jc  &  y  dans  V ,  la  quantité  V 
deviendroit  une  fonction  de  *  &  de  y  &  n'auroit  par 
conféauent  aucune  variation.  Pour  faire  évanouir  cette 
difficulté  ,  il  n  y  a  qu'à  regarder  i  comme  une  fonc- 
tion inconnue  de  x  &^  (quand  même  on  la  connol- 
troit)  ,  &  ne  fubftituer  fa  valeur  en  x  &  y,  qu'après 
qu'on  aura  entièrement  trouvé  la  variation  qui  dépend 
uniquement  de  f . 

Avant  de  pafler  au 'problème  fuîvant,  nous  remar- 
querons que  fi  V  exprime  une  fonâîon  des  variables 
*>y»  r  &  que  ^  foit  regardé  comme  une  fonftîon  de 
«  &  y,  on  aura ,  par  uneconféquence  des  principes  établis 
au  commencement  de  ce  calcul,  v^SY dxdy  = 
SSvV  dxdy^  où  vV  défigne  la  variation  de  V  5  & 
Ton  aura  befoîn  d'une  double  intégration  pour  Tune  & 
'  l'autre  formule.  Maintenant  fi  nous  fuppofons  S  SV  rfxeNr 
=  S  d  X  S  V  dj  '=  V  i  en  différenciant  dans  la  fuppou- 

tîon  de  X  feuj  variable ,  on  trouvera  SVdj  =  f  -j-;  j  ^  8c 
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en  différenciant  cette  dernière  équation,  en  coniidérant 

fddV'\ 
j  féal  comme  variable  ,  il  viendra  V  =  (  - — 3 —  j  ; 

de  forte  que  l'intégrale  V  doit  être  telle  que  V  = 


( 


dàV'\^ 


M^îs  parce  qu'il  faut  faire  deux  intégrations  , 


dxdy  ^' 

Func  en  regardant  x  comme  confiant,  l'autre  en  reear- 
<iant  y  comme  confiant ,  il  eft  vifible  que  Ton  doit 
ajouter  à  l'intégrale ,  au  lieu  de  deux  confiantes  arbi- 
traires^ une  fonâion  de  x  que  nous  ferons  =  X,  3c 
une  fonftion  arbitraire  de  y  que  nous  repréfenterons 
par  Y  5  par  conféquent  l'on  aura  l'intégrale  complette 
SSVdxdy  =  V'-+-X  + Y. 

58.  Problème.  V  étanc  une  formule  quelconque  com-' 
fojée  des  trois  variables  x ,  y,  \  ^  de  leurs  différentielles ^ 
&  {  étûnt  regardé  comme  une  fonction  de  x  b  dey  ^  trouver 
la  variation  de  la  fcrfhule  intégrale  SSV  d  xdy.  Il  eft 
▼ifible  par  le  problême   précèdent  que   (fV  =  H^* 

^Mdy  ^Nd:(  +  Vdp'\-(^dq+Kdr-hS£c: 

+  P'i/  +  Q'dq'  H-  K'd/  +  &c. 
+  Q''dq"-hR"dr'fJ^3:c. 
+  Wd/''+3cc. 
-♦-  &c. 

Mais  à  caufe  de  vr  =  o  &  de  vjr  =0  ,   on  trouve 

y  V  =  N  v^  +  Pv?  -H  &c. 

-t-P'v/+&c. 
+  &c.       • 

àdt 


idt 


/ddt\ 


8cc. 


1 

1 


1 


i 
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Si  on  multiplie  par  dxd  y ,  on  zvlxz 

dt 


N.  +  P(^)&c. 


vVdxdy  =  dxdy.  \  /  dt 


^  (-77)  ""'' 

Et  SSvY dxdy ,  ou  vSS^dxdy  = 

Nr+P(^)&c. 

SSdxdy.  ^  /dt  \ 

&c. 

Remarque.  Si  la  nature  de  la  fonûion^  &  de 
•V  j  =  r ,  ctoit  donnée  en  «  &  y ,  on  pourroit  facile- 
ment ,  en  multipliant  chaque  terme  de  la  valeur  de. 
vV  par  dxdy  &  intégrant  enfuite  deux  fois  (à  caufe 
du  double  figne  S  S  ) ,  trouver  la  variation  de  la  for- 
mule propoiee.  Mais  lorfque  7  eft  fuppofé  inconnu 
&  qu'on  doit  le  trouver  par  la  nature  au  problême  > 
alors  t  n'a  aucune  fignifîcation  déterminée  :  comme  y 
par  exemple,  fi  on  demande  que  la  formule  SSY dxdy 
Toit  un  maximum  ou  un  minimum.  Dans  ce  cas  il  eft 
néceflaire  de  réduire  la  variation  ^de*  cette  formule 
de  manière  qu  après  le  figne  S  S  on  trouve  t  &  non 
les  différentielles  de  r.  Or  avant  d'entreprendre  cette 
réfolution,  nous  ooferverons  que  lorfqu'on  parvient  à 
des  formules  intégrales  dans  lefquelles  l'une  des  deux 
variables  x^  y  cR.  regardée  comme  confiante,  on  peut 
indiquer  facilement  laquelle  des  variables  eft  regardée 
comme  confiance.  La  formule  S»T  dx  Indiquera  dans 
la  fuite  rintégrak  de  Tdx  en  fuppofantjr  confiant,  & 
la  formule  S.Tdy  indiquera  Tîntégralc  de  Tdy  ,  en 
regardant  x  comme  confiant.  Pour  ce  qui  regarde  les 
formules-  doubles  S  S  V  ^  x  (f  y ,  on  doit  les  intégrer  deux 
fois,  de  manière  qu'ujD^  des  intégrations  ait  rapport 
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à  la  yariabilicé  dû  x,  3c  Tautf e  à  la  variabilité  de  y, 

3^  Problème.  Transformer  la  variation  de  la  for'* 
nulle  SSy  dxdy  (rçuvée  dans  le  problème  précédent  , 
d£  manière  gu  après  le  douHe  figne  SS  o/t  trouve  par^ 
tout  f ,  mais  non  pas'  f es  différentielles.  Pour  que  cette 
transformation  foit  plus  étendue  ,  foient  T  &  <<  de$ 
£uiâtûns  dés  YariaUes  x  &  y ,  &  confidérons  cette 

formule  SSTàxdy  (^^  =  SàySTdx  (-^^ 

Or  dans  ST^;c  (;r')  on  doit  regarder  x  feul  conunc 

variable  ,  &  alors  on  aura  dx.  l  T^)  =  du,  parce 

Que  y  eft  regardé  comme  çonftant  ;  c'eft  pourquoi  on 
ooit  avoir  S^Tdu  =»  Tw  —  SurfT.  Mais  parce  que 
daas  dT  on  regarde  x  feul  comme  variable  y  il  con« 

^ndra  de  faire  ^'T'^i^*!— j,   pour  avoir 

STrf:r  (^)  ^Tu-Sadx  (^)-  Cela  pofé, 
il  efi  vifible    que    notre    formule    réduite   donnera 

SSTdxdy  (^^^STudj-^SSudxdy  (^).  Si 

/Jit\ 
Ion  change  les  variables^  on  zmzSST dxdy  (  - — j 

'^STttdx  —  SSttdxdy  i- — j.  Ce  principe  établi, 

la  réduâion  de  la  variation  trouvée  daps  le  problème 
précédent  pourra  fe  faire  ainfi  : 

SSPrfWy  (^)  =  SPr/;  -  SSUxdy  (^); 

SSVd»Jy(^~^  ^  SVtdx  —SStdxdy  (~^y, 

'(  ^^  \ 

K  fi  pour  les  membres  fuivans,  on  fait  \~7~  )  ""  * 


.% 
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(dit  \  (du  \ 

&  par  confcqucnt   (  r — j-  )  =^  l  T~  /  '   ^  viendra 


f -| — J  VT"")-   ^**5  ^"  rëduifant  le  dcmîcr  membre 

(die  \ 
de  la  même  manière ,  on  trouve  SSQdxdj  i- — -  j 

.SQ..(^)-S,..(lf)+SS...,,G#> 

Gddt  \ 
— d — y  "^ 

(,^)  H-SS.^*rf,  (1^)  -S.i^(g),  àcaufc 
deSQ'rf*  (j^  «■Q'f  — Srd*  (7^)-  Onauraaufli 
SSQ.....  ^-ll)_SQ.,.0^):s,.-(f  )* 
5  b  r  i  j«  (fj- ,  —  j .  Mais  parce  que  I^^J  =- (^  j^^ ,  on  a 
SSR.W,G^)=,R.,(il)_S..,C-^) 

^  \n^)  "~  5St<i«<îy  [j-;^  i  de  forte  que 


# 
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Si 


l'oD  aura  SSKdpeiy  (—j^  ^  SKdy  Ç~\  - 

Sî  Ton  fait  maintenant  attention  que   (— — ; — -  )   ==» 

\ax^ dyj 

/ iiu  \  /ddu\ 

^T^jj^  ), on  verra  aifcment  que  SSK'dxdy{j—r  j  cft 

^''''Vd^)'  Et  parce  qu'ici  SSudxdy  (  ^^       ) 
conckre  que  SSR'iW^    (t^)  "=  R'  O 

Si  nous  changeons  «ir  en  y  ^  nous  aurons        ^ 

/dt\  /dK"\  /  d^K"  \ 
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rfb 


/   dt   \  /  rfR'"  \       *   ^  /  d  dK'"  \ 

/d  î  R"\ 
SStdxdy  \^    ^   )  J  &  ainfi  d*  fuite. 

£n  rubftitnant  ces  valeurs  j  nous  trouverons  v  SSVdxiy 

SStijrijr.  I  ^''y/       ^'l'^dy)       Kdx^ày) 

**"\«fy»/         \dxdy*) 

+  SPrrfy  +  SQrf,  (^)  -  Sr^y  (^)  VQ't 


+ 


^/i//\       /<JR'\      ^/<^*\       /dK"\ 


rflta 
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•  Se  dx 
Sec. 


ddK 


/idK"\        „  /diK'"\ 


Remarque  L  La  pretiiicre  partie  de  cette  expreC» 
fioh  cft  aflez  évidente^  &  Ton  peut  arranger  commo-- 
dément  les  aatres  parties  de  la  manière  fuivante: 


ddK 


"-(S -(il-) 

^-'<!  -(f)-0- 


d  d  R"> 


-(^) 


<iQ' 


+ 


/_£rfR/_s 


rfR' 


^  (^)  '^ 


^  (^)  " 


"yJy') 


&c. 


&c. 


'  n  cft  aîfé  de  voir  comment  on  pourrait  continuer. 

40.  Remarque  IL  Parmi  ces  formules Jntégrales  il 
y  en  a  qui  contiennent  dy ,  &  d^ucres  qui  contien- 
Qcju  ix  i  dans  les  prenai^res  on  doit  fuppofcr  x  conftanc 


m^ÊÊÊ^mÊÊ^m^m^Êmmmimmm 
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&  égal  à  la  valeur  qu*!!  doit  avoir  à  la  fin  de  l'in- 
tégration y  mais  on  doit  regarder  y  comme  conftant 
éc  égal  à  la  valeur  qu  il  doit  recevoir  à  la  fin  de 
l'intégration ,  lorfqu  il  s'agit  des  formules  qui  contien- 
nent d  X, 

Maintenant  pour  favoir  fi  la  quantité  défîgnée  par  la 
formule  SSV  dx  dy  cd  un  maximum  ou  un  minimum ,  il 
fauty  avant  toutes  chofes  »  égaler  à  zéro  la  partie  de  la  va- 
riation qui  eft  affeâée  du  double  figne  d'intégration  , 
de  quelle  manière  que  l'on  prenne  v{  =  r  ^  de  forte  que 


Ton  aura  o  =»  N 


\dyj         \dxdy, 

&c. 

Cette  équation  exprimera  la  nature  de  la  quantité  cher- 
chée. A  regard  des  quantités  qui  doivent  être  intro- 
duites par  la  double  intégration  ,  on  les  déterminera 
de  manière  à  fatisfaire  aux  autres  parties  de  la  variation. 

Ufages    du    Calcul   des    variations    dans   la 

Géométrie^ 

41.  Avant  d'entrer  en  matière  ,  nous  obferverons 
que  fi  V  eft  une  fonction  de  x  &  de  y  fans  différen- 
tielles ,  on  aura  </V=M</x-f-N^;'&vV  =  N  vy, 
en  fuppofant  (  ce  qui  eft  très-permis  )  vx  =«  o  j  donc 
y  Vax  =  ^vy.dx.  Or  fi  V  dcfigne  l'ordonnée  BN 
d'une  courbe  A  M  (  fig.  2  ) ,  dont  la  courbe,  variée 
foit  dm.  Ton  aura  vV=N/i/  &  il  eft  clair  que  Taire 
infiniment  petite  N  n/r  fera  la  variation  de  l'aire 
BNr5,  &queA<iiiN  (variation  de  Taire  DANB) 
fera  la  fomme  des  élémens  de  la  variation  de  Taire 
correfpondante  à  Tabfcifte  D  B  ;  ainfi  cette  aire  A  ^iiN 
fera  ===  Svydx  :  car  Télément  N/i/'r  =  yV  àx» 
Mais  en  fuppofant  que  toutes  les  vaiiations  qui  répon- 
dent 


J 


i^MftMaMta 
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dent  aux  ordonnées  de  la  courbe  font  nulles ,  excepté 
celles  qui  répondent  à  Bif=^dx ,  alors  toute  la  variation 
fe  réduit  à  Vêlement  vVifjc^N'^ /a  ;  &  lotfque  S  V  (f  x 
devra  être  un  maximum  ou  iin  minimum  ^  v  V  rf  x  =>  N  rfn 
fera =0 y  &  il  faudra  y  felon'ce  qu'on  a  dit  ci-deifus  (1^)^ 
faire  N  =o.  Lorfau'on  cherche  une  courbe  qui  jouit  de 
quelque  propriété  du  maximum  ou  du  minimum ,  comme', 
par  exemple  ,  fi  on  demande  quelle  eft  la  courbe  qui 
foos  même  longueur  renferme  un  plus  grand  efpace 
entre  deux  ordonnées  ,  la  partie  correfpondante  de 
l'axe  &  la  courbe ,  cette  propriété  aifeâe  taute  la  courbe 
&  non  un  de  fes  points  en  particulier  ;  de  forte  que 
les  maxima  &  les  minima  ,  dont  il  ell  ici  queftion  y  fonc 
fon  différens  de  ceux  dont  on  a  parlé  dam  le  calcul 
différentiel. 

41.  Problème.  Trouver  ia  courbe  dans  laquelle  SYdx 
^=z%dxiy^  —  n a  X y) eft  un  x^zx\ïtï\xm  ou  un  minimum  (*). 
On  aura  dW  =  M^jt  +  Ndy  ::=  — ^njdx  — 
ûaxdy  -f-  jy  ^</y  &  N  =  —  <««3e  +  3^*  5  donc  en 

•  an 

faiiant  N  —  o ,  on  aura  3j*  =  tf««,y*=  —  * , 

équation   à   une   parabole  dont  le  fommet  feroiç  A 

'  a  n 

iH'0>  l'axe  AP  &  le  paKimétre=  — •  Pour  dé- 
terminer fi  cette  valeur  eft  un  'maximum  ou  iin  mini" 
mjDn^au  lieu  d'une  parabole  je  fuppofe  une  ligne  droite 
qui  fe  confonde  avec  Taxe  A  P  j  mais  alors  y  ==  o, 
tzSdx  (y^  -^naxy)  =*o>  donc  nous  avons  trouvé 
un  maximum  &  non  un  minimum. 

Remarque.  Puifque  le  terme  repréfenté  par  Mdx 
eft  =  o  ,  on  pourra  différencier  V  en  *  fuppofant  x 
confiant ,  &  égaler  le  réfultat  à  zéro. 


(*)  Il  eft  vifible  que  le  problème  (eroit  le  ménae  fi, 
on  dcmandoic  de  trouver  quelle  doit  étte  la  relatioo  ^ntre 
lt%  X  8c  les  y  y  pour  que  la  formule  propofée  foie  un 
maximum  ou  un  minimum. 

•  Tome  r.  R 
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43.  ProBLBME*    Trouver  la   courbe   dans    laquelle   la 
formule  SV^*  ^=^S*{l^aax  xy  —  IJn^xy-f-  jtf^/J 
■^  3y^  )^*  ej?  un  maximum  ou  urt  minimum.  On  aura 
'^z=i  i^aax  X  —  i^  a^  X  -^  iça^y*  —  I5y4=-o; 
donc  ii*«*  —  a^x  -j^  a^y^'  — y^  =  (<ix  —  yy  )  (ax 
^  yy  —  tfa)=o,  équation  de  la  courbe  cncrchée, 
A  caufe  des  deux  faûeurs  Ton  a  deux  courbes ,  favoir  ^ 
««ai^^^  &  (a  —  je)  ^=y*,    toutes  les  deux   à 
la  parabole*   Pour    favoir  fi  ces   courbes   font   pour 
le  maximum  ou  pour  le  minimum ,  fubftituons  la  valeuf 
de^r  prîfe  c^es  équations  que  nous  venons  de  trouver, 
dans  la    formule    SWdx^     fuppofons    x    infinimenc 
petit ,  &  einiçons  les  termes  qui  s'évanouifTent  relbec- 
tivement  tnt  autres  $  alors  la  première  courbe  don- 
nera  S.  —  loa^xdx^ax,   la    féconde  donnant 
S.  a<iî  rfje  (•^).  Et  fi  Ton  fuppofe  yz=  o,  la  formule 
deviendra  S.odx^^^o,  Ainfi  la  féconde  courbe  donne 
un  maximum ,  &  la  première  \xn  minimum  ,  c'eft-à-dire^ 
un  maximum  négatlr. 

44*  Problème.    Emrî  toutes  les  courbes   qui  ont 
la  même  ab/cijje  x ,  trouver  celle  dans  laquelle  ,  en  fuppa- 

fant  p  =  — ;—  ,  ou  dy^rpdxy  S  dx z efi  un 

dx  -^  y  x 

minimum*  On  aura  V  = :; »  &  <^V=M<^r 

y  X 

^                           IX  y/ X                V[x^ii-^P P)\ 
Donc  dans  l'équation  ci-defTus  (il),  on  aura  M  = 
^Vii-^PP)  ^ ' 

dV 

o  ,  R  =  o  ,  &c.   &  dans  l'équation  N  —  -r h 

^        ■  dx 

(  ">*  )    Car  à  caufc  dc^e»»  JL,  oiia(tf-**x/tfas 
a  a  =»=7*  Scy^  a. 


mÊfmmm 
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j  '^  &c-  =-  o,  qui  (  ly)  doit  «voir  lieu.dtûs  ce  ca$, 

on  aura  N ==  o  &  <f  P=s=o,  à  caufe  deN— o, 

dx 

p 
&  P  =    /r    / — : — Ti  fer^  une  confiante  (*)  que  nous 

ferons  :*»  -7-  ^  donc  p  »«  :; —  ««  77 1  »  ^J^  =^ 

y  a  '^  dx  \[a^xy     ^  ^ 

dx\/ X  dx  ^ X  dx,x 

tîon  i  une  cycloïde  (  **  ). 

4f.  Problème.  ^  dépgnant  la  furfau  dun  fùiidt  en" 
gendre  par  la  courbe  A  M  ^ fig,  i  )  autour  de  l'axe  DP  , 
Uquellt  en  exprimant  par  c  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  le  rayon  ê^ -rrz  1  ^  eft  ^=S.  cy  dx  ^(  1  -^rPp)  (*****), 
&  V  étant  une  fonSion  quelconque  de  cette  fur  face  ,  trouver 


(*)  Car  paifque  la  difféTcntiellc  de  P  cft  «»  o  ,  P 
cft  confiant  ou  =»  o  j  mais  il  cft  évident  qu'il  n*cft  pas 
égal  à  zéro. 

(  **  )  Ayant  mené  A  P  perpendiculaire  fur  la  bafc  A  D 
it  la  demi  -  cycloïde  A  B  (-  fî^.  ^  ) ,  6c  -  les  aoues  lignes 
<îac  rcprcfcntc  la  figure  ,  faifons  AP  =  Dae=aaP,  P  p 
=»NM:î=<^T,PN=y,  MiB=aN«  =«<fy.  A  caufe 
de  la  corde  B  i  parallèle  a  la  tangente  Nï  de  la- cycloïde  J 
l«  irianjErlc«  Nfw/t ,  Baft  font  femblables.  Maïs  ce  dcfnîer 
cft  fcmSlable  au  triangle  b^D  :  car  It  triangle  B^D 
'^ntjfe  en  ^,  eft  dîvKé'par  la  perpendiculaire  fur  foo 
kypoificnufc  B  D  en  deux  triangles  fenablables  cntr'eux 
(voyez  la  Géométrie  )  5    donc  dy  l  dx  ::  x  :  6a  ^^ 

dx.x  dx.  X  ^   ^       .  *     . 

ij  as  t.^ —  ^  _^i — ^-^  ^  en  faifant  le  diamètre  B  D 
0  M  ^(a^l^r^^'H) 

*=  tf,  ce  qui  dofanc'^tf  =?.  V'(tf«  *—  XJf). 
(**♦}  C^ldy^p43f^^/I:dx^+dJ^)^dx^Kl 

^"K  •  Ri,      ■ 
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U  ïtature  de  la  courbe  dans  laquelle  SV4x  efi  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Soit  fait  (fV  =  «^î,a  fera 
une  fonflâon  de  ?.  Or  en  faifant  i  =  S.mdx,  on  aura 
m  =  y  V  (^  '^PP^  >  ^^  négligeant  la  confiante  qui  ne 
peut  changer  la  nature  de  la  courbe  y&c  dm=^dy  y/ {i 

(24)  j  donc  M' =  0,  N'=  V(i-f-i^/^l>P'  = 

^^ Q'=o,  R'  =  o,  &c.  Ainfi  en  fuppo- 

fant  que  A  ic  g  ayent  les  mêmes  fignîfications  que 
ci-deflus  (24)  *  ûous  aurons  {k—g).  Vi  *  +PP  ) 

multipliant  par  dx  &c  tranfpofant ,  on  aura  udxyii 

ypu  up"^  d  X 

+  Tp  °"  ^'    V (  1  ■+:PP')  "^  VÏÏTpp)    "^ 

_    "y^^      +  -//'^^l,   5  «ufe  de  dy  =  pd*. 

ii  +  PP) 

Multipliant  par  V  (  i  +  PP  ) .  tranfpofant  cnfiutc  up  »  rf* 

uydp 
&  réduifont,  il  vient  tfi^x—  7+^  4->'f  tfa.  Mais 

à  caufc  dew^-A  —  f,&<leA  qu'on  doit  traiter 
comme  confiant  ,  ainfi  qu'on  Ta  dit  ci  -  devant  , 
00.  %  du  ^  —  dg  =^  —  ndx  (14)  5  donc  udx  = 

•  ^^    'i-  -^Ypndx.  Suppofons  que  V  foit  =t  3  de  ma- 

hiere  que  la  formule  SdxSydx  ^(i +pp)  doive 
être  un  maximum  ,  on  aura  «  =  l ,  S.  /i  <f  «  =  g  =  jf. 
Mais  parce  que  A  défigne  S.  ndx  prife  depuis  It  point 
où  commence  Tintégrale  ,  jufqucs  au  terme  où  elle 
finit,  en  fuppofant  qu'alors  x.  =  ii ,  on  aura  A  =  « 
&M=A— ^"=^  —  *('')•  Amfi  1  équation  de  la 

•  '  '  ' 

{  *  )   Si  D  B  =  x&  DP  =  tf,A  —  g  exprimera  U 
valeur  de  S. ndx  correfpondante  à  BP. 
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(a  —  x)ydp 


courbe  fera   a  ^^  x.  d  x  ^=^  ■ ypdx^ 

équation  que  je  ne  fâche  pas  qu'on  puiffe  ramener  à 
une  intégrale  finie  par  aucune  méchode  connue. 

V(dx^-^,dy-X 


i*  ■■» 


46.  Problême.  Dans  quelle  courlc  S.  . 

tfi  un  minimum?    Comparant  cette  formule  avec   la 
formules  Vrfx,  &  faifant attention  que  VC^^^+rfiX  *) 

V  (  l  -hPP  ) 


Udx  4-  N^;'  +  Pdp 


—  dy  y/{  l-hj^p)^ 


tyVy 

Tn — 7 — ; r-  ;  donc  M  =  o ,  N  = y—rr- , 

&P-     .r    f  _^     ,'.  Q^o,  R  .=- 0 ,  &c;  Pour 

dp 

trouver  la  nature  de  la  courbe ,  on  fera  N.— ^  zi —  *^o. 

Pour  intégrer  cette  équation  je  multiplie  par  dx  & 

fai  en  tranfpofant,  Ndx  ^dP  ^  Np(lx  =7=  /CfP,  & 
Idy  ^=  pdV ,  à  caufe  de  pdx  ='  d'y.  Or  puifque  M 
*=o,  &  que  <^V  =  M  Jx  +  N  rf^  -f-  4^rfp  ,   on 
aura  ^V  =;  N^>  -f-  Pti/i  =»  /jiP  -+-  Vdp,  &  en  in- 
tégrant ,  V  =  P  p  4-  C ,  C  étant  une  cortftaHtc.  *0onc 
^ (^i  j^p p^  p 

on  aura- 7 =  -jl — 7'^ H  -^C,  &C  = 

V(l-hpp)  PP  '  J 


Vy  V  [y-  (i-+-i'  f)  ]       V>  v^  ^  ^-^^^  ) 

Sî  on  fuppofe  C  ==  -7-  ^  on  aura  -  =»  znmzn'7\% 
^^  V  •*  «       .y.  (  I  -4-  PP)  * 


1 

( 

i 


9 
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/  a — y         a  j^ — y  y  ^y- 

j.d^pp)  =^^;pp  =  — jy-  >  ^  =5ir 

tion- différentielle  du  premier  ordre  qui  renfthme  une 
confiante  arbitraire  a.  Pour  intégrer  cette  équation  ,  on 

y.dy  i*idy 

remar<]Uera  que 


.jzà. 


v/(.iy  — >y)       y/  (.ay  —  yy  > 

\  a  dy 

d.  V  (ay—yyy,  &  que  -7-7 eft  la  diffé- 

reottelle  d'un  arc  de  cercle,  dont  le  rayofi  «"  r4  & 
le  finus  =  V  (  ^  y  —  yy)  \  ^^  tor^c  qu'en  défic^nanc 
cet  arc  par .^ ,  on  a  :i:  =  ^ —  V(<^y  —  yj)-H^*^eil  une 
confiante.  Ainfi  cette  intégrale  renferme  deux  conftanies 
arbitraires  ^  de  i  ,  introduites  par  les  deux  intégrations 
qu'on  a  faites. 

On  voit  par-là  que  cefte  équation  qui  fiiit  que  la 
formule  propofée  devient  un  maximum  ou  un  minimum  , 
n'eft  point  entièrement  déterminée,  puirqu'ellc-  ren- 
ferme, deux  confiantes  arbitraires  ;  on  peut  donc  ajou- 
ter au  problême  propofé  deux  nouvelles  conditions  , 
qu'on  remplira  au  moyen  de  ces  deux  confiantes. 

^\  Ton  veut,  par  exeoipJc  ,  que  x  étant 5=sf,  Pfoit 
,     .  '     P        '    - 

=  0',    on   aura    77 — .j ,  :  1     \   =0  (**)>  Z'  ==» 


■«■RM 


xd  X 
{  *  )  Si  l'on  chans^c  y  en.*  on  aura  dy  =  --r; 7 

qui  eft  (parle  n*.  44  )  «ne  équation  à  la  cydoidc.  Il  cft 
bon  d'obfvîrvcr  qu'en  faifant  PN=**(fig  ^)rOna 
p  N  =p  t>rc  D  ^  —  le  flous  de  cet  arc  :  car  P  tf  =  AD 
^  BiD  &  Tare  B^  =  ^N  j  donc  PN  -H  3tf  :i=  lare 
DÀ,  donc  PN  =  l'arc  D^  —  ^tf. 

(  **  )  C'cft  la  mcmc  chofc   q'ue   fi   dans  la  deuxième 
formule  diî  n**,  x  3  ^  on  faifoit  Iç  racrabrç  abfolu  =  o. 


r 
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y ( tfy  —  y  y) 

*=  o,  &  <i  =  y  ;  par  confoquont  Tare 

^  fera  la  demi- circonférence  d'un  cercle  dont  le  dia- 
mètre =  <2  ;  ainfi  notre  ip^tégrale,  en  fubftiiuant  c  pour 
*  &  o  pour  ^  {  ay  — y  y  )  .  deviendra  c  =  ^  -H  ^ » 
&  Ton  aura  A  =  c  —  D  ,  D  étant  la  demi-circonfé- 
rence du  diamètre  a  ,  par  conféquent  notre  équatiba 

fera  ji:«=^  —  V  (^y  —  yy  )  ~*"^  -^D» 

Si  l'on  veut  de  plus  que  lorfque  x^^SLy-y  foît  auflS 
=  0  ,  dans  ce  cas  on  a  o  =  o  —  P  +  f  —  D  & 
«  =  D;  donc  on  aura  *  =  ^  —  VC^y  ~ry^  )•  ^^ain- 
tenant  fi  Ton  fait  O  ig  ::  iaix  y  g  fera  li  dcmi-circon- 
fërcnce  d'un  cercle  dont  le  rayon  =  i ,  &  ion  aura  D  =» 

— •  Si  Ton  fait  de.mcmc-ç.  i^  z:-i\  a::  v,  on  aura  j 

*== — ,  a  étant  un  arc  femblable.à  Tare  j',  mais  pris 
2 

dans  un  cercle  dont  le  rayon  =^  i...^l^is' Téquiition 

g  a  1  c 

«»=  D  devient  alors  cï=:?  --^,.d'aù  l'on  tire  «  =^  —  ; 

^  -         « 

eu  r  It 

4onc  7  =  — ,  &,  notre  équatioa  £ax  x  ^^ * 

g  .  S 

47,  Problème.  J^/ji*  donnée  une  furface  courbe ,  rf/- 
Wnùner  la  ligne  la  plus  courte  qu^on  peut  mener  entre 
deux  points  pris  fur  cette  furface.  Sur  un  plan  quelcon- 
que AMP  (  fig.  f  )  ,  auquel  on  rapports  la  furface  , 
on  prendra  A  P  pour  Taxe  de  la  projection  de  la  ligne 
cliercbée.  De  chaque  point  m  de  cette  ligne  on  abaif- 
fera  it%  perpendiculaires  m  M  fur  le*  plan  des  y 
&  des  x;  'ces  perpendiculaires  traceront  la  ligne  A  M 
^tii  fera  la  projeûiôn  de  la  ligne  cherchée ,  &  celle-ci 
étant  connue  ,  la  plus  courte  ligne  demandée  le  fera 
auffi.  Soit  AP^^Jc,  PM  =y,  Mm  =  ^i  puifque 
'a  nature  de  la  furface  eft  donnée  ,  \  fera  donné  en 
»  8c  y.  Soppofons  rfj=:  r<f;c+  t^dy  ^  rff=:«</x-+» 

R  4 


6* 


Cov^^^  ^ 


'  :i 


co^^V 


LtA^*'' 


qu< 


V 

^ 


te 


•%1J' 


'# 


-^ 


\ 


ALCUL    DES    VARIATIONS.     l6j 
=r  du  =  fdx  -^  gdy  ;  donc 

•^  différenciant  le  fécond  membre,  multipliant  en- 

*  ui+;?/>-+-(/-f-tf  ûp)*]  ' ,  réduîfant ,  tranfpofant 

{tp —  u).  {dt  ^pdu) 
.  .r ,  on  aura  c  ;?  = ; \ • 

a  y  ^"  y 

=  ~f-  ,  &  ^;'=  -7  —  5  donc  (en  multipliant  tout 

^^    J2         (^^y  —  u^x).  (dtix+dydu) 

-)  àxàdy  «a ; — 

Il  de  la  courbe  de  projeâion  fur  le  plan  des  y 
v,  laquelle  étant  trouvée,  on  déterminera  fa- 
..  c  fur  la  furface  donnée  ,  la  plus  courte  ligne 
"e  deux  points  donnés  de  cette  furface. 

•  ;is  avons  traité  des  maxîma  &  des  mînîma  ,    re- 

".nenr    aux   courbes    qui    ont  la  même  abfciife  , 

méthode  peut   s*appeller  la   méthode  ahfoiue   des 

•Tia  di*  des  minima.  ÎNous  appelions  méthode  relative 

"..uinna  &  des  minima  ,  celle  qui  nous  apprend  à 

^r.rminer  les  courbes  qui  jouifTent  de  la  propriété  du 

-^um   ou  du  minimum ,  non  pas  parmi  toutes   les 

'es    qui  ont  une  même  abfciife  ,  mais  feulement 

•  celles  qui  ont  une  ou  plufieurs  propriétés  com- 

ie  fameux  problème  des  ifopérimhres  ,   propofé 


r 


mmencement  de  ce  fiecle,  par  lequel  on  deman- 

:  de  déterminer  entre  toutes  les  courbes  de  même 

leur  &:  correfpondantes  à  la  même  abfciife ,  celle 

'   jouit  de  quelque   propriété    du  maximum  ou  du 

-^-num ,  appartient  à  cette  féconde  méthode.  II  faut 

>n  remarquer  que  la  propriété  ou  les  propriétés  com- 

'•\:)t%,  dont   il  s'agît   ici,   doivent  atteder  toute   la 

•iurbe,  &  non  un  ou  plufieurs  de  fes  élérinens.  Il  eft 

t^^n  auflî  d'obfcrver  que  les  maxima  &  les  minima  font 

rte  telle  nature  ,  que  fi  on  fait  un  changement  infini- 

n^cnt  petit  dans  la  courbe  ,  la  courbe  variée  aura  le 

•»»^t«A  maximum^  ou  Iç  même  minimum. 


} 
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■  ■■^— —  n  ■■■■■!  Il  ,  ■■■II,  Il  nm 

f 

fdy^àu^=^fdx  +  sdy,  La  quantité  /doit  être  la 
même  dans  l'une  &  l'autre  fonnule  ('*');  mais  Télé- 

,nient  de  la  ligne  cherch<?e  (  quon  doit  confidcrer 
comme  une  courbe  à  double  courbure  )  eft  = 
V  {  ^x''  +ày'-  -f-  r/{M=  V[rf^^-f-  rf/^  -t- 
{tdx  +  u^/)*]  ^=  dx  ^  (i  +  P  P  +ff-f-  Zf«^ 
-h:  ttupp)  ^  en  faîfant  rfv=«=^  p^Xy  Tintcgrale  de  cette 
quantité  doit  donc  être  un  minimum,  FaifonS=V  le 
multiplicateur  dt  dx  pour  avoir 

-^'tedx  H-  tfdy  +  pd'p 

-^uepdx-^ufp'dx-h  tudp 
■^tfpdx-^  tgpdjf+uupdp^ 
-^ufppdx  '^•ugppdy 

dY  ^ ' 

...  .  .    ^        dP 

Mais. parce  eue  l'on  doit  avoir  ici  N  —r.^-;- — .=  o,  ou 

xTj        jTi  tfdx+ufpdx+tppdx  +  ugppdx 

N  djif  =îrd  P  on  aura  —r : ; ^ "-r r 

V(  v^pp-^-tt-hitup-j-uupp) 


X 


(  *  )  Pour  ne  lairtcr  aucun  donrc  là-dcffus  ,  foit  S  (Vdx 
*f-Q<iy)=V;  de  manière  que  Tçn  ait  dV^^si  mdx  -J- 

Vi/VN 

ndy  ,  ^  Q  =  M  </  AT  -f-  N  <i>  ;  doac  P ûfx  =  ^7^1  ^* » 

/<f  V\ 
&  Qd^'  =  I  —  j  dy*  Daiis  P  &  Q  (  fonaions  de  r  fie  de 

y  )  ,  faifons  varier  fucccflîvcmcnt  *  &  y  ,  pour  avoir  ^P  =« 
/  ddV  \    ^  /  ddV  \  ,  /  ddVK 

\dl^.Ti)^^  +  Kl7ry)''^''''^^\^^^ 

=  n  ;  donc  puifque  dans  nos  équations «/repr^feute  n  &  N;. 
'  il  eft  clair  que /a  la  mcnie  valeur  daqs  Tune  &  dans  Pantrc» 


Calcul  des  variations.   x5y 


gpdx  :=  du  =^fdx-^  gdy  ;  donc 
tdu-^up  du  /      p -j- r  II -+- tf  ttfj 


/       p  -^-tu-^nup      \ 
^VU-hppMt+uupyy' 


donc  ,  en  différenciant  le  fécond  membre ,  multipliant  en- 

fuite  par  li+p  p^(t-hu  n  py-\  * ,  réduifant ,  tranfpofant 

.   ..  .-                       ,           (rp—  II),  (df  H-/>rfi/) 
&  divifant,  on  aura  û  p  = ; : • 

dy  ddy 

Maisp=^ — ,  &  tf  ;>=  —  —  5  donc  (en  multipliant  tout 

j    ,xj    ^^  i^dy  —  ^^x).{dtdx+dydu) 

^  ^  -^  l+ff-+-iitt  * 

équation  de  la  courbe  de  projeâion  fur  lé  plan  des  y 
&  des  x^  laquelle  étant  trouvée,  on  déterminera  fa- 
cilement fur  la  furface  donnée  y  la  plus  courte  ligne 
entre  deux  points  donnés  de  cette  furface. 

Nous  avons  traité  des  maxîma  &  des  mîntma  ,  re- 
lativement aux  courbes  qui  ont  la  même  abfciffe  , 
cette  méthode  peut  s*appel!er  la  méthode  ahfotue  des 
maxima  6  des  minima.  Nous  appelions  méthode  relative 
des  maxima  &  des  minima  ,  celle  qui  nous  apprend  à 
déterminer  les  courbes  qui  jouiflent  de  la  propriété  du 
maximum  ou  du  minimum ,  non  pas  parmi  toutes  les 
courbes  qui  ont  une  même  abfciffe,  mais  feulement 
entre  celles  qui  ont  une  ou  plufieurs  propriétés  com- 
mîmes :  le  fameux  problème  des  ifopérimetres  ,  propofé 
au  commencement  de  ce  fîecle,  par  lequel  on  deman- 
doit  de  déterminer  entre  toutes  les  courbes  de  même 
longueur  &  correfpondantes  à  la  même  abfciffe,  celle 
qui  jouit  de  quelque  propriété  du  maximum  ou  du 
minimum ,  appartient  à  cette  féconde  méthode.  Il  faut 
bien  remarquer  que  la  propriété  ou  les  propriétés  com- 
munes, dont  il  s'agit  ici,  doivent  affeâer  toute  la 
courbe,  &  non  un  ou  plufîeurs  de  fes  éléihens.  II  eft 
bon  auflî  d'obferver  que  les  maxima  &  les  minima  font 
de  telle  nature  ,  que  fi  on  fait  un  changement  infini- 
ment petit  dans  la  courbe  ,  la  courbe  variée  aura  le 
Hiême  maximum^  ou-  Iç  même  minimum^ 


y 


266  Cours  de  Mathe'matiques. 


ma 


48.  Problème.  Entre  toutes  les  courtes  rapportées  h 
la  même  abjcilje  /V  B  (  fig»  n  )  ,  dans  leJquelUs  Vexprtjfion 
V  a  la  même  valeur  ,  déterminer  celie  dans  laquelle  V 
êli  un  maximum  ou  un  minimum.  Suppofons  que  a  ^  foit 
la  courbe  cherchée  &  que  dans  cette  courbe  on  aie  V 
=  B ,  quantité  déterminée  ,  que  Ton  ait  auffi  V  =  A  qui 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  ;  ayant  fait 
A  P  =  X  ,  P  M  ==  y  ,  ;>  /i  -=»  y' ,  P  ;>  =>  rf  * ,  je  fais 
varier  y  &  /,  &  prenant  la  variation  de  B  &  de  A 

Far   la  méthode    ordinaire  ^   &   égalant  à  o   Tune  & 
autre    variation,  j'aurai  facilement  l'équation  de  la 
courbe.  ^ 

Suppofons  qu'en  prenant  la  variation  par  rapport  à 
l'ordonnée  y  ,  j'aie  vydA,  &  que  j'aie  v/cA^ca 
prenant  la  même  variation  par  rapporta  y  =  y-+-  dy^ 
8c  prenant  d  A  8c  dA'  conformé(»ent  aux  régies  qu*on  a 
iuivies  dans  les  variations ,  de  que  la  valeur  variée  de 
Vfoit  =  yyûfA  -i-  vydA' ,  &  celle  de  V  =  vydB 
+  vy^ dB'  y  on  aura  -vy  <^  A  -4-  vy  dA''=  o  ,  vytf  B 
-j-vy</B'=o.  Multipliant  la  première  équation  par 
/&  la  féconde  par  g,  il  vient  vy.fdA  H-  vy  .fdh' 
«=  o  ,  &  vy.^^B  -f-  vy.^£/B'=o.  Ajoutant  enfuite 
ces  équations ,  j'aurai  ï/y  {/r/  A  +  ^  ^  B  )  +  vy'  (/d  A' 
•4-  ^liB')  =  o,  équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  dans 
toutes  les  fuppofitions  des  valeurs  de  >y  &  ;/  y',  i 
moins  que  Ton  n'ait  à  la  fois /rf  A  H-^rfB  =  0,  & 
fdA!  -+■  gàB^  =  05  mais  en  prenant  la  variation  qui 
arrive  à  fdA  -\-  gdB  ,  lorfque  y  devient  y',  on  a 
y^  A'+  ^'^  B'  =  o,  &  comparant  cette  dernière  avec 
/^  A'H-^d'B'=o,il  vient/ =/,/{'=g;  de  forte  que 
f  3c  g  font  des  confiantes  quelconcues.  Pour  réfou- 
dre le  problème  propofé  ,  on  fera  fdA  +  gdB 
=  o  ("**),.  d'où  Ton  tirera  l'équation  de  la  courbe. 

(*)  Si  Ton  chaffe  vy  te  vy    des  équations  ci-deiTus, 

onaura^  =  — —  =  -^^î    donc  —  -  —  S 

mais  <i  A'  =  û'A  +</iA,  &  ^B'=  dM»  +dd'i^\  donc 
rfJA  rfiB  idk.        dàB  ,    , 

^-+  Ta^  =  '  +  ~dT-  ^^"dîT ■=  TT'^^^"^^^' 


Calcul  des  variation  s»    i6j 

Remarque  I.  Il  eft  vifible  que  la  folution  fera. 
la  mênie  ,  foit  qu'on  demande  la  courbe  qui  parmi 
toutes  celles  qui  ayantune  propriété  commune  V' ren- 
dent V  un  maximum  ou  un  mirtimumy  fbit  qu'on  de- 
mande la  courbe  qui  parmi  toutes  celles  qui  jouiflanc 
de  la  propriété  commune  V  rendent  V  maximum  ou  mi- 
nimum. L'on  peut  aiiflî  propofer  le  problême ,  dè« ma- 
nière qu'il  appartienne  à  la  méthode  abfolue  des  maximal 
&  des  minima  ;  car  il  revient  au  même  que  fi  on  de- 
mandoit  de  déterminer  entre  toutes  les  courbes  rap- 
portées à  la  mcme  abfcifle  celle  dans  laquelle  /V  ~|- 
^V  crt  un  maximum  ou  un  minimum  ;  de  forte  que 
Ton  n'a  befoin  que  de  la  variation  d'une  feule  ordon- 
n«  y,  &:  nullement  de  la  variation  de  y\  S*il  s'a^if- 
fbi:  de  la  formule /S  Vrf*  -h  gS'^'dx.^l  eft  vifible 
que  le  problême  ne  (eroit  pas  différent* 

Remarque  II.  Si  la  variation  de  SV dx  eft  fup- 
pofée  =  Svyàx  (  N  —  - —  &c.  j 

&c. 
(voyex  cx-deflus  le  n*^.  IJ  )  &  vSW^ix  = 

pour  trouver  la  courbe  dans  laquelle  fSVdx  + 
fiS\' dx  eft  un  maximum  ou  un  minimum  ,  on  égalera 
a  0  la  fomme  des  quantités  qui  font  fous  le  figne 
d'intégration ,  après  avoir  multiplié  la  première  par/&  la 

/  ^P  \ 

féconde  parj',  pour  iwoitfSvydx  ( 'N  -7-  - —  &c.  j 

mm  ^..g»  ->      '     .    if   '*  '    ^  iwtii         ■■.I.  iii»t 

granc ,  L.  rfA  =  L.dB-|-c,oudA«=tfûB,  quantité  qui  en 

faifant  c  =»  —7—  ,  dcvicût  /d  A  =  —  g  ^  B  5  donc  fd  A, 

+  ^r?B  =  o.  On  comprendra  facilement  par  les  cxcm-» 
pics  fuivans  ce  cju  on  doK  entendre  par  dh  &  par  rfB. 
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+  gSvydx  (  N' —  ,  -  &c.  ]  =  o.  Donc  en  diffé- 
renciant  &  divifant  par   vy  ,   on  aura  fdx  (  N  — 

J^^c.)+  gdx  VN'- j^  &c.  ]  =  o  ,  ou  fà  A 

+  ^rfB  =  o,  équation  d'où  Ton  tirera  aifément  celle 
de  la  courbe,  ainfî  quon  va  le  voir  dans  les  problè- 
mes fuivans. 

49.  Problème.  Entre  toutes  les  courbes  de  même  lon^ 
gneur  qui  paljent  par  les  points  tf  &  ç  { fi'^*  j)  >  tiéttr^ 
miner  celle  dnnt  l'aire  A  d?B  efl  la  plus  grande,  La  lon- 
gueur de  l'arc  tf  ^  eft -^Sajf  V' (  l  -+-;>p) ,  ce  qui  cft  la 
propriété  commune.  La  variation  de  cette  longueur  tft 
donc  nulle.  Oeil  pourquoi  en  fuppofant  S  V  ^  1  *  = 
Sdx\^  (i-^-pp)  ^  on  aura  à\  =}Aàx  -+-  N'/j-t- 

Vàpi  &  M=o,  N  =  o.  P=-7T7T777  '  ^ 

«=  O  ,  &c.  La  formule  SV*dx  du  maximum  eft  ici 
^S.ydx.  d'où  ron*tire  dV  =  M'rfr  +  N' dy  + 
V dp  +  &c.  -=  àxày.  Car  dx  eft  confiant,  M'=*o, 
N'  =  r^.v,  P'  =  o.Q'  =  o,  &c.,  ainfi  y\'  =  vyd» 
=  vy<fB  }   donc  ûB  —  (fjc.  Si  on  multiplie  ^V  par 

I  &'rfV  par  b ,  on  aùra/=  ^,  ^==»  I  ,  éc  Téquation 

p 
fdA  -h  gdB  =»  o,  deviendra  dx  — hd,  —r- — ; r 

p 
=  05  aînfi  dx  =  hd.  -- — ,  &r  en  intégrant. 


hp 


't 


*  +  ^  =  "77 r :•>  doncx-+-c    •{i+>p) 


h^p^  ^  x-^  c     =[^*—  C«  +  ciM;'N& 

V/  r  Â  JL    /     I     M 1  ~  />  =  7^  >  donc  en  multipliant 
par  ix,  intégrant  Se  ajoutant  une  confiante  tf  j  on  aura 
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—  ^  btf  —  (x-^c)^  *=j.  D'où  l'on  tire  i  4  •— 


(x  +  c)  ^  =  y  — a  .  ,  ou  B6  -^  x'  X  =i  //  (  en  faî- 

fant  X  +  c  =x',y  -^  a  =  y)  ,  équation  au  cercle. 
Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  un  cercle  î  mais  un  arc 
de  cercle  d'une  longueur  donnée  peut  pafTer  par  les 
points  il  &  y  ,  en  tournant  fa  concavité  ou  fa  convexité 
vers  Taxe  ABj  dans  le  premier  cas  Taire  ABra  fera 
un  maximum  y  mais  cette  aire  fera  un  minimum  dans  le 
fécond  cas. 

50.  ProblIme.  Entre  toutes  les  courbes  de  même  Ion-- 

fiueur  paffdnt  par  -les  points  A  &  M ,  trouver  celle  qui  avec 

ùs droites  A  C.  M  C,  menées  au  point  fixe  C,  contient 

uttt  aire  ACM^  qui/oit  un  maximum  ou  un  minimum 

(fg,  8  ).    Ayant  mené  C  m  infiniment  proche  de  C  M  ^ 

avec  le  rayon  C  B  =  i ,  décrivez  Tare  B/,  &  avec 

le  rayon  Cm  l'arc  Mjî.  Faifons  Bb=^Xybf=dx^ 

CM=K  y,  nm  '^  iy y  les'fcfteurs  femblabfes  Qfb, 

CM  adonneront  i  :^x  :  :  y  :  M«  =ydx ;  donc  Télé- 

mcnt  de  la  courbe  Mm  fera  =\/(dy*-+-y*(i**) 

^dx  ^  (  pp  -^yy)  y   &  l'élément  de  Taire  fera  = 

ij^dx.  Si  dans  la  formule  qui  (  13  )  exprime  la  va- 

liation  de  SV dx  en  fupç^fant  v :e  =■  o  ,    on  fait  V 

^V(pp+yy)i  &enfuite  V  =  iy  *(*),  on  trouvera  , 

fclon  la  féconde  remarque  de  Tavant-dernier  problême  , 

on  trouvera ,  dis-je ,  en  faifant  /  =  ^,  &^=— .1  ^  quç 

by  d X 

Téquation/éi  A  -t-  ^d  B  =  o ,  deviendra  —-. ; 

\^(PP+Jfy) 
p 
—  id.  -7-7 ^—7 —  ydx  =«  o  'j  donc  en  multi- 

dy 
pliant  par  p  ,   faifant  attention  que  p  =  -j —  &  tranf- 

bydy                               p 
pofant ,  —7- ' r  —  bpd.  —7-; r  ^^^ydy  ^ 

bp  dp 

ou  Arf.  •(pp  +yy)  — 


V  ipp-^yy) 


l*)  Dans  notre  problcmc  t  y jf  cft  rcprcfcmé  par  V^ 
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p 

hy^  y^ 

4-  i  c  sa  — ,  h  c  éiQJOt  une  confiante 


arbitraire.  Ayant  mené  C  P  «=3  ^  perpendiculaire  à  la 
tangente  MF,  les  trianeles  rembiables  &  reâanelcs 
C  P  M,  M  mil  donnent  M.m^^ix  V  (PP+yy*  Mir 

donc  liî  +  lie  —y*  &  î  =  ^^ r — • 

Voici  comme  on  peut  prouver  que  cette  équation 
eft  au  cercle  i  je'  tire  les  lignes  CM.Cm(fig.  9), 
infiniment  proches  avec  les  tangentes  VM  3c  pm,  cette 
dernière  coupe  en  t  le  prolongement  de  P  M  ,  je  mené 
auffi  les  lignes  CPT,C^p,ia  première  perpendicu- 
laire, fur  MP  ^  &  la  féconde  perpendiculaire  fur  rnp 
&  fuppofant  que  }Ac ,  me  font  aufli  perpendiculaires 
aux  tangentes  dont  on  vient  de  parler  s  il  eftvifible 
que  Me  fera  le  rayon  ofculateur  de  la  courbe.  Enfin 
du  centre  C  ayant  décrit  Tare  M  a  ,  je  fais  C  M  =y ,  «  1» 

y  y  —  ihc 
^^  dy\  donc  C  P  =^  f  = 7— — •  Mais  gp  eft  la 


(*)  Si  l'on  avoit  quelque  peine  à  trouver  cette  înté- 

—  bpp 

tttalc ,  on  n  auroit  qu'à  différencier  —7- ; •  auffi 

*  A  y(pp  +  yyj 

p 
bien  que  —77 : -,  5c  Ton  verroit  facilement  que 

^     Vipp  +  yj)  ,    , 

—  bpdp 
la  différentielle  de  la  première  quantité  eft  «=—77 ; r 

yivp  +  yy) 
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■»^— —      ■      ■      — »i—— 1^— iWM— «^ 

différentielle  de  C  P  j  donc  ^  p  =«     , -•  Faifant  M  P 

«=»  r ,  on  aura  auffi  mp  :=  t  (  car  ces  tangentes  ne  peu- 
vent différer  que  d'une  quantité  inaflîgnable  )  5  faifons 
de  plus  M,  m  =  ds ,  &  Mc  =  R,  rayon  ofculateur 
de  la  courbe.  Cela  pofé ,  je  remarque  que  les  tangen- 
tes Mr  ,  mr,  font  néccflairement  égales,  parce  que 
Tare  infiniment  petit  Mm  peut  être  regardé  comme 
circulaire  ;  donc  l'angle  P  r;?  extérieur  au  triangle  Mmt 
vaut  le  double  de  1  angle  Mmt  :  or  celui-ci  a  pour 
mefure  la  moitié  de  M  t ,  dont  Tangle  P  t  p  z  pour 
mefare  Mm;  donc  les  triangles  tgp,  M.  cm  font  fem- 

y  ^y 

blables,  &  donnent/7|r  t  Mw:  :r/>:Mc,  ou  —7^-  :  dt 

btds 
:  :  t  :  R  =  — -— •  Mais  à  caufe  des  triangles  fembla- 
ydy 

blés  M  m  »  ,  C  M  P  3  on  a  ({ ^  :  dj::y:t;  donc 

btds 

yiy=itis  ;  donc  R  —  — 7—  =»  ^-  Aînfi  notre  courbe 
^  *  ids 

a  le  rayon  ofculateur  confiant  j  propriété  qui  convient 
uniquement  au  cercle  5  la  courbe  cherchée  eft  donc 
un  cercle.  Pour  le  déterminer  je  tire  une  ligne  G  D 
«=  ^z^c  ,  &  menant  à  celle-ci  une  perpendiculaire 
D  c  =  A  ,  du  point  c  pris  pour  centre  avec  le  rayon 
h^  je  décris  un  cercle  MrD  ^  qui  fatisfera  au  pro- 
blême. 

51.  Problème.  Trouver  la  courbe  qui  parmi  toutes 
Cilles  de  même  longueur  qui  pajfent  par  les  points  a  &  ^, 
tagendrera  en  tournant  autour  de  l'axe  A  B  (  figm  y  )  un 
folidedonc  la  furface  foit  un  maximum  ou  un  minimum.  La 
propriété  commune  eft  S  d  x  Vi^-^PP)  5  donc  la  valeur  de 

p 
la  différentielle  </ A  eft  »==  —  rf.  —7; — : r  j  la  formule 

dii  maximum  ou  du  minimum  eft  comme  Sydx  V  (l 
"^PP),  la  valeur  de  dB  eft  =  dx  V  (^  +PP)  — 

y  p 

^'  T77 \ >  &  Téquatîon  de  la  courbe  fera 

Y(i  -^-PP)  ^ 
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b 

inultipliant  par  p  &  intégrant,  on  aura^i  —  77; — ; 

Wki-^Pp) 

y  h-^y X 

en  faifant  h  +y  =  î  5  donc  p  =_  =* 

^^  ^  ^  ? 

:ï —  j  donc  (î  X  e=s  -7- 5  (  parce  que  à  caufe 

dx  y  (  î'Ç  —  aa)        ^         ^ 

de  h+y  =  î.  Ton  a  d  y  ««<?{).  Or  Téquation  dx  =- 

•-77 — r  ,  appartient  à  la  ligne  des  cofinus  hy- 
perboliques ,  f  étant  le  cofinus  hyperbolique  >  ainfi 
cette  courbe  ,  en  tournant  autour  '  de  Taxe  A  B ,  en- 
gendrera une  furface  qui  fera  un  maximum  lorfque  la 
courbe  tournera  fa  concavité  vers  A  B ,  mais  la  Air- 
.  face  fera  un  minimum  ,  fi  la  courbe  tourne  fa  convexité 
à  raxeAB  (**). 

y 2-  Problème.  Entre  toutes  les  courues  de  même  ion-- 
gueur  c ,  &  oui  paJlent  par  les  points  A&  h  de  la  ligne  Ao- 
rifontale  A  B  >  trouver  celle  dont  le  centre  p  de  grandeur  ou  de 
gravité  efi  le  plus  bas  pojfthle ,  ceft-à-diie  ,  le  plus  éloigné  de 
la  ligne  A  B  {jig.  10).  Selon  ce  qu*on  a  dît  dans  la  feâion 
précédente,  en  faifant  Télément  de  la  courbe  =  rfx, 
l'ordonnée  P  M  =  y ,  y  d  j  fera  le  moment  de  1  elé- 

S.yds 
mcntwM/i,  & exprimera  la  diftance  du  centre 


(  *)  On  trouvera  facilement  que  cette  intégrale  eft  vraie , 
eo  faifant  attention  que  p  dx===^dy  ^  &  en  cfTcduant  les 
différenciations  indiquées  dans  l'équation  (  B  )• 

(■^*.)  Selon  ce  qu'on  dira  dans  la  quatrième  fc^lion  , 
Az  chaineté  ou  la  caténaire  «  cfl  la  même  que  la  ligue  des 
cofinus  hyperboliques» 

de 


■  f  I  m 
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Wh 


ic  gravité  de    toute   h  coutbe    A  D  B   par  i^pporc 

^  y  d  s 
à  raze#AB.    Il  ei\  donc  nécelTaire  que  S.     —  foie 

un  maximum  ;  d*oà  il  fuit  que  S.yds  fera  aùfTi  un  maxi* 
ïïim,  M^isds^^dx\/  {i  '+  pp  >  SiinûS.ydx  ^  (i^pp) 
âott  être  un  maximjim ,  ce  qui  a  lieu  dans  Ja  ligne  des 
cofinus  hyperboIi<que%  Par  conréquent  la  courbe  cher- 
chée eft  la  ligne  des  cofinûs  hyperboliques. 

53.  Remarque.  Si  reîcpreffion^a' A  •+-  ^  B  -f-  /  C 
(A,  B,  C^  défignant  des  formules  iotégrales  quelcon- 
ques ^  ^y  i  <f  des  tonftantcs  )  a  une  valeur  de  maxi-- 
)num  dans  Une  'Courbe  V ,  bc  que  dans  la  courbe  R, 
A  &  B  aient  la  même  valeur  que  dans  la  courbe  P  ; 
il  eft  vifible  qu'à  caule  de  la  partie  a^  A  +  i^  B  qui 
doit  avoir  la  même  valeur  dans  les  deux  courbes,  Tex- 
preffion  totale  «' A -♦- >' B -|-  c'C  aura  une  plus  grande 
valeur  dans  la  courbe  P  que  dans  la  courbe  Rs  pui(^ 
que  cette  cxprciSon  eft  un  maximum  dans  la  première  , 
&  Don  dans  la  féconde  ,  ainfi  que  nous  le  fuppo* 
foDs.  Co  que  noUs  venohs  de  dire  du  maximum  doit 
également  s'entendre  pour  le  minimum  :  de  forte  oue 
£  Ton  cherche  une  courbe  qui  parmi  toutes  celles 
qui  ont  les  propriétés  A  &  B  communes  y  doive  avoir 
pour  C  un  maximum  ou  un  minimum ,  en  multipliera 
A,  B,  C  par  des  confiantes  arbitraires^  &:  Tpn  pren- 
dra la  différentielle  de  leur  fomnrte ,  qu'on  égalera  à  o^ 
en  prenant  toujours  cette  différentielle  par  la  méthode 
des  variations.  On  fera  bien  de  comparer  ceci  avec  ce 
que  nous  avons  dit  fur  les  maxima  &  les  minima  dans  le 
calcul  différenciel. 

f4.  Problème.  Entre  toutes  les  courbes  de  même  lon^ 
giuur  6?  de  même  aire  qui  pajftnt  par  les  points  a  (s  :i^ 
(fii-  7  )  >  trouver  celle  qui  ,  en  tournant  aut^our  de  taxe  A  B  , 
engendrera  un  folide  dont  la  valeur  foie  un  maximum  ou 
M  minimum.  Les  propriétés  communeis  font  Sdx  y^  (  i 
"^PP),  S.ydx,  &  l'expreffion  du  maximum  ou  du 
minimum  cù.  comme  Sjydx,   Leurs  valeurs  ditTéren- 

ticllcs  font  —  d.  -—; •     dx  ^  dx.zyi  d'où  en 

fuppofant  une  des  conftantes  ^  donc  on  a  patlé  ci-devanc 
Tome  y.  S 


/ 
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(  j^  )  =e  I  ^  &  les  deux  autres  égales  l'une  i  c  8z  l'autre 

p 
à  *  3  on  tire  e  i.  —Tr — -- — -  :^  l^d  pc  +  my  i  x  , 

cdp 
ou  •*■ ;  =  ^  ijr  -+-  lydx.  Multipliant  par  p  , 

écrivant  Jy   au   lieu   de  pdx  ^   intégrant  ,   ort   a 

—  c 
—7; =  tf  H-  ^  y  +  J' y  >  d'où  l'on  tire  c  *  =3 

dy 
(  a  +  ^  y  +j  y  )  "-'  l  i  -^  pp  )»  p  =  jj  ==» 

V^[c c— CH-^y-f-yj) *]  ^  ^         ^y{-«  +  ^y-f-jfy) 

»ocdx- 


a^hy^yy  Vl^c—Ça-^by  ^y  yy-\ 

A  caufe  que  le  radical  doit  avoir  le  figne  ±:  ,  l'un 
de  ces  fignes  indique  le  m^tximum  &  l'autre  le  mini^ 
mum\  &  parce  que  aucune  abrciffe  déterminée  ne  s'/ 
trouve  y  c'eil  une  marooe  qae  toute  portion  de  U 
courbe  a  la  même  propriété.  Il  jr  a  trois  conitantes  «  ^  3 ,  c 
dans  l'équation.  &  Ton  doit  en  ajouter  une  quatrième  dans 
rintégration«  rar  ta  déterndinaifon  de  ces  confiantes  ^* 
nous  pouvons  obtenir  non  *  feulement  que  la  courbe 
pafle  par  deux  points  donnés  ^  &  7  >  mais  encore  r«m«* 
plir  aeux  autres  conditions  ,  comme  ,  par  exemple  > 
qu'elle  pafTe  par  deux  autres  points  Q  &:  T. 

« 

application    du    Calcul   des   variations   à   la, 

Mcchanique. 

Parmi  tous  les  problêmes  de  Méchanique  qu'on  peut 
réfoudre  par  le  Calcul  des  variations ,  nous  nous  oor^ 
nerons  aux  deux  fuivans  >  ce  qui  fuffira  pour  donner 
une  idée  de  la  manière  dont  on  peut  appliquer  ce 
Calcul  aux  fciences  Phyfico-Mathématiques- 

çj.   Problème  I.   Déterminer  la  nature  de  ta  brachy^ 

flochront  ou  la  courbe  de  la  plus  vite  de  [cent  e.    Soit  A  M 

f  fig.  11  )   la  brachyftochrone,  AP-«=  jk.,  PM  .«=*  v^ 

lAm=ds=  y/idx'-  +  dy^)^d9c'V{i  '+pp).  On 

im  (5aif  U  Méchanique  é|émcnraircr  cju'un  corps  rsà% 
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en  mouvemenc  par  l'aétion  de  la  gravité  ,  acquiert  en 
parcourant  l'arc  A  M ,  une  viteffe  défignée  par  la  racir>e 
de  la  hauteur  verticale  MP  de  cet  arc  ;  de  plus  cette 
vîtcfTe  ne  pouvant  que  varier  infiniment  peu  le  long 
de  l'arc  infiniment  petit  M  m  ,  on  pourra  la  fLippofer. 
UDiforme  le  long  de  cet  arc.  A^is  dans  le  mouvcntent 
uniforme  le  tems  eft  comme  Te  quotient  de  Telpace 
divifé  par  la  viteffe  >  ainfi  en  dcfignant  par  t  le  tems 

kloog  de  A  M ,  I  on  aura  d/  «*-  -r  ■* -^ t 

dx\/(  i+pp)  .  .      ..... 

«  rs*  S.  -z :,  quantité  qui  doit  être  un 

minimanté  Or  en  s'y  prenant  comme  ci-deflus  (4^)»  on 
verra  que  la  courbe  cherchée  eft  une  cycloïde  >  ainfi 
h  brachyftochrone  eft  une  cycloide. 

Si  l'on  veut  que  la  courbe  A  N4  foit  terminée  à  un  plaA 
vertical  B  D  perpendiculaire  à  la  ligne  des  abCcifTes ,  l'ab- 
fcifle  correfpondante  A  B  n'aura  aucune  variation.  En 
ûi&nt  la  partie  abfolae  «•  o  (  voyez  le  n®.  ij  ) ,  ou 

-77 — 77 — ; -•  =  o  ,  ion  aura  p  =  3 — ==o> 

c*eft-à-dire  ,  que  Tangle.  de  la  joourbe  avec  l'axe  des 
abfdfles,  ou  plutôt  avec  une  parallèle  à  cet  axe,  doit 
être  nul ,  &  la  courbe  doit  être  parallèle  à  l'axe  des 
abfcilTes  ^  &  par  conféquent  perpendiculajre.au  plan 
vertical  dont  on  vient  de  parler.  Comme  \\  rariatto» 
entière  doit*±=  o,  l'on  peut  faire  la  partie  ablblue 
^  o  )  &  de  -  là  il  fuie  -que  A  étant  l'origine  de  la. 
brachyftochrone  ,  A  B  fera  la  demi-circônférencc  du 
cercle  générateur.  A  Té^rd  du  point  A  cjue  nous 
fappoCoQs  dotmé  »  rordoimée  correfpondante  ne  doit 
fubir  aucune  variation  ;\&  te  n'eft  qu'au  point  cor- 

xefpoodant  à  l'abfcifte  A  B  qu'on  a  1  équation  -7-  =  o. 

Remarque.  On  a  fappofé  dans  la  féfolution  du 
^obléînc.tïiré«àlent:^lHc5:attï&e  d«.Ja  ^yx%:  vue  dcf- 
ceute  étoic  à  finiple  courbure  5  nais  on  n  en  doutera 

S   2 


tm 
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nullement  quand  on  aura  lu  la  folution  du  problème 

fuivant. 

c6.  Problème  I L  Déterminer  U  courbe  de  la  plus  vite 
defcente  ,fans  fuppo/er  cette  courbe  àfimple  courbure.  Comme 
on  eft  cenfé  ne  pas  connoicre  cette  courbe  ,  nous  la 
fuppoferons  à  double  fturbure ,  *  étant  rabfciffe  ver- 
ticale ,  y  &  ç  les  co-ordonnées  horifontale^.  Donc 
y^jjjçi^^y  i^ifji)  =s  ds^  fera  l'élément  de  l'arc 

ds     ,,  , 
de  x:ettc  courbe ,  -7-  Télcment  du  tems ,  Se  t  fera  ==■ 

d  f  dy 

S.  -r-"*  Mais  en  faifant  p  =»  7—,  ou  dy  =  pdx  & 
yx  dx 

^ (i  -hpp^  P^P^) 
&  di  ^p'dx^  on  zt  =  S.dx :^ j 

donc  en  faifant  V  — :^ ,  on  aura  ^^V 

+  -7 //l^  '  ^^  M  5   or    (  52  )  iî  V   eft  « 

^  v^*.  Vii-^pp-^p P) 

M  rfx  -+-  N  iy  +  P«/p  -+•  &c. 
+  NVî +  Fi^p'H- &c. 

Donc  ici  N  =0  5  P  --  TXVTTT^T^Tr)  ^ 

OnaauffiN'=-ojF=-^^r^5  Q'c=o  j  &c.  mais 

(  par  Tendroit  cité  )  on  doit  avoir  les  deux  équations 

dP  '  (TF  ,       /     . 

N  — h  &c,  =  oj  N'  —  T~,+S^c.  =0  5  donc  a  caufc 

dx  '  .    û *i 

de  N  =  o ,  N'— o,  Qnaoi  Q^'ŒO^iec.  oli  Wra  (en 
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multipliant  par  Jx  ) —  dP  =  o,  &  —  JF=o,  ou  — 
ces  équations  ^  après  avoir  changé  leurs  fignes ,  il  vient 

dy  1  ^  d^  I 

-7 — 7-  =  —r-  5  "7 — T'  ^^  "T7  f   a  de  B  font  des 

confiantes  arbitraires. 

Si  Ton  divife  la  première  intégrale  par  la  féconde» 
le  premier  membre  de  la  première  par  le  premier  de 

dy 
h  féconde  ,  le  fécond  par  le  fécond  ^   l'on  aura  3 — 

v^  ^ 

=  -T- ,  équation  à  ligne  droite  (  *  )  qui  fait'connoî- 

^e  que  la  courbe  de  projeâion  fur  le  plan  de  la  bafe 
tc'cfticî  le  plan  des  ç  &  desj),  eft  une  ligne  droite. 
&  qu'ainfi  la  courbe  cherchée  AND  (fig.  12)  eft 
3  fimple  courbure.  Pour  déterminer  fa  nature,  rappor- 
tons-là  à  deux  co  -  ordonnées ,  dont  l'une  foit  x  8c 
l'autre  u  î  en  fuppofant  A  P=f ,  P  M  (  perpendiculaire 
àAP)  ==7  èc  AM  e^  H ,  nous  aurons  (  A  )  a  *=- 

VC7*+T^).  Mais  — -■^,ouify  =  --^^l 

€onc  j  =»  T— . — •    En  fubftituant  cette  valeur   de  y 
y  a  ' 

dans  Féquation  (  A  )  ,    on  trouvera   aifément  \  — • 


{♦)  Soit  (fig.  Il)  rabfciflc  AP==î,  TordonnécPM 
"^y  »  ayant  mené  pm  infiniment  proche  de  P  M  ,  &  la 
ligne  ÏAn  paraltcle  à  AP,  fi  Ton  fait  Atf  =  V^»  ^^ 
^^  Vby  Se  que  Ton  aie  roajours  Aa  :  64  ::  d^  :  dy  :: 
^nimn  =  Pp,  il  eft  vifiblc  que  Ton  aura  î  :  y  '•  î 
V f  :  ^  b  ^  8c  y,  v^ii=  l»  V  ^  >  équation  SKunc  ligne 
^ïo«c.  Ainfi  les  MN  (x^)  qui  doivent  être  pcrpcndicu- 
j^î»irc$  an  plan  des  y  &  des  ç  (  comme  nous  le  fuppa- 
&as  ici  )  ^  feront  dans  un  même  plan. 
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a  v^tf  u  ^ h  du  ^ b 


a  encore  1  élément  de  l'arc  =«  rfj  =  V(^«*+rf**)j 
=  -7-;   donc  (en  quarrant  &   ôunt   les  fraâions)  Çj 

v^  .  .  n 

•in.    -ru      •       j  ^*  V^*  ^^'* , 

il  cft  ailé  de  tirer  <r  a  =  -7 ■  *=»  — ; r  ,  equa* 

tlon  à  une  cycloïde ,  dont  le  diamètre  du  cercle  gc** 
ncratcur  eft  =1^. 

Si  le  premier  point  A  de  la  brachyftochrone  ( fig.  ix  ) 
eft  fuppofé  donné  ,  ^  que  le  mobile  doive  arriver  dans 
le  moindre  tems  poiTible  à  un  plan  horifontal  Cn,   *" 
on  fera  les  parties  abfolues  égales  à  o  ^  ce  qui  don- 

dy 
liera  P  =»  o  &  F  as,  o ,  c'eft*à-dirc ,  -7 — 7-^  fc=  0  «f 

y  X,  a  s 

1  di  l 

donc  g  =  — ; — 7  =  00  5  c*eft-a-dire  ,  que  le  diamètre 
a  -^  à  .     .  

du  cercle  générateur  doit  être  infini.  Donc  J'arc^  fini 
A  M  de  la  brachyftochrone  devient  une  ligne  verticale 
A  C  ;  ainfi  le  corps  A  arrivera  au  plan  C  «  dans  le 
moindre  tems  poffible  ,  en  fuivanc  une  ligne  verticale 
A  C  «  ce  qui  eft  évident. 

1 
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SECTION  QUATRIEME. 

PROBLEMES 

PHTSICO-MATHÉMATIQUE^. 

JNous  nous*  propofons  ici  principalement  de 
faire  des  applications  du  Calcul  différenciel 
&  du  Calcul  intégral  aux  problêmes  Phyfico- 
Mathématiques  ^  ce  qui  ne  npus  empêchera  p»s 
d'en  réfoudre  plufieurs  fans  employer  ces  Calculs. 
Mais  quoique  nous  fuppofions  nos  Lefteurs  în-  ' 
ftraits  des  principes  généraux  de  la  Méchanique, 
AQa$  croyions  devaif  rapporter  le  fameux  principe 
de  M.  d'Alembert. 

1.  Principe  général  du  mouvement.  De  quelque 
manière  que  plufieurj  corps  viennent  à  changer  leurs 
fnouvpmens  aciuels  ^  fi  l'on  conçoit  que  h  mouvement 
^ue  chaque  corps  aurait  dans  finjlant  fuivant  j  s'il 
devenait  libre  j  fait  décampa fé  en  deux  autres  ,  dont 
fun  fait  celui  quil  aura  réellement  après  le  change-  ' 
^cnt  ;  le  fécond  doit  être  tel  ^  que  fi  chacun  dés  corps 
n'eût  eu  d^ autre  mouvement  que  ce  fécond  ^  tous  les 
corps  fujfent  demeurés  en  équilibre.  Ce  principe 
eft  évident  ;  car  fi  en  vertu  des  féconds  mouvez 
mens  les  corps  ne  re{tx>ient  pas  en  repos,   lee 

f crémiers  mouvemens  ne  feroient  pas  ceux  que 
es  corps  auroient  apr^s  le  changement ,  puifqu'ils 
feroient  nécelTairement  altérés  par  les  fecon^ls. 

Toute  la  dodrine  du  mouvement  eft  appuyée 
fur  les  équations  dont  nous  allons  parler»  Si  x 
repréfente  Tefpace  décrit  d*un  mouvement  varia- 
We  pendant  le  tems  t ,  dx  repréfentera  Tefpace 
infiniment  petit  décrit  pendant  le   tems  infini- 
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du 


ment   périr  dt  ,    pendant  lequel  la  vîtefTe  v 

mobile  eft  cenfée  uniforme.   Mais  alors  dx 

dx 
ydei  donc  v  =  — ,  première  éqilation  foixda- 

mentale.  Dans  un  mouvement  uniformément 
accéléré  la  vîtelfeacquife  à  la  fixi^u  tems  t  doit 
évidemment  être  égale  au  produit  de  la  force 
accélératrice  confiante /?  par  le  tems  t  ;  donc  v  ^^= 

pty  Se  p  z=z—^  Mais  fi  cette  force  eft  variable > 

on  peut  néanmoins  la  confîdérer  comme  con- 
fiante pendant  le  tems  dt ,  pendant  lequel  elle 

d  X 
produit  la  vîtefle  dv ;  donc/?  =•—  ,  ou  rfv  =« 

pdty  féconde  équation  fondamentale  des  mouve- 
mens  variés.  De  l'équation  d  x  =z  vdt  y  on  tire 

dx  . 

de  =  — •  Subftituant  cette  valeur  dans  l'équation 

dv:=  pdt  y  on  ^  pdx  ^^=:  vdv.  U  eft  évident 
que  lorfque  le  mouvement  eft  retardé  ,'  on 
doit  donner  le   figne  —•  i  dv.   L'équation  v  =^ 

——  ,  donne  dv  =  d  {-r- V  Subftimant  cette  va- 
dt  \dt/ 

leur  dans  l'équation  p  d  t  ^=^dt.dv  (on  met  le 
figne  —  pour  le  mouvement  retardé  ) ,  on  a  p  de 

^=dtd  (-7-),  Si  on  fuppofe  dt  confiant ,  il  vient 
»rfr  =  Ht— - — ,  ou  pdt^  ==■+  ddx. 

*  dt  ^' 

1.  Lorsque  deux  corps  qu'on  fuppofe  lans 
aucun  reffbrt  viennent  à  fe  rencontrer  en  allant 
du  même  côté  ,  la  quantité  de  mouvement  c^u.i 
fe  trouve  dans  les  deux  corps  ,  fe  diftribue 
de  œamere  qu'il   çn  refaite  la  même    vîteAT^ 
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poar  tous  les  deux.  Car  celui  qui  va .  plus  vite 
agit  fur  l'autre  »  feulement  ju(qu'â  ce  que  celui-ci, 
'  ayant  acquis  autant  de  vîteQe  qu'il  en  refte  au 
premier,  ne  fait  plus  obllacle  à  ion  mouvement. 

Mais  fi  des  corps  élaftiques  fe  rencontrent, 
pendant  qu'ils  fe  choquent  le  choc  eft  employé 
à  plier  leurs  parties,  a  tendre  leur  reflbrt,  &  ces 
corps  ne  demeurent  appliques  l'un  contre  l'autre 
que  jufqu'a  ce  que  leur  reflTort  les  fépare  en  fe 
dcbandanr,  &  les  fatTe  éloigner  avec  autant  de 
vîteflTe  qu'ils  s'approchoient  :  car  là  vîteffe'  ref- 
peftive  étant  la  feule  caufe  qui  ait  bandé  leur 
reffbrt  ,  le  débandemenr  de  ce  reïTort  doit  re- 
produire la  même  vîrefle  refpeftive  qui  avoir 
lieu  auparavant,  M-.  de  Maupertuis  entend  par 
quantité  d'àSion  ,  le  produit  de  la  mafTe  d'un 
corps  par  fa  vîteffe  &  l'^fpace  parcouru ,  &  félon  ce 
Savant  ,  on  doit  admettre  dans  la  nature  le 
principe  fuivant. 

Principe.  Lût f qu'il  arrive  quelque  changement 
dans  la  nature  j  la  quantké  d'aStion  qui  le  produit 
tft  la  plus  petite  pajjîtlé. 

j.  Problème.  Soient  A  &  B  deux  corps  fans 
report  qui  vont  du  mime  côté  j  la  vitejfe  du  corps 
A  étant  V  j  celle  du  corps  B  étant  =::  u  <C.V  , 
de  manière  que  le  corps  A  aille  choquer  le  corps 
B  j  o/i  demande  leur  vitejfe  commune  x.  après  le  choc. 
Lavîtefle  perdue  par  le  corps  A  fera  V — a:  la 
vîrefle  gagnée  par  le  corps  B  étant  x  —  u.  Les 
efpaces  parcourus  en  rems  égaux  par  ces  vîtefles, 
ccant  entr'eux  comme  c^  vîtefles  ,  la  quantité 
daûion  employée  par  le  corps  A  fera  comme 
A.  (Y — x)^y  Se  la  quantité  d'aftion  gagnée 
par  le  corps  B  fojra  comme  B.  (;^:  —  a)  *;  la  quan- 
tité totale  d^<îlioil  fera  comme  A.  (V*  —  xV  x 
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-f-.r  Af)  -i-B.  {xx  —  t  ux  -httii).  Si  Ton  fuppore 
que  cette  quantité  eft  un  minimum  ,  on  diftécen- 
ciera  cette  fomme  ,  &  Ton  fuppofera  la  diffé- 
rence t=  o  ;  donc  on  aura  A.  (-—  i  V  d  x  ■+- 
IX  dx)  ^  B.{i  X dx  — "  iudx)  =  o  j  d'oà  ron 
rire  2Aa:-4-  iBf  =  xAV-HzBtt,oux  ==« 

" — : — ^ ,  c'eft-à-iire  ,  que  la  vîtefle  commune 

A-f-B  ^ 

après  le  choc  ^  fera  égale  à  la  fomme  des  mou- 
vemçns  divifée  par  la  fomme  des  maffes. 

Corollaire.  Si  le  corps  B  alloit  dans  un 
fens  oppofé  au  corps  A  ,  il  /uffiroit  de  çonHdé- 
rer  u  comme  une  quantité  négative  >    &  dans 

ce  cas  Ton  aurolt  x  =  — '—» ,  c'eft'-à-'diré , 

A  4-  B     ' 

que  la  vîtefle  commune  après  le  choc  ,  feroit 
égale  d  la  différence  des  mouvemens  divifée  par 
la  fomme  des  maffes.  Si ,  dans  ce  dernier  cas  , 
A  V  =  B  /^  5  on  aura  x  s=sb  o  ^  c'eft-idire  ,  que 
il  deux  corps  fuppofés  fans  reffort  vont  fe  cho- 
quer diredement  avec  des  mouvemens  oppofés 
éc  égaux  y  ils  refteronc  en  repos  après  le  choc. 

Si  u  ^  o  ,  on  aura  x  = ,  c*eft*a-dire  *  fi 

le  corps  B  eft  fuppofé  en  repos  avant  le  choc  > 
la  vîteffe  commune  après  le  choc,  fera  égale  au 
mouvement  du  corps  choquant  divifé  par  la 
fomme  des  maffes. 

4,  Problème.  Si  h  corps  A  élajlique  va  choquer 
le  corps  B  aujp,  élaJliquc  &  qui  fe  meut  dans  le 
même  ftns  ^  de  manière  que  Ici  vitejje  de  A  Joit  = 
Y  &  la  vîteffe  de  B  =  «  ^  on  demande  la  vîteffe 
de  chaque  corps  après  le  choc  ?  Soir  x  la  vîtelTç 
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âe  A  &  y  la  vîtefle  de  B  après  le  choc ,  la  vîteffe 
perdue  par  A  fera  V — x^  8c  la  vîrcflTe  gagnée 
par  B  fera  y  —  a.  La  quantité  d'aélton  employée 
dans  le  changement  qui  arrive  dans  la  nature  à 
foccafion  du  choc ,  fera  comme  A.  (  V  ^ —  2.  V  at  H- 
jf  jf  )  H-  B.  {y^  —  ly  u  ^  uu).  En  fuppofant 
ae  cetre  quantité  eft  un  minimum  ,  on  aura 
.  ( — zVdx-^-  ixdx)'+'B.  {  zy  dy —  i'^^) 
=3  0  (C).  Mais  dans  les  corps  à  reflbrt  parfait 
tels  que  noua  les  fuppofons  ici  y  la  vîteffe  ref- 
peftive  après  le  choc  étant  la  même  qu'avant  le 
choc  ,  onaV  —  u  =^y  —  x  y  o\x  y  =^Y  — 
a-^-  X  y  &c  dy^=^  d  X» 

Si  on  fubftitue  ces  valeurs  àe  y  &c  de  dy  dans 
réquation   C  ,  on   aura  en  tranipofant  &c  dlvi- 

AV— BV+iBu     .,  .  ,,, 

lant  ,  X  = •    Mais  par  1  equa- 

A  "+"  B  « 

tlon  V  —  u^=^y  —  XyOn  a  x  ^=^y  -ha  —  V, 

le  dx  ^=^  dy  ;  en   fubftituant  ces  valeurs  de  x 

&  de  dx  dans  l'équation  C ,  on  trouve  facile- 

lAV. —  Att-4-B«     •  ^.  -  -. 

ment  y  ===  ■»    01  on  luppolgit  u 

î=  o ,  I*on  auroît  j:=  '  —  qui  deviendroîc 

=  o  ,  en  fuppofant  A  =^  B  ,  c'eft-à-dire ,  qu'alors 

le  corps  A  refteroit  en  repos  après  le  choc  j  mais 

*  A  V 
on  auroit  y  = z  ,  qui  deviendroit  y  =a 

•^  A  H-  B       *  "*  •^ 

X  AV  *         ' 

i=  V ,  en  faifant  A  =  B  ;  donc  dans  ce  cas 

le  corps  B  fe  môiiveroit  avec  la  vîteÏÏe  V  du  corps 
A  savant  le  chpc.  Si  l'on  avoir  A<^JB,  le  corps 
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A  feroit  repoulTé  &  rebroùfferoit  chemin.  Si  B 
alloic  au-devant  du  corps  A,  on  feroit  u  nég^ 
tif,  &  Ton  auroit  par-U  la  valeur  de  :c  &  de 
y  pour  ce  cas. 

Remarque.  Si  on  multiplie  A  par  ^  *  &  B 
par  y*,  on  aura  en  fubftituant  les  valeurs  de  x 
Se  de  y  trouvées  ci-defTus,  on  aura,  dis-îe,* 
A.  A:*^H-B.j'*=A.V^4-Btt^;  c'eft  ce  qu  on 
appelle,  /a  confervation  des  forces  vives  (*). 

5 .  P  R  o  B  L  E  M  E.  Si  un  rayon  de  lumière  doit 
pajfer  de  a  en  b  [fig»  i  )  en  traverfant  les  milieux 
m  &  n  fiparés  Vun  de  t autre  par  la  furface  cgy 
f  on  demande  dans  quel  rapport  feront  les  fînus  étin^ 
Cidence  &  de  réfraction  j  en  fuppofant  que  cet  effet 
doive  être  produit  par  la  moindre  quantité  d^ action? 
Soit  défignée  par  m  la  vîtefle  de  la  lumière  dans  le 
milieu  m,  &  par  n  la  vîcelTe  de  la  même  lumière 
dans  le  milieu  /2,  foit  fait  de  plus  ap=^x^pb  = 
y,pc  =  :(  y  pg  =  s,  ac  =  fy  bg=ihi  mx 
ny  fera  un  minimum^  aufîl-bien  que  ni^(:[Z 
'  ff)  -|-/2\/(5J-hAA).  Donc  puifque  / 
&  h  font  conftans  à  caufe  que  la  pofition  des 
points  û  &   A  eft  déterminée   par   rapport  à  la 

r    r  m7dr  nsds    - 

lurrace  c  £^ ,  on  aura  ^^ — 1 : — 

(  *  )  Il  y  a  des  Phîlofophcs  qui  prétendent  que  la  foret 
«V/v^,  c'cft-a-dirc,  la  force  d'un  corps  en  mouvement,  doit 
s'edimer  pair  le  produit  de  la  maHe  multipliée  par  le 
quarré  de  la  vite  (Te  ,  tandis  que  la  force  d'un  corps  qui 
prcife  un  ^ucre  cprps  •  ou  up  plan  immobile  fans  lui  com* 
muniquer  de  mouvement  ,  &  qu'on  nomme  force  morte  y 
doit  ^eftimer  par  le  produit  de  la  mafTe  &  de  la  (impie 
vîcelfc  ;  mais  les  François  &  les  Anglois  foutiennenc  que 
les  forcer  vîvef 'doivent  fe  mefurer  par  le  produit  de  la  ma(!t. 
&  de  la  vîcefle. 


ife« 


Problèmes  Physico-Mathe'mat.  i8j 

=  o.  Mais  à  câufe  de  cg  confiant,  on  a!  d:i=i 
—  ds  i  donc  en  remettant  les  valeurs  des  radi- 
caux  &   divifant  »  — =  o  ,  ou  —  =3 


n  s 


:  d'où  Ton  tire  -^  :  —  :.  :  «  :  m.  Mais  en  fap* 
pofant  le  rayon  ==  i  ,  on  a  x  :  :f  :  :  1  :  fin.  pa  C 

=  —  ,  &  j^  :  j  :  :  I  :  fin.  pbg::=i — •  De  plus  en 

tirant  la  ligne  M/7N  perpendiculaire  fur  cg^ 
langle  pac  tik  =  apm  angle  d'incidence ^  &c 
l'angle  pbg  eft  =  Â/7N  angle  de  réfraétionj 
donc  le  linus  de  l'angle  d'incidence  eft  au  finus  de 
l'angle  de  réfradliion  en  raifon  inverfe  de  la 
vîteiTe  qu'a  la  lumière  dans  chaque  milieu* 

6.  Corollaire.  Si  on  fuppofe  que  la  "^ïiqîTq 
de  la  lumière  dans  difFérens  milieux  fuive  la 
raifon  de  leur  denfité,  le  finus  d'incidence  fera 
à  celui  de  réfradlion  en  raifon  inverfe  des  denfi- 
tés  des  milieux ,  &  par  conféquent  en  raifon  con* 
(tante. 

7.  Problème.  Etant  donnée  la  pofition  £un 
plan  horifontal  ^Yiy&  du  plan  vertical  B  A  {fig^  2  ) 
mener  par  un  point  donné  D  ,  le  plan  D  M  par 
lequel  un  corps  M  puijfe  parvenir  du  plan  vertical 
BA  y  au  point  donné  D  dans  le  moindre  tems 
pojpile.  Il  eft  évident  que  le  tems  de  la  def- 
cente  dépend  de  l'efpace  à  parcourir  &  de  la 
vîtefle  du  mobile.  Si  l'efpace  DN  eft  plus  petit, 
la  vît effe  fera  plus  petite  ;  fi  le  plan  D  A  eft 
plus  long  ,  la  vîteffe  fera  plus  grande ,  mais 
auflî  l'efpace  fera  plus  grand.  Il  eft  donc  évi- 
dent qu'il  y  un  plan  moyen  DM,  le  long  du- 
quel le   tems  doit  être  le   plus   petit  polfible. 
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Soie  BD  =  ay  BM  =a:.  On  aura  DM  = 
^  {aa  -{•-  X  x)\  la  vîteffe  acquife  par  le  corps 
M  en  venant  de  M  en  D  fera  comme  la  racine 
de  la  hauteur  du  plan  M  D ,  ainfi  qu'on  le  dé- 
montre en  méchanique  >  c'eft-d-dire  »  fera  expri« 
mce  par  \/.v  >  &  cette  vîteflTe  fufBroit  pour  faire 
décrire  d'un  mouvement  uniforme  au  corps  M 
un  efpace  double  de  M  D  dans  le  rems  employé 
à  parcourir  M  D  >  &  de  plus  les  efpaces  parcourus 
par  un  mouvement  uniforme  font  comme  le  pro- 
duit, de  la  vîtefTe  &  du  tems;  c'eft  pourquoi  le 
•quotient  de  l'efpace ,  divifc  par  la  vîtefle  ,  re- 
préfente  le  tems  :  donc  le  tems  employé  à  par- 

courir  DM  fera  = z •  Ce  tems  de- 

vant  être   un    minimum  ,    Ion   quarte  • 

le   fera   audi  ^    donc   en   différenciant    on    aura 


** 


=  o  ,  ou    4  XX 


4  £z  û  ,  ou  jf  ==  û  ,  ou  B  M  =2=  B  D  ;  donc  le  plan 
M  D  doit  faire  un  angle  de  45**  avec  le  plan  hori- 
fontal  BD. 

Mais  fi  on  demandoit  de  mener  le  plan  M  D  pat 
lequel  un  corps  puifle  parvenir  du  point  donné  M 
au  plan  honfontal  BD  dans  le  moindre  tems 
poffible.  En  faifant  BM=^&BD  =  :r,le  tems 

cherché  fera 7 ,  fon  quarré  fera  = 

y  a  ^ 

4tf*  +  4**.       ^-j;      A  .  ..  1 

,  qui  doit  etie  un  minimum  :  donc 

çn  aura  iaxdx  ssz  Oy  6c  ;csBDs=so^  donc 
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le  point  D  tombera  fur  le  point  B  ^  &  le  plan 
de  la  plus  prompte  defcente  fera  le  plan  verii* 
cal  M  o ,  ce  qui  d'ailleurs  eft  évident. 

8.  P  R  o  B  L  £  M  £•  Si  un  glohc  parfaitement 
tlajlique  (  on  doit  dire  la  même  chofe  de  la  lumière  ) 
doit  arriver  de  m  en  n  par  le  chemin  le  plus  court  y 
après  avoir  été  réfléchi  quelque  part  par  le  plan 
horifontal  /?  L  ,  déterminer  C angle  de  réflexion 
'g'  3  )•  Suppofons  que  le  point  de  réflexion  eft 
tué  en  D  ,  &  qu'on  a  tiré  les  lignes  que  Ton 
voit  dans  la  figure ,  faifons  de  plus  /z  A  =  ^  , 
^=s=/7rL  =  a,  DLx=3x,AL  =  c.  On  aura 
h  =^c  —  X  ;  on  aura  encore  /tz  D  -+-  n  D  === 
^[aa'\-xx)'\r^[bb-{^cc  —  xc  x-+-  xx)y 
qui  doit  être  un  minimum  ;  donc  en  différenciant , 
divifant  par  dx ^  égalant  le  réfultat  à  zéro  ,  ôtanc 
les  fradions   &  tranfpofant ,   on  trouvera   (  A  ) 

x^  [bb-^cc  —  %c^^xx)='  c  — X.  ^  {aa 
H- jcx),  ouDL  x/2D=DAx  ^D;  doneDL  : 
;»D::DA:;2D.   Mais  DA  :  ;zD  ::  D/?  :  ^D; 

donc  les  triangles  mdL^  ^P8  ^^^^  femblablesj 
ils  font  de  plus  égaux  à  caufe  de  m  L  =  gp  j 
ainfi  gp  8c  mL  font  finus  d'angles  égaux  ,  en  pre- 
nant Ùm  icDg  pour  rayons  ;  donc  m  DfSc  g  D/ 
compléments  d  angUs  égaux,  font  égaux  j  donc 
pour  qu'un  corps élaftique  (on  doit  dire  la  même 
chpfe  de  la  lumière  )  parvienne  âé' m  en  n  par 
le  chemin  le  plus  court ,  après  avoir  été  réfléchi 
par  le  plan  horifodtal  kL  ,  l'angle  de  réflexion 
gDfàoii  être  égal  à  l'angle  d'indidence  mDf. 

Pour  déterminer  le  point  D,  on  quaxreca  TéqUa- 
tion  (  A  ),  &  efFedtuant  les  multiplications ,  rédui*- 
iknt  &  cranfpofanc ,  ou  aura,  a^x^  — ^^*x^  -~ 
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xa^cx  =  —  aacc ,  6c  par  conféquent  x^  — 

%  aa  c  X  —  a  a  ce     ^  ,  »,  ,^ 

—-  = --•  Cette  équation  ,  étant  rcio- 

aa  —  PO  dû — DQ  * 

lue  par   la    méthode  du   fécond  dégrë  ,  donne 

X  = r-r-  = ?-•  Fro longez  m  L  jui- 

ques  à  ce  que  HL  ==  /72L  +  /2A  ,  &  ayant  tiré 
HA  ,  mencz-iui  par  le  point  m  la  parallèle  /tzD» 
le  point  D  fera  le  point  de  réflexion  ;  car  on 
aura  HL:AL::mL:LD,  ou  a-^b  :  c  ::  ai  x 

B=  D  L.  Si  on  fuppofe  a  =±  A ,  on  aura  x  =  — • 

9.  Problème.  Etant  donnée  lapqfition  d*une pièce 
tt argent  D  fur  le  plan  horifohtal  B  D  ^  trouver  fur 
la  verticale  Bnf  la  ftuation  (tun  flambeau  j  de 
manière  que  la  pièce  D  foit  le  plus  éclairée  quil 
eft  poffihle  f^flg.  4).  Du  point  D  comme  centre 
avec  le  rayon  DB  décrivez  Tare  BM  ^  &:  fup- 
pofant  que  le  point  A  eft  le  point  cherché^  on 
cirera  la  ligne  ÂD  ,  &  par  le  point  M  /où 
cette  ligne  rencontre  l'arc  BM,  on  mènera  MN 
perpendiculaire  fur  BD^  cette  ligne  fera  le  finus 
de  l'angle  BD  A.  Soit  maintenant  B  D  ==  û  ,  B  A 
E=  jc ,  on  aura  A  D=3  ^(a  a-^-xx).  Mais  à  caufe 
des  triangles  femblables  BAD&  NMD,V^(aa 

H—  A:Ar):A:::a:MN  =  —7; •  Suppofons 

maintenant  que  la  vivacité  de  la  lumière  du 
flambeau ,  lotfque  cette  lumière  éclaire  la  pièce 
D  perpendiculairement  foie-  a±=  i  j  cette  force 
fera  à  la  force  de  la  lumière  qui  éclaire  la  pièce 
dans  une  fituation  oblique  &  à  la  même  dis- 
tance ,  comme  le  finus  total  eft  aa  idnus  de  l'angle 

d'obliquité^ 


I 
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d'obliquité  A  D  B  (*)  ou-comme  D  M  =  B  D  =  a  : 

a  X  X 

M  N  =  -7- ;  :  :  I  :  -— ; -•  De. 

y(tftf-f-xx)  y^aa-f-xx) 

plus  fous  le  mcme  angle  d'obliquité  ADB,  la 
Force  de  la  lumière  qui  viendroic  de  M  eft  à  la 
force  de  la  lumière  -qui  partiroic  de  A  en  raifon 
inverfe  <les  quarrcs   àes    diftances  ,  ou  comme 

1  I  X  I  X 


SÂD^      "Â^^  atf      a^  +  x^"    Vi^a  +  xx) 

,  en  multipliant  Tan- 


a  ax 


tccédeQC  &  le  conféquent  par  — •  Main- 

tenant  •— r-: 7-77 : :   doit  ctre  un  mini^ 


mum  i    donc   en  faifant   ^  {aa^xx)  =:  y  ^ 

^ fera  un  minimum.   Si  on  éeale   i   o 

la  différentielle  de  cette  quantité  ,  on  aura  (  en 
ôtant  les  fradtions  ,  &  faifant  les  opérations  ordi- 
naires )  l'équation  ^a^  =  iy^^=iiaa-^ixxy 
d  où  Ton  tire  ^  a  =  1  x  x,  C'eft  pourquoi ,  pour 
avoir  la  poGrion  du  flambeau,  il  faut  faire  un 
angle  ADB  de  4j°,  mener  la  ligne  A  D,  &  par 
le  point  M  où  cette  ligne  rencontre  Tare  B  M  , 
tirer  Mm  perpendiculaire  fur  ABj  le  point  m 

fera  le  point  cherché  :  car  on  aura  /^  B  =  M  N 

— — 

(*)  Car  ayant  mené  DF  perpendiculaire  fur  A  P  & 
iflfiDimenc  petite  »  les  triangles  redangics  D  P  F  »  ADB, 
donc  les  angles  en  P  &  D  font  cenfés  égaux  ,  donnent  DP  : 
DF::  ^{aa-^xx)  :  x.  Mais  D  F  repréfente  la  quantité 
debmiere  qui  illumine  DP  ;  &  cette  quantité  de  lumière  eft 
ce  que  nous  entendons  ici  par  la  force  de  la  lumière. 

Tome  F'm  T 


1 

1 


1 

1 

d 
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&  MD  =MN  +  ND  =  i.MN=  xxx  ; 
donc  B  ATz  =  a:. 

lo.  Problème.   Etant  donné t angle  ctéUvation 

F  x\  M  d*un  mortier  Jitué  en  A ,  avec  la  force  de  la, 

poudre  j   déterminer  la  plus  grande  hauteur  D  H 

à  laquelle  une  tombe  puijfe  parvenir  {fig*  5  )•  L'in- 

clinaifon  du  mortier  par  rapport  à  l*horifon  A  M 

étant   connue    avec  la  force  de    la  poudre  ,   on 

connoît  la  portée  horifontale  A  M  (  *  )  ^  donc  dans 

le  triangle  F  AM  reélangle  en  M  on  connoît  un 

côté  M  A ,  l'angle  A  &  langle  M ,  &  par  confc- 

quent  audi  l'angle  F  ^  ainfî  on  connoîtra  aifémenc 

la  ligne  de  chute  M  F.  Soit  maintenant  A  M  = 

iz,  MF=A,  AD=  AT,  les  triangles  fembla- 

bles  AD/z ,   AMF  donnent  a:  b  \i  x  \  Dn  = 

bx      ,       T"*  bhxM       aaxM        hhxx 

jdonc  An=xx 


9 

a  4a  aa  aa 


&    A/2  =  — ^-^-! ^ 


a 


Ayant  mené  les  lignes  PH,  mM  parallèles 
à  A  F ,  tangente  de  la  parabole  A  M ,  ces  lignes 
feront  des  ordonnées  au  diamètre  A  m  ,   &  par 


m 


la  nature  de  cette  courbe  on  aura  m  M  c=  A  F 
t=(aa-\-bb):?H  =^An=r^ — ^ ::  Am 

a  a 

s=  FM=:*:AP  =  «H;  donc  en  multipliant 
les  termes  de  la  première  raifon  par  a^  &  les 
divifant  par  aa-^-  bb  ^  on  aura  aa  \  xx  \\  b  i 

nh  =  ^*-:  donc  HD  =  D/2  — H/2=  — 

aa  .a 

l^)  Voyez  ce  Que  nous  avons  die  fur  le  jet  Aes  bombes 
dany  la.  féconde  eduiôa  de  nos  Infticttcions  Mathémati- 
ques. 
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—  ,  qui  doitctre  un  maxi* 


ahdx —  t  hx  dx 


mum  ;  donc   =  o  :  donc  (  en 

multipliant  par  aa  y  divifant  par  bdx  Se  cranf- 
pofant.)  a  =  ix,Scx=—*  Ceft  pourquoi  fi 

lATX  AM  ,  . 

on  prend  A  D  =  — ,  &  qu  on  mène  la  per- 
pendiculaire DH  jufqu'à  la  rencontre  de  la  pa- 
rabole y  cette  ligne  déterminera  le  point  H  de 
plus  grande  élévation.  On  ne  fait  pas  attention 
ici  à  la  réfiftartce  de  Tair. 
CoROLLAiRB.  Puifqu'on  vient  de  trouver  HD 

s=  — ,  en  fubftituant  —  au  lieu  de  x^ 

aa  & 

on  aura  H  D  =  — • 

1 1 .  Problème.  Soit  un  vafe  C B D  {fig.  6)jeel 

qu  ayant  pratiqué  un  orifice  B  (tun  très-petu  dia^ 

mitre  j  la  liqueur  parcourt  dans  ce  vafe  des  efpaces 

égaux  en  tems  égaux  ^  on  demande  la  nature  de  la 

courbe  D  M  B  qui  par  fa  révolution  autour  de  taxe 

A  B ,  tf  produit  le  vafe  D  B  C.    Soit  B  A  ==  a , 

AP  =5  X,  P/>=  i/jc,  fi  Ion  conçoit  la  liqueur 

partagée  en  une   infinité  de  tranches  telles  que 

M/7zN/2>  dont  l'épaiiïeur  foie  la  même,  chaque 

tranche    parcourra ,    en  defcendant   Tefpace  dx 

dans  le  même- tems  infiniment  petit  dt  ;  ainfi 

en  appellant  u  la  vîtefTe  de  la  defi:ente  pendant 

le  tems  dt  ^  ou  aura  l'efpace  dx  =i  udt  on  u  ==i 

dx       '  •  . 

--  ss  ^<  De  plus  les  vîtetTes  d'une  liqueur  qui 


l 


^pi  Cours  de  Mathe'matiques. 

s*écoule  par  l'orifice  B  font  preporrionnelles  aux 
racines  des  hauteurs  de  cette  liqueur  au-defTus 
de  lorifice  B  ;  donc  en  fuppofant  que  la  liqueur 
foit  defcendue  de  A  en  P ,  la  vîtefle  d'écoulé* 
ment  fera  comme  ^{a  —  x)  ;  donc   on   aura 

_  =  (::  ^  [a  —  x)\\bb  rj'*,  en  faifanc  A  D 

==A  &  P  M==j^.  En  effet  les  tranches  de  même  épaif- 
feur  ficuées  en  A  &  P  font  entre  elles  comme  les 
quartés  des  ordonnées  correspondantes,  &  les 
vîtertes  font  en  raifon  inverie  de  ces  quarrés. 
En  faifant  ^  [a  —  x)  s=i  \/;jr  &  quarrant ,  la 
proportion  trouvée   devient  c\  :  \\i   b^  ^y^î 

donc  y  ^  =  "—  =:  — 7"^  «=/?  'î,  en  faifanc 

~p=/^^    Mais  réquatîon  j^-*  =/?'^  défigne 

une  courbe  parabolique  dont  l'ordonnée  P  M  eft  c=s 
y ,  l'abfciflTe  B  P  ==  :[  &  le  paramètre  =/?  ;  ainft 
la  courbe  cherchée  eft  la  première  parabole  da 
troifîeme  genre.  On  peut  remarquer  que  les  vî- 
ceffes  des  écoulemens  font  d'autant  plus  grandes 
que  les  tranches  correfpondantes  font  plus  grandes, 
&  que  les  vîteffes  avec  lefquelles  la  liqueur  s'écoule 

peuvent  varier ,  quoique  —  qui  repréfente  la 

vîtefTe  uniforme  avec  laquelle  la  liqueur  s'abaifïe 
auffi-bien  que  la  vîteffe  d'écoulement  qui  répond 
à  la  première  tranche  foit  confiante. 

1 2.  Corollaire.  Suppofant  que  la  liqueur 
parvienne  de  A  en  /  dans  l'efjpace  de  vingt- 
quatre  heures  ,  ayant  tiré  C  F  ,  parallèle  Sc 
égale   à  A/ >    dlvifez^là   en    .douze    parties 
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égales  y    ces    clivi(îons    incliquer3nc    les  heures, 
&  Ton   aura  ainfi  une  efpece  d'horloge. 

Il  faut  prendre  Â/  un  peu  plus  grande  que 
AB,afîu  d'éviter  l'irrégularité  qui  a  ordinairement 
lieu  vers  la  fin  de  Técoulement ,  &  qui  vient 
principalement  d'une  efpece  d'entonnoir  qui  fe 
forme  à  la  furface  de  la  liqueur  \  ainfi  il  faut  pren- , 
dre  Bfy  de  manière  que  le  point/ foit  au-delfus 
du  point  de  l'axe  A  B  auquel  fe  forme  cet  enton- 
noir ,  ce  que  l'expérience  indiquera  facilement. 

ij.  PnoBLEKft.  Etant  donnée  la  gravité  fpccU 
Jiquc  d'un  liquide  de  Veau  y  par  exemple  ^  trouver 
la  grav'ué  fpécifique  d^un  folide  plus  léger  y  tel 
quêtant  plongé  dans  le  liquide  &  dans  une  Jitua-^ 
tien  non  naturelle  j  la  force  qui  le  retient  dans  cette 
fituation  foit  la  plus  grande  pqfflble.  Soit  un  cy- 
lindre homogène  A  B  (  fig-  7  )  plongé  oblique- 
ment par  fa  partie  MB  dans  l'eau  DCgf;  la 
force  qui  retient  le  cylindre  dans  cette  fituationt 
doit  vaincre  le  poids  de  la  partie  fupérieute  M  A 
&  la  force  avec  laquelle  l'eau  fait  effort  pour 
repoulTer  la  partie  plongée  BM. 

Soit  la  gravité  fpécinque  de  l'eau  =t=:  ^ ,  la 
gravité  fpécifique  du  folide  =  x ,  fon  volume 
=  i  ;  fon  poids  fera  i  x*  Or  le  poids  du  folide 
eft  égal  à  celui  du  volume  d'eau  qui  répond  i 
la  partie  plongée ,  &  lorfque  les  poids,  font  égaux , 
les  gravités  fpécifiques  font    en    raifoa  iaverfe 

des  volumes  ;  donc  on  aura  a  :x  ::  b  :  — y  vo- 

a- 

lume  d'eau  égal  au  volume  de  la  partie  plongée* 
Donc  le  volume  de  la  partie  MA  fera  =^  — ^ 

^x         ah  —  hx,     _    ^  ..    -  iklx  —  hxx 

—  =s ,  &  Ion  poids  fera  =  » 

A  a  ^  a 

T  « 
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Mais  la  force  de  l'eau  qui  fait  effort  pour  élever  la 
partie  plongée  B  M ,  eft  égale  à  la  différence  entre 
le  poids  du  volume  d*eau  déplacé  &  celui  de  la 

partie  B  M  ,  c'eft-à-dire ,  cft  = = 

*'  a  a 

:  donc  la  fomme  de  l'effort  de  Teau 

a 

pour  déplacer  la  partie  plongée  &  du  poids  de 

la  partie  M  Â  hors  de  l'eau ,  ou  la  force  qui  retient 

le  folide  dans  fa  fituation  eft  = « 

qui  doit  être  un  maximum  i  donc 

a 

p=:o.  Donc  en  ôtant  la  fraâiion ,  divifant  par  xhdx 

&  tranfpofant ,  û  =  i  jc  ;  ainfî  a:  =  —  >  c'cfl-i- 

dire,  que  la  eravité  fpécifîque  du  folide  doit  être 
fous-double  de  celle  du  liquide. 

14,  Problème.  Soit  AB  la  ftclion  iun  canal 
fghn  dans  lequel  on  veut  bâtir  une  éclufe  ADB  ^ 
on  demande  t angle  A  D  B  que  doivent  faire  les 
portes  AD,  B  D  de  F  éclufe  pour  que  leur  réjijiance 
à  la  prej/ion  de  l'eau  /bit  la  plus  grande  pofjîhle 
{fig.  8  ).  Sur  A  B  prife  pour  diamètre  je  décris 
la  demi-circonférence  A  MB  ,  &  je  tire  A  M  per- 
pendiculaire au  prolongement  de  la  porre  BD. 
Cela  pofé  ,  la  preflîon  contre  la  porte  DB  eft 
comme  la  longueur  DB  ,  la  hauteur  de  l'eau 
étant  la  tnême,  de  plus  la  force  du  bois  de  la 
iftème  épaifleur  efl  d'autant  moindre  que  la  lon- 
gueur de  la  pièce  efl  grande  5  donc  la  force  de 
la  porte  BD  eft  en  raifon  inverfe  du  quarré  de 
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la  longueur  B  D.  Mais  ayant  tiré  le  rayon  CDm 
perpendiculaire  à  A  B  les  triangles  rectangles 
femblables  BCD,  BMA  donnent  BD  :  BC  :: 

1        "B  C     A  B 

A  B  :  M  B  ;  donc  B  D  ==  — -' — ^ —  j  &  parce  que 

MB 

BC  &  AB  font  confiantes ,  la  force  de  la  porte 

» 

BD  fera  en  raifon  direfte  de  BM  .  Or  en  pre- 
nant A  B  pour  rayon ,  BM  fera  le  finus  de  l'angle 
M  A  C  i  donc  Ja  force  de  la  porte  B  D  croît  comme 
le  quatre  du  finus  de  cet  angle.  11  faut  de  plus 
avoir  égard  a  la  grandeur  de  Tangle  ADB  qui 
rend    la   rcfiftânce   d'autant    plus  forte   que  Ion 

finus  augmente.  Donc  AM.BM  doit  être  un 
plus  grand.  Si  A  B  ==  a ,  A  M  =  j:  ,  on  aura  (  par 

la  propriété  du  triangle  reélangle  BMA)  BM 

:r=tftf  —  XX  i  Se  AM.BM  =  a  ax  —  at^j  donc 

aadx —  3  ;c-</x  =  o  j  donc  x:=\/  — •  Mais 

x  (  finus  de  l'angle  M  D  A ,  en  prenant  D  A  pour 
rayon)  eft  le  finus  de  l'angle  M  B  A,  û  étant  le  rayon; 
donc  fi  on  fait  a  =  i  ,  on  aura  ;c=  \/j.  Ainfi 
l'angle  M  B  A  =  D  A  B  doit  être  de  }6<>  »  1 6' , 
dont  le  double  jz^  ,  31'»  étant  retranché  de 
iSo^ ,  donne  109^  ,  li'  pour  la  valeur  de  l'angle 
ADB. 

i^.  Problème.  Etant  donnée  la  vitejfe  d'un 
fluide  parfait  M  m  {fig.  9  )  qui  fait  mouvoir  une 
roue  j  on  demande  le  plus  grand  effet  que  cette 
machine  pUiJfe  produire  dans  un  tems  donné.  Soit 
p  le  poids  à  élever  par  la  machine ,  /,  g^Scc.  les 
palettes  de  la  machme»  u  la  vîtelfe  du  fluide,  a 

#  T4 
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le  bras  CD  du  poids  /?,  qui  eft  attachée  à  une 
corde  qui  pafTe  fur  la  poulie  n ,  en  mcme-tems 
iqu'elle  eft  roulée  fur  \\n  cylindre  dont* CD*  eft 
le  rayon.  Soit  g  le  point  où  le  réuniflTent  les  forces 
impulfives  qui  a^ilfent  fur  la  palette^,  &  fai- 
fons  le  bras  de  levier  Cg  (fur  lequel  agit  le 
fluide)  =A.  Cela  pofé,  par  les  régies  de  la  Mé- 
chanique  ,  dans  le  cas  de  réquilibre  le  produit 
du  poids  p  par  le  bras  de  levier  a  ,  doit  être 
égal  au  produit  de  TimpulHon  du  fluide  par  le 
bras  de  levier  b.  Mais  l'impulfion  du  fluide  eft 
,comme  le  quatre  de  fa  vîteffe  j  donc  on  aura 
a,p  :=^  b.u  u.  Lorfque  la  machine  eft  en  mouve- 
ment ,  &  que  le  point  g  a  acquis  la  vîtefle  x  ^ 
la  force  du  fluide  fur  la  palette  g  eft  comme  le 
quarré  de  fa  vîtefle  refpeétive  (par  rapport  à  la 

palette  )  ou  eft  comme  u  —  x  .  Donc  cette  force 
fera  b.  {u — x)^.  Pour  avoir  le  moment  de  cette 
force  ,  on  la  multipliera  par  la  vîtefle  x  ;  ain(î 
bx.{u  —  .v)*-  fera  le  moment  de  cette  force, 
ou  l'expofant  de  l'effet  de  la  machine  :  mais 
ce  moment  doit  ctre  un  maximum;  donc  b dx  {u 
—  x)^  —  ib xdx  {  u  —  x)  =  o.  D'où  Fon 
tire  uu  —  j^ux  -^  ^  xx  =:  o,  ou  {u —  ix)X 
(  u  —  ;c  )  =  o  ,  c'eft-à-dire ,  w  =  5  a:  ,  ou  x  ==: 

— ,  &  jc  =  tt.  L'équation  ;i:  =  —  donne  un  plu$ 

grand,  Scx=u  donne  un.  moindre.  En  effet,  fi 
l'on  fait  :j=:^>(a — x)*,  :[  Se  x  peuvent  croître 

depuis  o  jufqu'à  ce  que  x  == — ,  &  alors  ^  = 

^buu  ;  enfuite  :f  diminue  jufques  à  ce  que  x 
foit  ==:/,&  alors  :f  =  o  ,  (î  on  luppofe  enfuite njc 
négatif,  la  valeur  de  :f  ira  en  augmentant  néga- 
tivement jufqu'à  Tinfini.  'P 
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Remarque  I.  On  voit  donc  que  la  machine 
produira  le  plus  grand  effet  poflible,  lorfque  la 
vîtefTe  du  centre  des  palettes  fera  égale  au  tiers 
de  celle  du  fluide.  De  plus  fi  dans  Tcquatioa 
ap=b uuy  on  met  q  au  lieu  dep  &  y  «  au  lieu 
de  a  (*)  ,  on  aura  j  l^uu  =  aq.  Si  Ton  mul- 
tiplie enfuite  ces  équations  l'une  par  l'autre,  on 
aura  ^  a,  pb.uu=  ab  quuy  ow  q  ==  ^  p  ;  c'efl- 
à-dire  ,  que  le  plus  grand  poids  que  la  machine 

fmiffe  élever  dans  la  plus  grande  perfeftion  eft 
es  I  de  celui  qui  peut  arrêter  la  machine.  Main- 
tenant le  bras  de  levier  b  de  la  force  motrice 
eft  au  bras  de  levier  du  poids  q  (on  peut  con^ 
cevoir  ^  à  la  place  de  ^),   comme  la  vîtefle 

—  eft  à  la  vîtefTe  —7-  du  poids  a  ;  donc  — -^  ,  ou 

fon  égal T-  fera  l'expofant  de  l'effet  de  la  ma- 

cliine.  Cependant  par  une  autre  méthode  donc 
nous  parlerons  dans  la  fuite ,  on  trouve  .un  ré- 
fultac  différent. 

Remarque  IL  Un  fluide  parfait,  tel  que  celui 
que  nous  avons  fuppofé  dans  le  problème  ,  eft 
celui  dont  les  molécules  frapperoient  un  plan  donné 
fans  s'empêcher  les  unes  les  autres.  Pour  cela  il 
faudroit ,  qu'après  qu'une  molécule  a  donné  fon 
coup ,  elle  fut  anéantie  pour  permettre  â  la  fui- 
vante  de  donner  audi  (e  fien.  Dans  un  tel  fluide 
les  impulsons  perpendiculaires  feroienc  comme 


(  *  )  7  tf  eft  la  vîtcflc  rcfpcâivc  du  fluide  par  rapport 
an  poinr  ^  ,  lorfque  la  machine  produtc  le  p!as  grand 
cficc  poiUble. 
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les  quarrés  des  vîcefTes  multipliés  par  les  furfa^ 
ces,  &  les  impulsons  perpendiculaires  feroienc 
aux  obliques  fous  même  vîtefle ,  comme  le  quarré 
du  finus  total  y  au  quarré  du  finus  de  Tangle 
d'incidence  (*)  J  &  n  les  furfaces  étoient  diffé- 
rences, les  impulfions  feroient  encore  en  raifon 
des  furfaces.  Si  les  denficés  écoient  différentes  , 
les  impulsons  fuivroient  encore  la  raifon  des 
denfités.  De  forte  que  les  impulfions  feroient  en 
raifon  compofée  des  denfités  ,  des  furfaces  cho- 
quées, &  des  quarrés  des  finus  d'incidence. 

Cependant  Texpérience  apprend  que  pour  le 
même  Huide  la  théorie  dont  on  vient  de  parler 
éft  d'autant  plus  erronnée  que  Tangle  d'inci- 
dence eft  plus  petit  ,  &  que  les  impulfions  ne 
fuivent  pas  la  raifon  des  furfaces.  Au  refte  , 
nous  reprendrons  ailleurs  la  théorie  du  choc 
des  fluides. 

Lorfqu'un  fluide  choque  un  plan  dans  une 
direftion  perpendiculaire,  l'adhérence  de  Ces  par- 
ties entre-elles  &  par  rapport  au  plan,  fait  qu'une 
plus  grande  mafTe  agit  lur  le  plan,  d'où  réfulte 
un  plus  grand  effort. 

i<j.  Problème.  Si  un  poids  m  [fig,  i o  )  fah 
effort  pour  élever  un  poids  x  par  le  moyen  des 
poulies  moujlées  j  les  cordons  i  ^  i  j  J  j  4  >  ^^^ant 
fuppofés  parallèles  y  la  machine  fans  frotument 
&  les  cordes  parfaitement  flexibles  ,  déterminer 
le  rapport  de  m  à  x  pour  que  la  machine  pro^ 
duife  le  plus  grand  effet  pojfible.  Nous  fuppo- 
ferons   les  cordons  fans   pefanteur  ,   auflî-bien 


(M 


(  *  )  On  entend  ici  par  anp;Ic  d'incîdcncc  celui  que  fait 
la  dirc^^ion  du  fluide  avec  le  plan  choqué. 
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que  les  poulies /&  g  avec  leur  chappe ,  ou  (î  Ton 
veut  avoir  égard  au  poids  des  poulies  inférieures 
&  de  leur  chappe ,  nous  le  fuppoferons  renfermé 
dans  le  poids  m  »  nous  négligerons  de  plus  le 
frottement ,  la  roideur  des  cordes  &  la-réfiftance 
de  l'air.  Cela  pofé ,  il  eft  aifé  de  voir,  que  par 
là  nature  de  la  machine,  le  poids  x  prendra  quatre 
fois  plus  de  vîtefle  en  montant  que  le  poids  m 
en  defcendant.  D'un  autre  côté  le  poids  m  eft 
foutenu  par  quatre  co.rdons ,  tandis  que  le  poids 
X  n'eft  loutenu  que  par  un  feul  ;  donc  la  réfif- 
tance  du  poids  x  ,  eu  égard  aux  cordons ,  fera 
égale  à  4  X  ,  &  ayant  de  plus  égard  à  fa  vîtelTe , 
elle  fera  =:  i6Xy  ainfi  fa  force  qui  doit  faire 
defcendre  le  poids  m  ,  doit  être  la  même  que 
celle  qui  mettroit  en  mouvement  une  maflè  =t 
i«-f-  i6x.  Or  la  force  qui  doit  faire  defcendre 
m  eft  l'excès  de  la  péfanteur  de  m  fixv/^Xy  c'eft- 
i-dire  ,  eft  =  /»  —  ^.x.  Et  fi  l'on  fait  =  g  l'ef- 
pace  que  fait  parcourir  la  gravité  dans  un  tems 
déterminé  ,   en  faifant  m  •+-  ^^  ^  '  g  •  •  ^  — 

^x:  ( r  ë -^  ^^  ^^^^  '^  chute  du  poids 

NUI  —f"  16  X/ 

m.  Multipliant  cette  quantité  par  4 ,  on  aura  pour 
l'élévation  du  poids  x ,  la  quantité  — • 

^  ^  ot4-i6x 

Maintenant  fi  on  veut  que  l'effet  de  la  ma- 
chine foit  le  plus  grand  poflSble,  il  faudra  qu'eu 
multipliant  la  vîtefle  trouvée  par  le  poids  x  qu'on 

veut  élever,  le  produit  — > •  g  loit  un 

maximum.  Donc  en   différenciant  égalant  à  o. 
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c!îvifant  par  ^gdx  &  multipliant  par  m-H  i6x  , 
on  aura  m*  —  i  mx  —  6^x  *  =  o;  donc  en  ré- 
fbivant  cette  équation  par  la  méthode  du  fécond 

degré, x=*=/n  l — j .  Ainfi  x  doit  être  à  m 

à  peu-près  comme  i  :ij  ,  sll  y  avoit  z/ pou- 
lies &  1/ cordons  parallèles  >  ea  faifant  i/==s 
riy  dans  le  cas  du  maximum  ,  on  auroit  x  =  mx. 

^ •   Le  cordon  Bx  n'eft  pas  compris 

dans  le  nombre  n. 

■ 

17.  Problème.  Si  deux  corps /ans  rejjbrt  a 
&.  p  viennent  à  fe  choquer  avec  des  directions  dla- 
métralement  oppojees  &  des  vîtejjes  données  ,  on 
demande  le  rapport  quil  doit  y  avoir  entre  ces  corps  ^ 
pour  que  le  plus  fort  a  communique  au  plus  foible 
p  le  plus  grand  mouvement  pojjible.  Soit  V  la  vî- 
teffe  du  corps  a ,  u  celle  du  corps  p  ,  félon  ce 
que  nous  avons  dit  ci-deffus  (  5  ) ,  la  vîtçffe  corn* 

mune  après  le  choc  fera  = •  Multipliant 

cette  vîtefTe  par  p ,  on  aura  la  quantité  de  mou* 

t       I  t         aW p  —  upp  -l'A 

vement  cherchée  = ,  qui  doit  être  un 

a+p 

maximum  ;  donc  [{aaVdp^i-aYpdp  —  laupdp 


•m  % 


1  upp  dp  —  aY  p  dp^  '^PP  dp)]  :    a-^p 
o  (^) j  donc  aaV  —  1  aup--^  1  up^  -^upp 
=  0,  oua^V  — :  1  aup  —  up^  =0  y  oap^ 


("^  )  Les  deux  points  indiquent  one  diyiiion. 
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on  aura  f 


â.  iz=iâ  —  <z  =  tf,  c'eft-à- 


dire ,  que  fi  la  vîteffe  du  corps  le  plus  fort ,  ou 
de  celui  qui  a  le  plus  de  mouvement  eft  triple 
de  celle  du  plus  foible ,  les  malTes  des  deux 
corps  doivent  être  égales  pour  que  le  corps  a  com- 
munique au  corps  p  le  plus  grand  mouvement 
poffible.  Si  V^=  16  &  tt  =  1 ,  on  aura  /?=  1  <z, 
c'eft- à-dire ,  que  dans  ce  cas  p  doi:  être  double 
de  ^  9  &c. 

18.  ProblIme.  Etant  donnée  une  pièce  de  hois 
A  B  /apportée  par  une  autre  pièce  verticale  A  G , 
en  demande  la  pofition  d*un  arc-boutant  m  n  d'une 
longueur  donnée  ^  pour  que  la  pièce  AB  foit  la 
mieux  foutenae  qu'il  ejl  pojpble^g.  1 1  )•  Repçé- 
fentons  la  force  abfolue  de  Tarc-boutanr  par  la 
ligne  mn  ;  comme  cette  force  eft  oblique  à  Ja 
pièce  A  B  ,  on  la  décompofera  en  nA  ôc  nD. 
Cette  dernière  force  foutiendra  la  pièce  A  B ,  & 
fi  l'on  conçoit  que  cette  pièce  fait  effort  pour 
tourner  fur  le  point  d'appui  A,  A72  =  /72D  fera 
le  bras  de  levier  par  le  moyen  duquel  agit  la 
force  Dn;  donc  le  produit  Dn.An  doit  ccre  un 
plus  grand.  Soit  maintenant  /7z/2  =  tf,  D/2=k= 
mk=x  y  on  aura  A  n  ==  ^  {aa  —  xx)  ,  Se 
Dn.An=:.x^{aa  —  xx);  donc  dx  ^  {aa--* 

XX  ) ■ =  o  :  donc  en  ôtant  la  frac- 

tion,  divifant  par  dxic  réduifant,  a  a  —  ixx 
o  on  aa  ^saAm  -^  An=i  ixx  'y  donc  Am 
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s=  A/2;  ainfi  l'angle  h.mn  que  doit  faire  Tarc- 
bourant  avec  la  pièce  verticale  AC  doit  être 
denii-droir.  Ce  problème  peut  avoir  fon  appli- 
cation dans  TArchiteôure. 

19.  Problème.  Déterminer  l* angle  ABC  que 
les  bras  (tune  ancre  doivent  faire  avec  la  verge 
AB  pcmr  quils  puijfent  s'enfoncer  dans  le  fond 
de  la  mer  le  plus  quil  efi  pojjîble  (fig.  ^l).  Sgic 
fait  =  a  la  force  qui  trame  l'ancre  félon  la  di- 
redlion  AB,  cette  force  agit  obliquement  fur  le 
bras  BC  qui  doit  s'enfoncer.  C'eft  pourquoi  je 
la  décompofe  en  deux  autres  forces  B  nSc  n p^  np 
étant  perpendiculaire  à  BC,  &  B/?  étant  =  a; 
donc  la  feule  force  B/z  fait  effort  pour  enfoncer 
le  bras  BC  :  or  cette  force  B  n  agit  obliquement 
fur  le  fond  de  la  mer  MA,  &  ii  Ton  fait  Qm 
=  B/2  ,en  décompofant  Cm  dans  les  deux  forces 
C A  ôc  mk  j  cetre  dernière  fera  la  feule  qui  pro- 
duira l'enfoncement.  Soit  maintenant  np  ==  x  , 
on  aura  B  /2  =  Cm  =  \/  {aa  —  xx).  Mais  les 
triangles  femblables  hpn^  Chm  donneur  a\  x  11 

C./»=  y  [aa  —  x  x)i  m  h  ^=^ , 

a 

qui  doit  être  un  plus  grand;  donc  en  différen- 

,     ,         ,       ,-  ,         ,           ^(.aa — xx)dx 
ciant  &  égalant  le  rclultat  a  o  , 

•"*■  — T} ;  =  o.  Otant  les  fradtions ,  ré- 

tf  y  (tf n — XX) 

duifant  &  divifant  par  dx^  a  a —  ixx  =  a. 


•% 


o\xaa^=^ixx=^bn'^np;  donc  B /i  =  np.; 
donc  l'angle  /zBA  doit  être  demi  droit.  Ce  pro- 
blême peut  avoir  fon  application  dans  la  marine; 


Problèmes  Physico-Mathémat.    305 


20.  Problème.  On  veut  élever  un  poids  P  par 
le  moyen  d*une  corde  m  M  qui  paffe  fur  une  poulie 
de  renvoi  C.,  &  va  fe  rouler  fur  un  cabejfan  A  B 
(fiS'  *  3  )  >  ^  ^'^^  demande  la  plus  grande  vîtejfc 
pof[iblc  avec  laquelle  des  hommes  appliqués  aux 
barres  ou  leviers  N  du  cabefian  peuvent  élever  '  le 
poids  P.  Soie  =/  l'effort  donc  un  homme  eft 
capable  lorfqu'il  ne  perd  aucune  partie  de  fa 
force  par  la  promptitude  de  fa  marche ,  a  la  vî«- 
teffe  qui  lui  fait  perdre  tout  l'exercice  de  fa 
focce  ,  a  la  vîteffe  aûuelle  avec*  laquelle  mar- 
chent les  hommes  appliqués  aux  leviers  N  ,  Sc 
fuppofons  (ce  qui  eft  peut-être  bien  éloigné  de 
la  vérité  )  que  lorfque  fa  marche  de  l'homme 
devient  double  ,  triple  ,  &c.  fon  effort  devient 
fous-double,  fous-triple,  &c.(*).  En  faifant  la  vîteffe 
tf,  eft  à  l'effort /qu'elle  détruit,  comme  la  vîteffe 
u ,  à  l'effort  que  détruit  cette  vîteffe ,  on  aura 

—  pour  cet  effort  détruit  i   donc  / fera 

a  a 

l'effort   que   feront   les    hommes   pour   élever  le 

I^oids  P.   Multipliant   cet  effort  par   le   bras  de 
évier  auquel  il  eft  applique  ,  &  qtie  nous  défi- 

gnons   par  jc,   on  aura /^ pour  le  mo- 
ment de  cet  effort  ;  &  faifant  le  rayon  du  ca- 

f  u  X 

beftan  =^ ,  nous  aurons  P. ^  =/;if  —  -^ —  ,  lorf- 

a 

que   le  mouvement  du    poids  P  fera  parvenu  à 

(  ^  )  Comme  la  folacion  du  problème  eft  fondée  firr 
cette  fuppo(î:ion  ,  oa  as  doit  pas  la  regarder  comme 
bien  rigoureufe. 
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ruiitformicé.  Suppofons  maintenant  que  les  bonv- 
mes,  étant  en  fepos,  ils  puilTent  foutenir  la  pe- 
fanteur  du  poids  P  au  moyen  d'un  btas  de  levier 

c  plus  court ,  nous  aurons  donc  ^.  P  =  c,f=fx 
— :  donc  u=^a •  Faifant  maintenant 

le  bras.de  levier  a:  eft  à  la  vîteffe  à des 

hommes ,  comme  le  rayon  b  du  cabeftan  efl:  â  la 
vîtefle  du  poids  P  ,  on  aura ,  qui 

*  '  X  XX         ^ 

doit  être  un  plus  grand  \  donc  ——  • 


x^ 


=  o  j  donc  ic==  Xy  c'eft-à-dire,  qu'afin 

que  le  mouvement  du  poids  devienne  le  plus 
grand  poffible,  fuppofant  cependant  qu'il  efl:  uni- 
forme ,  il  faut  que  le  levier  x  foit  double  de 
celui  avec  lequel  les  hommes  en  repos  peuvenc 
foutenir  ce  poids  ,  &c  par  conféquent  que  la 
force  efFedive  employée  à  élever  le  poids  P  foit 
la  moitié  de  celle  qui  eft  nécelTaire  pour  le 
foutenir  avec'  le  même  levier  x.  Si  on  fub- 
fticue  1  c  au  lieu  de  x  dans  réquation  u  =  a 

' ,  on  aura  u  =  a  ---^  —  =  —  ,  viteile  uni- 

X  »  » 

forme  des  hommes  ;  ainfi  leur  vîteflTe  doit  être 
la  moitié  de  celle  qui  cpuiferoit  leur  force. 
Nous  négligerons  le  poids  de  la  corde,  le  frot- 
tement ,,  &c.  Dans  les  vaiflTeaur  on  a  fouvent 
befoin  de  lever  des  ancres  d'un  très^grand  poids , 
ce  qu'on  fait  par  1q  moyen  d'un  cabeftan  :  ainfi 

jiotrfe 
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notre  problême  peut  avoir  fon  application  dans 
la  Mitine. 

II.  ProblIme.  Suppofons  que  le  corps  P  puijjê 
enlever  le  corps  x  pur  le  moyen  (tune  corde  par- 
faitement flexible  &  fans  pefanteur  qui  pajfe  fut 
une  poulie  A  (  fig,  14  )  ^  déterminer  le  rapport 
des  poids  X  &  9  pour  que  celui-ci  communique  au 
corps  X  la  plus  grande  quantité  de  mouvement  pof- 
fihle  ,  on  fuppofe  que  la  poulie  &  Pair  ne  dé^ 
rangent  nullement  ration  du  pouls  P  fur  x. 
Soit  c  la  wicetTe  que  la  caufe  de  la  gravité  y 
agifTant  librement ,  communique  à  un  corps  dans 
un  rems  déterminé  ^  par  exemple ,  dans  une  fe- 
conde  ,  cdt  exprimera  la  viteiTe  communiquée 
au  corps  P  pendant  Tinftant  dt.  Suppofons  que 
du  exprime  la  vîtefTe  efFeâive  avec  laquelle  P 
defcend  pendant  le  tems  ^r ,  —  i/a  fera  la  vîteffe 
(en  fens  contraire )  du  poids  x.  Maintenant  par 
le  principe  dont  nous  avons  parlé  ci-defTus  (  i  ), 
en  concevant  que  la  vîtelfe  du  corps  P  eft  corn- 
pofée  de  la  vitefle  du  qu'il  conferve  &  de  la 
vîtefle  cdt —  du  qu'il  doit  perdre  ,  Pcdt  —  Pdu 
fera  le  mouvement  que  perd  le  corps  P.  De 
même  en  concevant  que  la  vîtefle  du  corps  x 
cft  compofée  de  la  vîtefle  —  du  qu'il  conferve, 
&  de  la  vîtefle  cdt^du  qu'il  perd ,  il  eft  évident 
que  le  mouvement  perdu  par  ce  corps  fera  c  xdt 
^  xdu  ;  or  en  vertu  des  mouvemens  perdus  > 
ces  corps  doivent  refter  en  repos  ou  en  équilibre , 
par  le  principe  cité  j  donc  )?cdt  —  V duz=icxdt 
H-xi/tt;ou(Pc  —  ex)  </r  =  (P-4-Ar).  du  y  ou 

du^=z   '     J* — •  Multipliant  cette  quantité  par 

Tome  r.  y 


■r* 
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ÇV X '—' xx)  c dt 
Xy  on  aura  — ; ,  qui  doit  être   un 

plus  grand.  Différenciant  cette  quantité  en  re- 
gardant X  feul  comme  variable ,  égalant  le  rcfultac 
i  o,  ôtant  la  fraftion,  divifant  par  cdt.dx^  Se 
réduifanc  ,  on  aura  PP  —  iP x  —  xx  =  o; 
donc  X X  -f-  1  P >:  =  H-  P P ,  ou  xx  -H  1 P x 
PP=2PP,  oux-l-P  =  \/iPP,   ou 

1.4,  en  s'en  tenant  aux  dixièmes  ;  donc  x 
s=:  P  (  o.  4)  =  — ,  c'eft-à-dire ,  que  x  doit  ctre 

i,  peu-près  égal  aux  — -  de  P  j  de  manière  que  fi 

Ps=  10  livres,  x  fera  à  peu-près  de  quatre  li- 
vres. Le  principe  duquel  nous  avons  tiré  la  fo- 
lution  de  cette  queftioti ,  peut  être  d'un  grand 
fecours  dans  beaucoup  d'autres. 

iz.  Problème.  Etant  donné  un  vaiffiau  BA 
^ui  fait  voile  dans  la  direSion  B  A  de  la  quille  ^ 
on  demande  t angle  MBC  que  doit  faire  le  gou^ 
vemail  M  B  avec  le  prolongement  de  la  quille  pour 
que  fa  force  ^  pour  faire  tourner  le  vaijfeau ,  Joit  la 
plus  grande  poffible  {fig*  15).  Soit  =  1  3  la  lar- 
geur M  B  du  gouvernail ,  nS  =  ^  ,  le  centre 
d'effort  de  l*eaa  fe  réunira  fur  le  point  n.  Soit 
g  lé  point  fur  lequel  le  vaiffeau  doit  tourner  , 
ayant  tiré  les  lignes  B/72  ,  pn  perpendiculaires 
i  B  M  ,  ^  gp  perpendiculaire  fur  pn  ^  nous 
aurons  m/?  =  //M  =  ^.  De  plus  en  fuppofanc 
que  DnC'efl  la  dîreâion  félon  laquelle  l'eau 
frappe  le  gouvernail ,  &  faifant  l'angle  A  C  D=tf  > 
C  B  M  s=:  :|^  y  Fangle  D  n  B  extérieur  au  triangle 
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CBn  fera  =  :f  -+-  tf ,  &  fî  Ton  fait  le  rayon  =5 
1  ,  la  longueur  Bg  (qu'on  peut  connoître  par  Tex- 
périence)  ==£=<:,  le  triangle  reAangle  Bgm  donnera^ 
j  :  ci:  ccfi  7[  i  gm  t=z  c.  cof,  :[ ;  parce  que  les 
angles  CBM,  rnBg  font  complémens  Tun  de 
Tautre.  Donc  gp  t=  c.  cofi  :f  *t*  A  fera  le  bras  de 
levier  par  le  moyen  duquel  l'eau  fait  effort  pour 
(aire  tourner  le  vaiffeau.  Maintenanr  par  la  théo- 
rie ordinaire  Timpulfion  du  fluide  eft  comme  le 
quarré  du  finus  de  Tangle  d'incidence  Dn  fi  ;  donc 
laâion  de  leau  pour  faire  tourner  le  vaiiTeau 

fera  ==Jin.  Bn  D-gp  =s7f/z.  (  î  -4-^)  X  (c.  cof.  ç 
-+•*.).  Si  nous  regardons  t  comme  nul  par  rap- 
port à  c  ;  car  en  effet  la  demi-largeur  du  gouvernail 
eft  très-petite  en  comparaiibn  de  c,  rrous  aurons 

Jîn.  (?-+-<«)•  {c*  cof,  :[  )  ,  qui  doit  être  un  plus 
grand  i»  donc  1  d \Jîn.  (? -H  a)  ( cof.  \  -f-  a)  x 


(  c.  cof  T )  -^  ^  d'^.fin.  :f.  fin.  (  :f  H-  tf  )  =  o  j  donc 
en  divifant  par  cd^fîn.  (:{  -4-  tf  )  ^  on  aura 
x.cofx.  ^^f  il  -f-tf  )  — f^n.  i.Jin.  (  :f-t-  û)  =  o, 
ou  cof  (  1  !(  -H  û  )  -4-  cof  a  -+-  r  ^^Z-  (*?"+■  ^) 

—-  Y  cof  tf .  =  o  (  *  )  ;  donc =  — • 

{*)  Si  dans  la  formule  cof.  ikH»/.  m  **-  x. ^o/-  l )X 

»/.  f J  (Géomécr:  170  ) ,  on  fappofe  m  ^^  x  ^  -4-  4 , 

s  B»  4  ^  on  aura  en  traofpofant  les  termes ,  i.  fo/I  (  ^  +  a  )  X 
cof,7^Bmccf  (  1  ^+4  )  +^^  ^'  ^î  <1^<^<  I^  formule  fuivance 
da  numéro  eké  ,  on  fait  fa  même  fuppofition  »  on  aura  » 
en  traofpofant  les  termes  ,  chsingeant  les  Agnes  Se.  divi* 
Cmc  par  1,  —  jî«.  (l  +  a)-  fin.  î~  î*  ««/•{*t+«) 

y  X 


i 
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-^^ ,  OU  càf.  (x^-+-tf)s=-*-j.  cof.  a.  Le  Hgne 


—  indique  qu^il  Faut  prendre  non  Tangle  a ,  mais 
fon  fupplcmenc, 

t).  Si  la.direâ;îon  de  Teàii  eft  fuppofée  pa^ 
rallele  à  la  quille  ,  l'angle  a  fera  =  o  ,  &  Ion 
cofinus  fera  =  i  \  donc  on  aura  alors  1^3=  -^«. 
j.  Mais  fi  on  faifoic  le  rayon  a=  loooco  ,  on 
auroic  cof.  1  :[  =  ))})}>  en  négligeant  la  fraAion  y 
^  par  le  nioven  des  cables  »  on  crouveroit  )  j  j  )  3  r=:s 
J&z.  19^.  x8  ,  dont  le  cofinus  =  70**.  ji'j  pre- 
nant fon  fupplément  à  caufe  du  figne  — ,  on  aura 
Tangle  1  \^  109*^.  iS'j  ainfii'angle:f  eft=54^.  44* 

On  trouvera  de  même  que  fi  S  R  défigne  une 
voile ,  dont  le  centre  foit  fitué  en  u ,  &  que  la  dif-» 
tance  du  mat  de  cette  voile  au  point  g  foit  ==  c:  ; 
l'angle  que  doit  faire  la  voile  avec  la  quille  doit 
être  de  54^.  44'  ,  lorfque  la  direûion  du  venc 
eft  parallèle  à  la  quille ,  pour  que  la  force  de  la 
voile  foit  employée  le  plus  avantageufement  qu*il 
eft  poffible  à  faire  tourner  le  vaîueau.  Quand  il 
s^agit  de  la  voile ,  la  grandeur  que  nous  avons 
défignée  par  i  eft  cenfée  =  o ,  parce  que  le  centre 
de  la  voile  eft  cenfé  fitué  fur  le  mat. 

14.  Remarque,  Les  filets  d*eau  fui  vent  les 
contours  de  la  carenne  :  ainfi  ils  ne  font  pas  pa- 
ralleles  à  la  quille  ;  mais  on  peut  fuppofer  dans 
la  pratique  que  leur  direâion  moyenne  fait  un 
angle  de  15^  avec  fon  prolongement  ;  ainfi  notre 
formule  cof.  (2:{-4-tf)  =  —  j  cof.  a  deviendra 
cof.  (  1  ?•+■  15°)  = —  j  C0/1 5^  =s=  — o.  3 1 1 98  en 
fuppofant  le  rayon  =  i ,  d'où  l'on  conclura  par  le 
moyen  des  tables  que  \  eftt=4(î^  51'.  M.  Bouguer 
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trouve  cet  angle  =  ^6^.  40'.  Mais  dans  la  praci- 

Îue   il   n'eft  que  d*environ  30^  :  cec  anglç  eft 
ouc  trop  petit. 

15.  Lemme.  Si  un  fluide  parfait  j,  dont  la  dircc^ 
lion  tfi  V  M ,  vtf  frapper  un  plan  A  B  quon  fup^ 
pofc  ne  pouvoir  fe  mouvoir  que  dans,  la  direction 
MNy  je  dis  que  t effort  effectif  de  ce  fluide  fer^ 
proportionnel  au  quatre  du  finus  <t incidence  V  M  B 
multiplié  par  le  finus  de  t  angle  BMN  c/z^  plan> 
&  de  la  route  MN  (flg.  16).  Car  fi  on  dccdni-^ 
pofe  l'effort  du  fluide  en  deux  autres,  donc  l'un 
loir  parallèle ,  &  dont  l'autre  (M  P)  Toit  perpendicu-» 
laire  à  A  B^  le  feul  effort  M  P  agira  pour  faire  mou:-* 
voir  leplan  A  B  ^  mais  comme  ce  plan  ne  peut  pas 
fe  mouvoir  dans  la,  dire^on  MP  ^  on  dccompo- 
fera  M  P  en  M  C  perpendiculaire  à  M  N  &  :?=  P  N, 
&  en  MN;  l.a  force  PN  fera  détruite  &  la  fotcQ 
MN  fera  effeâ:ive.  Or  le  triapgle  reâangle  M  P  N 
donne  (  en  défignant  le  finus  total  par  i  )  1  :  PM  :  : 
fin.  MPN  :  MN.  Mais  leî5  angles  MPN,  BMN 
étant  compléments  du  même  angle  PMN  font 
égaux»  ^  de  plus  MP  eft  proportionnel  à  l'effort 
abiblu  du  Auide  ,  lequel  eft  comme  le  quarté 
du   finus   d*incidence  y   donc    MN  c(l:    comme 

fin,  V  MB.  fin,  BMN.  Donc  Src.  Lorfque  le  plan 
eft  en  mouv<îment,  on  prend  pour  l'angle  VMB 
lançle  d'incidence  apparent  (*). 


■^ 


(^}  SiVM«=sxc  repréfente  la  vîcelTc  abfolue  du  fluide  au 
commencemenc  du  mouvement  du  plan  Se  la  vîcefTè  apparence  , 
lorfqoe  leplan  eft  en  mouvement >  èc  que  l'impuUîon  per«> 
peodalaire  fur  le  plan  A  B  foie  ^^  a ,  l'on  aura  le  qoarié  i 

du  fînas  total  :  J!n.  VMB.  j?ix.  BMN  ::  tf  :  à>  impulfioi^ 
cSeftivç  oblique. 

V  i 
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tS.  Problème.  CM  [fig.  1 7  )  exprimant  la  vîteffe 
6»  la  direSion  du  vent  s  U  vaijfcau  Kh  faifant  fuivant 
la  direêiion  Cg  j  le  chemin  Cgj  tandis  quune par^ 
ticule  d*air  fait  le  chemin  C  M  ^  déterminer  tous 
les  points  g  j  iy  &C4  auxquels  le  navire  donné  qu'on, 
fiippofe  n  avoir  quune  voile  ^  parviendra  dans  le 
mime  tems.  Par  le  point  g  tirez  ^P  parallelemenc 
à  ia  voile  Nn  du  havire  ,  jufqii'à  la  rencontre 
'de  la  direâion  du  vent  ,  tracez  un  cercle  qui 
aflfe  par  les  trois  points  C ,  ^ ,  P,  ce  cercle  fera 
e  lieu  de  tous  les  points  ^,  i ,  &c.  auxquels  le 
navire  arrivera  dans  le  même-tems  :  car  fi  on 
conftruit  le  parallélogramme  fMgCy  on  verra 
^éfmwr^e^Q  gM  eit  la  viceiFe  Se  la  direâion 
apparente  dU  vçm  ;  &c*eft  avec  cette  vîtefle  ref- 
peâive  que  le  vent  frappe  la  voile.  Ainfi  Tim- 
puldon  eft  comme  le  produit  du  quarré  de  cette 
vîteffe  par  le  quarré  du  (inus  de  l'angle  i£  C  n  s=a 

M^P,  ou  eft  comme  }Ag.^n.  M^P.  Mais  le  trian- 
gle ^PM  donne  M^  :  PM  :  :y2«.  ^PM=ï= 
Jin.  gPC  \fin.  M^P^  donc  faifant  le  produit  des 
extrêmes  égal  à  celui  des  moyens  8c  quarranc, 

m7**7^-*M^P  =PjS^*^/vP^,  Mais  dans 

les  différentes  routes  C^,  Ci ,  la  voile  reftanc  orien-* 

cée  de  la  même  manière  par  rapporta  ia  quille,  la 

dérfc^e  eft  cenfée  Li  même  ;  aind  l'impulfion  de 

Teau  fur  la  proue  eft  comme  le  quarré  de  la  vîtefle  du 
navire,  &:  cette  impulfion  eft  égale  à  l'impulfion 
du  navire  fuivant  Qg  ,  lorfque  le  mouvement  du 

navire  eft  uniforme  ;  donc  fi  Ton  fait  =x  le  finus 

dç  langlç  VÇ/?  ççs  VP^,  j^  la  vîtefle  dft  ÛUage, 
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on  aura^  *  =Ar;c.  PM,  ouj=jc. P(*)  (fenfaifanc 
P  M=Pj,  c'eft  à-dire,  la  vîteile  du  fîllage  eft  toujours 
comme  le  produit  de  PM  par  le  finus  de  Tangle 
VPg^  =  VP/idela  voile  avec  le  vent.  Les  vîteues 
Cgy  ou  C  i ,  &c.  ont  de  même  un  rapport  conftanc 
avec  les  produits  x.CP  :  car  ces  produits  font 
égaux  à  celui  de  Ç^  par  le  finus  dç  i  angle  Cg  P  ^ 
a  caufe  du  triangle  CP^  ,  &  tous  les  angles  C^P 
font  ici  conftans  à  caule  qu'ils  font  égaux  a  celui 
de  la  voile  &  de  la  route  »  que  nous  regar- 
dons comme  conftant  j  donc  le  rapport  C^  : 
jc.PM  étant  conftant  &  celui  de  Cg  :  x.  CP 
écanc  au(G  conftant ,  il  y  a  un  rapport  conftant 
entre  PM  &  CP  j  donc  le  point  P  divife  tou- 
jours C  M  en  parties  qui  ont  le  même  rapport  ; 
donc  la  voile  étant  la  même ,  le  point  P  eft  in- 
variable j  donc  les  points  g  9  iy  &c,  font  fitués 
fur  la  circonférence  d'un  cercle  :  car  autrement 
les  angles  C  s^  P ,  ou  C  i  P  qui  font  formés  par  la 
route  &  par  la  voile,  &  qui  font  appuyés  fur  la 
même  corde  CP  ne  feroient  pas  égaux. 

Corollaire,  De  Téquation  ^:=x. P,  il  fuit 
que  fous  la  même  voile  orientée  de  la  même 
manière  ,  on  aura  y  proportionnel  i  x  ,  c'eft- 
à-dire,  que  les  vîtefles  du  fiUage  feront  propor- 
tionnelles aux  (inus  dos  angles  du  vent  avec  la 
voile  ,  car  alors  P  eft  conftant  :  donc  la  vîtefle 
fera  un  maximum ,  lorfque  le  vent  fera  perpen- 
diculaire à  la  voile. 

27.  Problème.  Déterminer  f angle  de  la  routt 
avec  urie  ligne  ,  par  exemple  j  une  côte  C  m  ,  rfon- 

■    I  II  .^U— —   ■  ■  'm. 

(  *  )  Ces  équations  ,  ainfi  que  plufîeurs  autres  qu'on  verra 
Jans  la  fuite  »  ne  défignenc  qu'un  rapport  conftant  ,  &  DOa 
uue  égalité  parfaite  entce  les  deux  membres. 


mmm 
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• 

née  de  pojition  {Jig.  17  )  j  pour  que  le  vaiffeau 
puijje  s'en  éloigner  le  plus  qu'il  eft  poffible  dans 
un  tems  donné.  Faites  en  forte  que  la  route  Q*g 
fafle  avec  cette  ligne  un  angle  égal  à  celui  que 
forme  la  direction  abfolue  du  vent  avec  la  voile  , 
ic  le  problème  fera  réfolu.  Car  par  la  folution 
du  problême  précédent  la  circonférence  C|^P  eft 
le  lieu  de  tous  les  points  auxquels  le  navire  peut 
parvenir  en  tems  égaux.  Or  il  eft  évident  que  le 
milieu  g  de  l'arc  Cm  eft  le  point  de  cette  arc  le 
plus  éloigné  de  la  corde  C/ti  ;  donc  c'eft  au  poinc 
g  que  doit  fe  rendre  le  navire  dans  le  cas  du  pré- 
lent  problème.  Mais  alors  les  angles  iwC^,  C  P^ 
font  appuyés  fur  des  arcs  égaux  C^,  ^g i  donc 
ils  font  égaux  :  or  CP^  =  VC/i  ;  donc  mQg 
doit  être  =  V  C  /i  ;  donc  &c. 

.28,  Problème.  Soit  MN  ^fig*  \%  )  la  moitié 
de  la  largeur  d^une  furface  frappée  qui  ne  peut  fe 
mouvoir  que  dans  la  direçiion  M  A  j  foit  V  M  Ai 
vîteffe  &  la  direçiion  apparente  d'un  fluide  parfait  ^ 
on  demande  fangle'V  MN  que  fait  la  direSion 
apparente  du  fluide  avec  la  furface  MNj  lorfquc 
la  viteffe  de  cette  furface  efi  un  maximum.  L'ef- 
fort efFedtif  du  fluide  eft  proportionnel  au  quarré 
du  finus  d'incidence  VMN  multiplié  par  le 
finus  HN  de  l'angle  NMA  (*)j  donc   il  faut 

que  7&2.  VMN.  7?«.  NMH  foit  un  plus  grand. 
Mais  une  quantité  devient  maximum  en  augmen- 
tant jufqu'i  un  certain  point  pour  diminuer  en- 


^<« 


(*)  Cela  fuie  évidemment  àw  Lcmme  précédent  ;  car 
alors  la  furface  frappée  eft  frappée  comme  fi  clic  éroit  ca 
repos  >  &  ^ac  la  dircâioD  réelle  du  âuide  fut  Y  M. 
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fuite  (il  s'agit  ici  comme  on  le  voit  à^s  maxima 
ordinaires).  Donc  il  y  a  néceffairément  en-deçà 
&  en -delà  du  point  N  deux  points  infiniment 
proches  ni  Se  n  y  qui  font  tels  que  menant  les 
perpendiculaires  mg ^  mij  nC^nh  fur  les  lignes 

MV&MA,on  zjin.  VMmXmg':=:Jin.VMnX 
nh,  m  g  ed  lefinusde  hMm  8c  nfi  celui  de /zM  A. 
Ayant  abaifTé  les  perpendiculaires  mu  y  nffuc  les 
droites  nCy  m  g  y  on  aura  nC  =  mi'^  nuy  & 
nh  ==  m  g  — fm.  Mais  ^n.  V  M/z  =  nC  ;  donc 


% 


on  a  m  i.  fn  g  =  nC*  nh  =/72 i-^-nz^.  mg  — //tz. 


a  % 


OU  mi.mg=mi.  mg'+'imi.  nu,  m  g  +  «  i^,  X 

m  g  —  mi.fm — i,mi'nu.fm  y  —  nu.  fm.  Si 

Ton  néglige  les  termes  ;zzi.  mgy  —  i.mi.  nuifm^ 

^—  nu.  fm  y  infiniment  petits  par  rapport  aux  au- 
tres termes  qui  reftent  dans  Téquation  \  après  avoir 

effacé  dans  les  deux  membres  le  terme  mi.  mgy 

on  aura  z.mi.nu.  m  g — mi.fm^=^o  ,  ou  i.nu.mg 
=  mi.  fm;  d'où  Ton  tire  nu  :mf:  :  m  i  :  1.  m. g. 
Maintenant  les  triangles  M/7zi,;7mz^ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires ,  font  femblables;  il  en  eft  de 
mcme  des  triangles  m  /z/,  m  Mg  ;  de  forte  qu'on  a 
les  deux  proportions  ;zz/  :  tz/tz  :  :  Mi  :  /tzM 

nm:  mf::Mm:Mg 
lefqnelles  étant  multipliées  par  ordre  ,  donnent 
nu  :  mf::  Mi  :  Mg  ;  donc  mi  :  i.m  g  \\  Mi  : 
M^,  ou  (en  mettant  à  la  n||ce  des  lignes  m  i,/7z^. 
Mi,  M^les  lignes  NB,  1^1,  MB,  MH,  qui  en 
différent  infiniment  peu)  NB  :  i.NH  :  :  M  B: 
MH  j  donc  N  B  :  M*  :  :  i  N  H  :  M  H  i  donc 


\ 
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NB  1.  NH  r    -     r         1 

= •  mais  en  luppotanc  le  rayon  =3 

MB  MH    '  ^'^  ^ 

NB  N  H 

'MB  ^»  'mh  ^  ' 

ain(î  dans  le  cas  du  maximum  la-  tangente  de 
l'angle  de  la  furface  avec  la  direâion  VM 
du  fluide  doit  être  doublé  de  la  tangente  de 
langle  de  la  furface  avec  la  route  Ma. 

29.  Problème.  Suppo/ant  que  M  N  reprcfentc  la. 
moitié  de  la  voile  d'un  vaijfeau  qui  fuit  la  dire3ion 
M  A  j  déterminer  P angle  de  la  voile  avec  la  direc^ 
tion  apparente  du  vent  ,  pour  qui!  en  réfultc  la 
plus  grande  vitejfe  pçjfible  {Jig.  18).  Partagez  l'angle 
V  M  H  que  fait  la  route  avec  la  direftion  appa- 
rente du  vent  en  deux  parties ,  telles  que  la  tan- 
gente de  Tangle  de  la  voile  &  du  vent  foie 
double  de  la  tangente  de  la  route  avec  la  voile, 
&  le  problême  fera  réfolu.  Cela  fuit  de  la  folu- 
tion  du  problème  précédent. 

Remarque  Dans  le  problème  que  nous  avons 
réfolu  ci-deffus  (17  ),  nous  n'avons  pas  fait  atten- 
tion à  la  régie  que  nous  fournit  le  dernier  pro- 
blême :  lorfqu'on  pourra  obferver  les  deux  régies 
enfemble  ,  les  chofes  n'iront  que  mieux  \  mais 
f]  on  ne  peut  les  obferver  toutes  les  deux  ,  il 
faut  obferver  celle  du  problême  ci-deffus  (  27  ). 
Au  refte' ,  nous  pourrons  reprendre  cette  matière 
fi  nous  donnons  un  jour  la  manœuvre  des  vaii^ 
féaux. 

}0.  Lemme.  Si  on  ^pofe  que  le  Jinus  de  Pan^ 
gle  y  Cn=iCPg  de9  direction  réelle  du  vent  avec 
la  voile  N  n  ^  =  :f  ^  que  celui  de  f angle  nCA  que 
fait  la  voile  avec  la  quille  gji  celui  de  f  angle  Qg  P 


«■ 
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qui  lui  tfi  égal  ^  en  fuppofant  ^  comme  nous  le 
faifons  ici  ^  que  le  vaifftau  eft  exempt  de  dé- 
rive  ^  eft  z=z  p  ^  que  la  vîtejfe  réelle  du  vent  eft 
=  û  ^    que   dans  la  route   direSe   la   vîtejfe   du 

• 

vaijfeau  eft  ==  —  j  tandis  que  dans  la  route  oifiquç 

Cg  cette  vîtejje  eft  :=:  ^  ^  j^  dis  que  timpulfion  r^- 
lativt  du  vent  félon  la  longueur  du  vaijfeau  fera 

a j  •  -»-^ ,  r  étant  lejînus  total;  mais 

la  vîteffe  u  du  vaiffeau  fera  ^=z ~ — 3— 

[fig.  i^)*  Le  triangle  C^P  donné T?''»  CP^=5 
{  :  C^  =  i'  :  xftn.  C^P=/  :  CP  =  —  j  donc 

PM  =  tf  —  - — -  L'impulfion  du  vent ,  qui  (  1^ ) 

eft  proportionnelle  i  ftn.  VP^.  PM  pourra  être 

reprcfenrc  par  (  a  —  — j  •:(*.  Mais  en  menant 

C/  perpendiculairement  i  N  n  Se  fq  perpendi- 
culaire à  C^j  &:  faifanc  attention  qu'il  n'y  a 
qu'une  partie  de  Timpulfion  qu'on  vient  de  trou- 
ver qui  s'exerce  félon  la  route  Cg ,  on  fera  le 
finus  total  ou  r  eft  à  Timpulfion  abfoiue  qui  s'exerce 
félon  C/,  comme  le  nnus  p  de  Tangle  /(  *  )  eft 

2  (a j  •  î— ^»  Si  Ton  fuppofe  que  la  ré- 

m ■     ■      '  ■  Il  " 

.  (  *  )  Dans  le  triangle  Cfq ,  Taogle  f  eft  égal  à  lanc^îç 
gCn:  car  ces  deux  ;inglcs  font  compléments  du  même 
imgle  fCg. 
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ififtance  de  l'eau  contre  la  proue  eft  exprimée  par 
iun  lorfque  le  mouvement  du  navire   eft  uni^ 

forme  ,  on  aura   i  a j    •  î = 

donc  en  prenant  les  racines ,  tranfpofant  &  di- 

vifarit  par  \/i;  u=i     ,^^^P  ^   (£)j.  Mainte- 

nant  dans  la  route  direâe  la  voile  eft  perpendicu- 
laire à  la  quille  &  à  la  route  >  donc  alors  :[  =p 

s=Jr:  mais  la  vîteffe  de  la  route  direûe  eft  —  ; 
donc  dans  le  cas  de  la  route  directe  notre  équa- 
tion devient  —  =  ■  ,  .  . —  :  d'où  l'on  tire  \/  i  =« 


m  —  I .  r.  Subftituant  cette  valeur  de  ^  i  dans 


l'équation  D ,  on  trouve  u  =i=: 


i        ± 

(m  —  i).  r*+p' 


ji.  Problème.  Suppofant  toujours  que  le  na^ 
vire  eft  exempt  de  dérive  j  déterminer  parmi  les 
routes  obliques  celle  quil  faut  fuivre  pour  marcher 
avec  la  plus  grande  des  vitejfes  pojfibles.  Il  eft  aifé  de 
comprendre  que  dans  la  route  direéle  les  voiles 
fe  couvrant  les  unes  les  autres ,  il  peut  fe  faire  que 
la  vîteflTe  foit  moins  grande  que  dans  certaines 
routes  obliques  dans  lesquelles  on  peut  expofer 
plus  de  furfaces  à  l'adion  du  vent.  Cela  fup- 
pofé,  û  dans  l'expreflion  de  la  vîtelTe  qu'on  vietxc 
de  trouver  (30),  on  fubftitue  r  au  lieu  de  ç  , 
ce  qui  ,  comme  il  fuit  du  Corollaire  du  .Pro* 
blèoie ci-deiïus  {z6  )  ,  remplit  une  des  conditions 
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ûvLmaximumyOîiz,\mu^=i ■  j-  (H). 

Si  Ton  différencie  cette  dernière  quantité  en  égalanc 

le  réfulcat  à  o ,  divifant  par  dp  Se  ôtant  le  di- 

vifeur  commun  de  tous  les  termes  ,  il  viendra 

il  1 

[m  —  i).  Y^r*  —  flr/7'  ==  0  ;  donc  p  *  =s=s  f^ 


f 


,  OU  /?  =B=: ;— •    MiDltituant  cette 


valeur  de  p  dans  Téquation  H ,  nous  aurons  pour 

le  maximum  maximorum  ,  «  =  i  ^z.  ( y  . 

'         \m — 1/ 

aînfi  lorfque  l'angle  de  la  voile  &  du  vent  eft 

tel  que  fon  finus  /  =  f V  r,  l'angle  de  la 

voile  avec  le  vent  étant  droit ,  la  vîteffe  u  fera 
un  maximum  maximorum ,  &  le  problème  eft  ré* 
folu.  Car  le  finus  p  nous  fait  connoîcre  le  cofi- 
nus  de  l'angle  de  la  route  avec  la  quille ,  &  puifque 
la  voile  doit  faire  ua  angle  droit  avec  là  direc- 
tion du  vent ,  l'angle  VC/i  fera  droit ,  &  l'angle 
nCg  y  dont  le  finus  =i:/7  fera  complément  de 
l'angle^ CM  de  la  route  cherchée  avec  la  direc- 
tion du  vent  CM. 

En  comparant  les  équations  p  stss  i y  r 

&  u^=i\a.  l— 37-y  >   on  reconnôît  que  plus  le 

finus  p  eft  petit  par  rapport  à  r,  plus  la  vîteffe 
Uy  lorfqu'elle  eft  parvenue  au  maximum  maximo^ 
rum  j  eft  grande  par  rapport  au  tiers  {  a  de  la 
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a 


vîcefTe  du  vent  :  car  p  eft  égal  au  fînas  cotai 
divifc  par  ( — 'JTj*  *  tandis  que  la  plus  gtande 
vîcefTe  u  eft  égaie  au  produit  de  j  ^  par  la  même 

quantité  i— y*  En  fuppofant  que  le  navire 

prit  la  moitié  de  la  vîteiTe  du  vent  dans  la  route 

direâe ,  on  auroit  m  =  i  ,  &/'  =  (t)^*''  ===* 

r.  Donc  en  retranchant  le  j  du  logarithme 

de  4  de  celui  du  finus  total,  on  auroit  le  fînus 
p  de  Tanele  nCk  qu'on  trouveroit  d environ 
J9*.  j'.  Ainfi  l'angle  de  la  route  avec  le  vent 
feroit  de  50^.  57%  alors  la  vîtefle  du  navire  feroit 

environ  ^i'Z  ^  >  tandis  qu'elle  étoit  feulement 
•j—  a  dans  la  route  diredle  ^  donc  alors  la  vîrefTe 
feroit  plus  grande  que  dans  la  route  direâe  dans 
le  rapport  de  <^5  :  50. 

Remarque*  Si  |  ( — 'JZm^  >  i  ,  ou  fi 


X >  I ,  ou  fi  ;w  -<  —7 —  -f-  I  ,  ou  en 

prenant  la  valeur  approchée  de  y^i?  par  le  moyen 
des  décimales  ,  fi  m  eft  moindre  que  !•  )S5  ,  il  jr 
aura  une  toute  oblique  dans  laquelle  le  navire 
aura  plus  de  vîteffe  que  le  vent  lui-même ,  pourvu 
que  dans  la  route  direcfte  le  navire  prenne  une 
vîtelfe  plus  grande  que  1000,  en  fuppofant  celle 
du  vent  sss  1385.  Suppofoiis  que  /izs=^,  la  vî« 

tefle  dans  la  route  directe  feras: —  =3  jio» 
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en  fuppofanc  que  la  vîteÛe  du  vent  eft  =  400» 
ce  qui  ne  renferme  aucune  impoifîbilité ,  puifque 
le  vent  pourra  encore  agir  fur  le  vaiiTeau  avec 
une  vîtefle  refpeûive  =5  80.  Mais  alors  p  =a 
^r,  &  l'angle  de  la  voile  avec  la  quille  fera  de 
14^.  z^'  \  Tangle  du  vent  &  de  la  route  fera  donc 
de  75^.  31',  la  vîtefle  u  fera  =  5}jyî=jir. 
Si  dans  la  route  direâe  m  furpafle  i.  38 j 
la  vîtefle  du  vent  étant  =  iz ,  la  propriété , 
doBt  nous  parlons  ,  n'aura- pas  lieu  ,  c'eft-a- 
dire ,  que  dans  la  route  oblique  qu'on  vienc 
de  déterminer  ,  le  navire  ne  pourra  pas  pren- 
dre plus  de  vîtefle  que  le  vent  ,  Se  fuppofanc 
même  que  m  ^  ; ,  il  ne  prendra  pas  autant  do 
vîtefle  que  dans  la  route  direâe.  Lorfque  /tz  ^  3  , 
on  trouve  que  p  eft  plus  grand  que  le  (inus  total  ^ 
œ  fyxï  eft  impoflible  y  donc  alors  il  n'y  a  aucune 
route  oblique  qui  porte  au  maximum  la  vîtefle 
du  flllaee;  de  forte  donc  que  fi  dans  la  route 
direâe  la  vîtefle  eft  plus  grande  que  la  1 .  385™* 
partie  de  celle  du  vent  >  le  navire  aura  plus 
de  vîtefle  que  le  vent  dans  certaines  routes 
obliques.  Si  la  vîtefle  du  navire  dans  la  route 

droite  eft  moindre ,   mais  plus  grande  que  — , 

le  navire  n'ira  plus  fl  vîte  dans  la  route  oblique 
qui  lui  procure  la  plus  grande  vîtefle  »  mais  fa 
vîtefle  fera  néanmoins  plus  grande  que  dans  la 
route  direâe*. Enfin  fi  la  vîtefle  du  navire  dans 

la  route  direâe  eft  -<  — ,  il  n'y  aura  point  de 

route  oblique  qui  rendAa  vîtefle  un  maximum. 

On  peut  encore  remarquer  qu'en  fuppofant  que 
la  furrace  àts  voiles  eft   infinie  »  la  vîtefle  da 
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vaifTeau  dans  la  route  oblique  feroic  tout  au 
plus  égale  à  celle  du  vent  :  car  Tangle  du  venc 
avec  h  voile  étant  droit ,  dans  ce  cas  le  vaiflfeaa 
obéiroit  au  vent  en  fuivant  la  direâion  du  vent^ 
puifque  Tadbion  du  vent  fur  le  vaiflfeau  feroic 
infinie.  Et  de-là  on  peut  conclure  qu'il  v  a  un 
maximum  de  vîteflfe  qui  dépend  de  la  furface  des 
voiles  au-delà ,  &  en-deçà  ,  du  quel  il  y  a  à  per- 
dre ,  foit  qu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  la 
iurface  des  voiles  ,  Se  qu'en  rendant  cette  fur- 
face  infinie,  on  fait  changer  déroute  au  vaitTeau. 
Il  n'eft  donc  pas  furprenant  qu'alors  la  vîtefle 
du  fiUage  dimmue. 

3  2*  Problème.  Soit  une  pièce  de  bois  C  H  {fig.  lo) 
Jtune  grojfeur  uniforme  qui  tourne  autour  du  point  Cj  & 
qui  eji  attachée  par  f  extrémité  H  à  une  corde  H  M  /iz 
qui  pajfe  fur  la  poulie  M  &  foutient  un  globe  m 
par  le  moyen  dtune  courbe  j  de  manière  que  le  poids 
m  &  la  pièce  H  C  font  toujours  en  équilibre  ;  on 
demande  la  nature  de  la  courbe  Kum  que  dé-' 
crit  le  centre  de  gravité  du  poids  m.  Soit  CB 
la  position  horifoncale  de  la  pièce  CH,  A  le 
point  du  milieu  de  cette  pièce  ,•  K  le  point  où  fe 
trouve  le  centre  m  du  globe  dans  ce  cas, /le  point 
ou  le  globe  rm  touche  alors  la  courbe  fxg  fur 
laquelle  ce  corps  glifTe  tandis  que  fon  centre  décric 
la  courbe  K  m.  Cela  pofé  ,  le  produit  du  poids 
CH,  que  jefais=:â,parladiftanceCÂ,  doit  être 
égal  au  produit  du  poids  m  par  la  perpendiculaire 
CA  à  la  direction  MB,  autrement  il  n'y  auroic 
point   d'équilibre.    ^^JÊ§   on    aura   a^-  C  A  == 

I7Z.CA.  ^ 

Suppofons  maintenant  que  la  pièce  de  bois  eft 
dans  la  fituation  C  H  ^  en  tirant  par  le  point  n 

milieu 


IW 
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Il  *  ■■  I  I  ■  ,  M 

delà  pieceCH,&  du  centre  du  globe /nies  lignes  72  :j^, 
m  P  perpendiculaires  fur  C  M  &  EJ  M  >  le  produit  mi 
poids  ;n  par  fa  defcenre  vetticale  K  Peft  ég^l  au  pro- 
duit du  poids  C  H  par  fa  montée  verticale  ==  C:fv*), 
donc  K  P.  HZ  =  a.  C{  >  multipliant  cette  équation 
par  la  précédente,  on  aura a.Qk*¥^V.m=miQh.a.C:(^^ 
d'où  Ton  tireCA.KP=CA.C:f.  Maintenant  pour 
condruire  la  courbe  Kium  prenez  toujours  K/  &= 
KP quatrième  proportionnel  aux  lignes  CÂ,  CA, 
C:[,  rirez  enfuite  la  perpendiculaire  indéfinie/?  P/ti 
àD-M  &  fuppofant  la  longueur  de  la  corde  H  M)77= 
C,  du  fommet  de  la  poulie  M  avec  un  rstyon  égal 
i  la  différence  entre  la  longueur  C  &   la  lon« 
gueur  H  M ,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
la  ligne />/72  du  côté  de  DN  ,  le  point  d'interdic- 
tion fera  à  la  courbe«cherchée.    Cela  étant  fait 
par  chaque  point  u  de  cette  courbe  on  tirera  des 
pendiculaires  â  la  même  courbe  &  en-defTous» 
prenant  chaque  perpendulaire  ux  égale  au  rayon 
r/w    du  poids    m  ,    la  courbe  fx  g  qui  pafTera 
par  le   fommet  de   ces  perpendiculaires  lera  la 
courbe  fur  laquelle  doit  gliffer  le  corps  m. qu'on 
peut  faire  cylindrique  fi   l'on  veut.    En  fuppo* 
fant  que  C  H  repréfente  un  pont  levis  ,  on  pourra 
abaiffer  ou  élever^facilement  ce  pont  par  une  ma- 
chine femblable  à  celle  que  repréfente  notre  figure. 

{*)  Par  les  lois  de  la  Méchanique,  un  corps  qui  àtC^ 
cend  librement  par  un  plan  incliné  ,  ou  par  un  plan  courbe» 
acquiert  la  même  viccfle  que  s*il  dcfcendoic  le  long  d'un 
plan  vertical  *de  m^me  hauteur.  De  plus  le  poids  de  la 
pièce  CH  eft  cenfé  réuni  au  milieu  A  ,  ou  n  de  cette 
pièce  'y  8c  par  la  nature  du  problème ,  ii  on  donne  une 
impulfi<9n*  au  corps  m  &  une  impulfion  égale  »  mai;  «a 
fens  contraire  à  la  pièce  CH»  il  y*  aura  équilibre. 
Tome  V.  X 


'\ 
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Nous  négligeons  ici  le  frottement  &  la  rcfif- 
Unce  de  l'ait. 

Théorie  du  centre  de  Percuffion. 

jj.  Zb  tcTitre  de  Percuffion  eft  un  point  par 
lequel,  fi  un  corps  venoit  i  rencontrer  un  ob- 
ftacle  I  il  le  frapperoit  avec  plus  de  force  que 
par  tout  autre  point.  Lorfqae  le  corps  fe  meut 

Î)arallelement  à  lui-même,  le  centre  de  percuf- 
ion  eft  le  même  que  celui  de  gravité  ;  car  toutes 
iés  parties  du  corps  ayant  des  vitefles  égales ,  leurs 
forces  font  en  équilibre  autour  de  leur  centre  de 
gravité ,  il  foffira  donc  ici  de  rechercher  le  centre 
de  percuffion  des  corps  qui  fe^ieuvent  autour 
d'uii  point  fixe ,  ou  autour  d'une  ligne  qu'on  ap* 
pelle  axe  de  balancétnem. 

34.  Problème.  Trouver^  le  centre  de  percuffion 
ffun  corps  A  C  qui  fe  meut  autour  diun  axe  fixe  F 
{^fig*  II  )•  Multipliez  tous  les  points  folides  de  ce 
corps ,  que  j'appellerai  les  élém.ens  de  ce  corps 

I)ar'les  quarrés  de  leurs  diîlatices  à  Taxe  de  ba- 
ancement ,  &  divifez  le  réfultat  par  les  élémens 
multipliés  par  leurs  diftances ,  le  problême  fera 
rcfolu.  Car  fi  on  fuppofe  que  le  corps  AC  foie 
parvenu  «n  tournant  autour  de  l'axe  F ,  dans  la 
fituation  AB,  chaque  élément. de  ce  corps  aura 
décrit  un  arc  femblable  à  l'arc  BC.  La  force  de  cha- 
que clénfrent  fera  donc  comme  ie  ptoduit  de  cet 
«élément ,  multi«plié  par  Karc  qu'il  a  décrit ,  ou 
ce  qui  revient  au  même  ,  fera  égal  au  produit 
de  cet  élément  par  fa  vîteflTe  j  donc  la  fonime 
des  forces  feia  égale  au  produit  des  élémens  mul^ 
ti plies  par  leur  vitefTes.  Confidérânt  ces  forces 
comme  des  poids ,  la  diftance  dii  centre  tie  gra* 
vite  de  ces  poids  par  rapport-  au  point  F  fera 
égal  au  ptoduit  de  ces  poids  par  leur  diftance  à 
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F,  en  divifanc  parla  fomme  des  poids,  ou  fera 
c=  au  produit  des  éléinens  multipliés  par  le^ 
diftances  &  par  les  arcs  qu'ils  dec^vent ,  en 
divifanr  par  les  élémens  .multipliés  par  ces  même^ 
arcs  :  or  ces  arcs  font  comme  les  di.ftances  y  donc 
la  diftance  du  centra  de  percuffion  par  rapport 
4  l'axe  F  eft  égale  au  produit  des  élémens  par  Iç 
Quarré  de  leurs  diftances  (  nous  appellerons  ces  p.rp* 
auits  momens  des  forces,  la  fomme  de  ces  produit^ 
fomme  des  momens  des  forces,  en  nommant  fojrcç;; 
la  fomme  des  produits  des  élémens  par  leurs  difp» 
tao/ces  à  l'axe  de  balancement,  &  fomme  des  for- 
ces la  fomme  de  ces  produits  )  ,  en  divifant  pa^ 
les  élémens  multipliés  par  leut  diflrance ,  ou  ce 
qui  revient  au  même  par  la  fomme  des  forces. 
11  eft  évident  que  ces  forces  des  molécules  di^ 
corps  font  égales  de  part  &  d'autre  du  centre 
de  percuffion  »  qu'elles  font  en  équilibre  autour 
de  ce  centre ,  &  que  fi  l'on  oppofe  un  obilacle 
invincible  au  mouvement  du  centre  de  percuf-* 
fion,  tout  le  corps  reftera  en  repos. 

Suppofons  que  P  ei  ;le  centre  cherché ,  em  tirant 
la  ligne  M  P  tangente  de  l'arc  Pp  que  décrit  le 
centre  de  percumoq ,  le  point  M  ae  la  furface 
du  corps  AC  fera  celui  par  lequel  ,  fi  ce  corps 
vient  à  choquer  un  obftacle ,  il  le  frappera  avep 
plus  d'effort  que  par  tout  autrç  point  de  ja  fur- 
face  de  ce  même  corps  :  parce  que  le  centre  de 
percuffion  Ce  trouve  dans  la  ligne  M/tz. 

Remarque  I.  X.e  centre  de  percuffion  e^  auffi 
appelle  centre  d'ofclllqtion  y  parce  que  la  diftanc^ 
FP  détermine  la  longueur  <Fun  pendule  fimple 
ui  feroit  fes  pfciUatipns  da^s  le  même-tem^s  que 
corps*  jÊtÇ  kif  l^  A^nes  :  .il  y^  a  deu^x  mç- 

X  1 
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thodes  pour  trouver  le  centre  de  percailion  des 
folides,  nous  parlerons  de  l'une  &  de  l'autre. 

Remarque  IL  11  eft  vinble  que  là  force  d'an 
point  de  matière  qui  balaitce  autour  d'un  axe 
doit  s'eftimer  par  le  produit  du  quatre  de  la 
diftance  à  cet  axe  multiplié  par  fa  mafTe  ,  c'eft* 
à-dire ,  que  la  force  giratoire  d'un  oorps  eft 
comme  la  fomme  des  produits  4e  chacun  de  Ces 
élémens  par  les  quarrés  de  leurs  diftances  ref* 

Seâives  a  Taxe   de   balancement  :    c'eft   ce  que 
1.  Ealer  appelle  moment  (Tmertic. 

35.  Problème.  Trouver  le  centre  de^ perctiffion 
£une  ligne  droite  A  B  qui  ofcille  autour  d*un  point 
A  [fig.  11).  Soit  AB=fl,  AP=x,P/=^x; 
xdx  pourra  repréfenter  la  force  de  rélcment  dx. 
Multipliant  cette  force  par  x ,  on  aura  xxdx  pour 
Texpreflion  du  moment  de  cet  élément  ;  donc 
la  fomme  des  momensdes  forces  fera  =  S.;t*rfx 

==  — •  Divifant  cette  fomme  par  la  fomme  des 

forces  S.xdx=i  — ,  le  quotient  j  x  fera  la  dîf- 

tance  du  centre  de  percu/Iion  de  la  partie  A  P 
par  rapport  au  point  A.  Si  Ton  fait  x=zay  & 
qu'on  prenne  A  C  ==  j  a  ,  l'on  aura  la  diftance 
du  centre  de  percuSIon  de  la  ligne  donnée  au 
point  A. 

i6.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujfion 
£un  rectangle  AB  qui  fait  f es  ofcillations  autour  de  la 
ligne  T  AT  [fig.  Z5  )•  Ayant  tiré  les  lignes  MN, 
m  n  parallèles  à  la  bafe  du  reâangle  ,  foit  A  P 
=:x ,  P/;r=  dxM^  =b,  bdx  fera  Télémenc 
MN/n/i  du  reâangle  ,  h  xxdx  le  tij^ment  de 
cet  élément»  bxdx^  la  force  du  même  élément} 
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donc  -^-- =  7  a:  fera  la  diftance  du  centre 

de  percufSon  de  la  partie  A  P  ;  ôc  fi  Ton  fait  ^ 
=  A  B  =  û ,  j  tf  fera  la  diftance  AC  du  centre 
de  percuilion  du  reâangle  par  rapport  au  point  A. 

37,  Problème.  Trouver  le  centre  de  perçuffîon 
Jtun  triangle  BAR  qui  fait  fes  ofcillations  autour 
£unc  ligne  CkT  parallèle  à  fa  lafe  j  &  qui  paffe 
par  fon  fommet  A  {fig.  24).  Il  eft  facile  de  voir 
que  le  centre  de  percuiGon  fe  trouve  dans  la  ligne 
A  g  qui  divife  la  bafe  ,  &  chaque  clément  dci 
triangle  en  deux  également.  Soit  AD  perpendi- 
culaire à  la  bafe  BR  &  faifons  A  D  =  û  ,  BR 
=  ^,  Am  =  X ,  MF  :=y  ,  Ton  aura  l'élément 
M  F/N  z:=zydx ;  mais  i  caufe  des  triangles  fem.- 
blables  ABRjAMFjOn^^:^::^:^:  (  parce 
que  dans  les  triangles  femblables  les  bafes  font 

proportionnelles  aux  hauteurs  )  j  donç;y  =^  —  ,  & 

•  A    %*  Jf    %i 

yàx=- \  donc  l'élément  des  forces  du  triangle 

A  MF  eft  — \  l'élément  de^  momens  des 

a 

_  ,  h  x^  dx        ,  ,.    .-         ^   S  Jif  5  <jf» 

forces  étant :  donc  en  divilant  o. '^-^ 

hx^           o   î>»^  dx         bx^       .  .       \ 

= par  b. = ,  le  quotient  ±  x 

fera  la  diftance  du  centre  de  percudion  du  triaa* 
le   AMF  à  l'axe  CT  ,  &  fi  l'on  fait  x  =^  a  , 

a  diftance  du  triangle  entier  ABR  par  rapport 
au  même  axe  fera  =z  l  a.  Donc  fi  on  fiippofe 
que  A  ;z  ==î  ^  oi^Btju  on  mène  la  parallèle  Nnfi, 
l'axe  CT,  le  point  P  fera  le  centre  cherché. 

X  . 


l 
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Corollaire.  Si  le  triangle  donc  il  s'agit  de 
trouver  le  centre  de  gravité  étoit  ifôcèle ,  comme 
le  triangle  ^AB  {fig.  15  ) ,  le  centre  de  percuf- 
fion  fe  trouveroit  en  menant  la  perpendiculaire 
AD  fut  la  bafe^B  &  faifant  A/2  =  iAD. 

j8.  Problème.  Trouver  U  centre  de  percuffion 
ituh  triangle  ifocèle  ^  A  R  qui  tourne  autour  de  la 
hafe  g  R  {fig.  14  ).  Soit  A  D  =  a  ,  ^  R  =  b  , 
A/rtrarjc,  ^F=j',  on  aura  Télément  q P/F  = 

h  X  d  X 

ydx  = -•  Multipliant  cet  clément  par  fa 

diftance  à  Taxe  d*ofcillation  |^R,  on  aura X 


a  —  X  =  bxdx  —f qui  fera  l'élément 

a 

des  forces.  Multipliant  ce  dernier  élément  pat 
a  —  Xy  on  aura  l'élément  .des  momens  des  forces 

TTz  abxdx  -^-^  ibxxdx  -^ •   En  divîfant 

a 

ta  fomme  des  momens  des  Forces  par  la  fomme 

CLQS  forces  ,  on  aura qui  lera 

la  didance  du  centre  de  percuflion  du  triangle 
A  ^  F  par  rapport  à  la  bafe  g  R.  Si  l'on  fait  x=rsa 

on  aura  —  pour  l'expreflîon  de  la  diftance  du' 

centre  de  percuflion  du  triangle  propofé  par  rap- 
port à  la  ligne  ^R.  Donc  fi  on  fait  D/72  =  f  i« 
le  point  m  fera  le  centre  cherché. 

39.  Problème,  m  &  n  étant  deux  nombres  en^ 
ti*irs  impairs  &  pojitifs  3  trouver  l^dijlance  du  centre 
de  percujfion  £une  courbe  du^genre  paraboli- 
que  déjignée  par   V équation  y^-^'^  :=  x^ g '^  =s 
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x"  jcn  faifant  le  paramètre  szsi  ^  qui  batuTKe  autour 
de  la  tangente  CAD  {fig^  16).  Soit  AB  s=s  4  , 
PNf5=j,MOT  =  ij^,AP==:A:,ij^rf^f€»rélé- 
menc  M/enN;  xyxdx  l'élément  des  forces > 
&  tyxxdx  rélémeiu  des  momens  des.fçrces* 

Mais  j'ss  X  m-f-ii  ;  doue  en  fiibftituant  cette  va- 
leur dans  l'élément  des  momens  des  forces  8c 
dans  celui  des  forces,  &  divifant  Tintcgrale  des 
momens  des  forces  par  la  fomme  àts  forcer,  on 

aura  ( )  x  pour  la  diltance 

du  centre  de  percuffion  du  fegment  MAm  à  la 
ligne  C  D.  Si  dans  cette  expréiïîon  on  fuppofe  x  =j 
û=  AB  ,  on  aura  U  diftance  du  centre  de  percuf- 
fion dé  la  puabole  F  A/ au  point  A.  Si  m  =  fi 
=?:  I  comme  dans  Li  parabole  ordinaire ,  cette  dif- 
tance fera  =|-|â  =  |^^.  Si;72=3  Se  n^=:^\  ^  cette 
diftance  fera  =  ff.  û=  ■^.  ^  ,  &  ainfi  des  autres. 

40*  Problème.  SoitfAV  une  parabole  ordinaire 
tjui  fait  fes  ofcill^ions  autpur  de  la  hafe  F/^  on 
demande  la  diftance  de  fort  centre  de  percuffion  à  la 
ligne  F/  [fig.  2.6  ).  S'jit  Téquation  de  la  para- 
bole^ *=  j'y  =x,  en  faifant  ^=  1  ;  nommant 
les  mêmes  grandeurs  des  mêmes  noms  que  dans 
le  problème  précédent,  l'élément  M/w/zN  fera 

x=i  xy  dx  ^='  xx^dx.  Multipliant  cet  élément 
par  tf  —  A? ,  on  aura  l'élément  des  forces,  &  mul- 
tipliant encore  par  a  —  x,  on  auja  l'élément  des 
momens  des  forces  ,  divifant  la  fomme  des 
momens    par   celle    des  force»,    il  vient 


ff.tftf  —  4itfjf4-ij«*       ^a        4 


"ka 


,  lorfquei  x 


}K  a  —  21*  14 


im 
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a  ;  donc  fî  on  fair  BP  :s=  7  ^ ,  le  point  P  fera  le 
centre  de  percuffion  cherché. 

ReAirque.  Nous  allons  réfoudre  huit  problè- 
mes fur  le  centre  de  percuffion  dés  foliqes  par 
une  /n^thode  aifée ,  mais  erronée ,  dont  fc  fervenc 
pluCieurs  Auteurs  :  nous  ne  la  rapportons  que  pour 
faire  comprendre  à  nos  Leâeurs  qu'il  ne  Faut  pas 
toujours  en  croire  les  Géomètres  fur  leur  parole. 
Mais  nous*  donnerons  enfuite  ulie  autre  méthode 
plus  exaâe  &  plus  rigoureufe. 

k    ^  41.  Problème.   Trouver  le  centre  de  percuffion 

d*un  cylindre  qui  tourne  autour  dtun  axe.  qui  pajfe 
par  le  point  g  pris  fur  le  prolongement  Kg  de  fan 
axe  AB  [fis.  17)  &  perpendiculaire  à  cet  axe.  Soit 
AB=fl,  A^  =  *,  AP  =  ;c,P/7=;:</a:,^P  = 
^•4-;c,MP  =  r,  c  la  circonférence  de  ce  rayon  ^ 


J^ 


donc  —  fera  le  cercle  de  la  bafe  du  cylindre ,  & 

fera  l'clémenc  M;72/2N  du  cylindre.  Mul- 

ripliant  cet  élément  par  A  -4-x  ,   on  aura  Télé- 

j        r  brcdx      ,     rcxdx       ^-    .   . 

ment  dts  forces  = 1 •   Multi- 

pliant  cet  élément  par  A-f-Ar ,  on  a  la  différence 
des  momens  des  forces  = h-  hrcxdx 

rcxxdx       j  1,-      .       t       hJtrcx     ■      hrcxx 

H ,  dont  l  intégrale 1 n^ 

rc  x^  * 

H étant  divifée  par  la  fomme  des  forces 

hrcx  rcxx        .  6lh^6hx  +  %XX 

1 ,  donne r pour 

la  dift^nce  du  centre  de  percuffion  de  la  partie 
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AP  au- poînc  g.  Si  on  fait  x=^ay  on  trouvera 

=— T pour  la  diftance  cherchée  du 

cenrte  de  percuilion  du  cylindre  entier. par  rap« 
•port  au  point  g»  ^ 

Si  on  fuppofe  que  le  cylindre  balance  autour 
du  point  Â ,  on  aura  ^=  o  &  la  diftance  du 
centre  de  pejcuilion  du  cylindre  par  Rapport  au 
point  A  fera  =  y-  i. 

41.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujfion 
iun  cône  droic  qui  fait  fes  ofcillations  autour  d'un 
axe  A  qui  pajfe  par  fon  fommet  paralleltmeru  à  la 
H^  kfig'  ^8)-  Soit  l'axe  AD  =  tf,  AP  =jc, 

MP==y,  c  la  circonférence  du  rayon *r>  — 

fera  la  circonférence  du  rayon  y ,  ^-^  la  furface 

du  cercle  de  re  rayon ,  &  • — - —  Télément  du 

'  %r 

cône.  Soit  maintenant  BC=ir,  BD=r;  les 
triangles  femblables  A  B  D ,  A  M  P  donneront  a  : 

T  X 

ri:  X  :PM=:  v=  — :  donc  notre  clément  fera 

^     .     a   ^  , 

rcxxdx     ^.  ^.     rcxxxdx  ^       ,,,,. 

= •  Cela  pôle , r —  lera  I  clément 

des  forces  ,  & celui  des  momens  des  for- 

%aa 

ces.  Divifanr  la  fomme  d^s  momens  des  forces 

par  la  fomme  des  forces ,  le  quotient 

Y^x  =  ^  X  fera  la  diftance  du  centre  de  percuflîon 
du  cône  indéterminé  A  M  /n  au  point  A  y  Se  Ci  Ion 


530  CouR5  DE  Mathe'matiques. 


■• 


fait  x=tf ,  j  a  fera  la  diftance  du  centre  de  percuffion 
du  cône  entier  au  point  A.  AxnCi  en  fuppofanç  Ap 
=  j  a  ,  le  point  p  fera  le  centre  cherché. . 

4j,  Problème.  Suppofons  maintenant  que  U'cône 
hhCfaJfcfes  of dilations  autour  du  diamètre  BC  de  la 
bafe ,  on  demande  le  centre  de  percujfion.  Dans  cette 

hy pothèfe  ,•  en  multipliant  rélément —  par 

a  —  X  j  on  aura  rélément  des  forces.  Si  l'on  mul- 
tiplie le  même  élément  par  le  quarré  de  û  —  x  ^ 
on  aura  l'élément  des  momens  des  forces.  En 
divifant  la  fomme  des  momens  des  forces  par 
celle  des  forces-,  on  aura  (  après  les  opérations 

ordinaires  ) (  A  ) ,  valeur  de 

lo  a, —  \Kx 

la  diftance  du  centre  de  percuiGon  du  cône  A  M/a 
2L  la  ligne  BC;  donc  en  taifant  x  =  â  ,  on  aura 
jfl,  &  fuppofam  ïy p  ===  j  ^z ,  le  point  p  fera 
le  centre  de  percuffion  du  cône  entier. 

Remarque.  Selon  quelques  Auteurs  Texpref- 
fion  A ,  que  nous  venons  de  trouver ,  défigne  la 
diftance  du  centre  de  percuffion  du  cône  tron- 
qué BMmC  à  la  droite  BC.  Mais  il  eft  aifc 
de  voir  qu'ils  fe  trompent  \  car  en  ^fuppofant  x 

x=i\a  cette  expreffion  devient  s=  — ^  \  donc  le 
centre  de  percuffion  d'un  cône  tronqué  dont  la 
hauteur  fQroit  =;  —  feroit  éloigné  de  la  bafe  de 

— ^:  donc  il  feroit  fitué  hors  de  ce  cône  >  ce 
qui  éft  abfurde. 
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44.  l^iioBLEMi;.  Trouver  U  centre  de  percuffion 
Jtun  conoïde  elliptique  qui  fait  fes  ofc'dlations 
autour  d'un  axe  TA  D  perpendiculaire  au  premier  axe 
Âfi  {fig.  19).  U  efl:  évident  que  le  centie  de 
percdilioh  cherché  eft  iicué  dans  Taxe  A  B.  Soie 
Taxe  A  B  =  tf  ,  le  paramètre  =/7  »  le  rapport  da 
rayon  d  la  circonférence  r  :  c,  le  demi  petit  axe 
C/  ==  r ,   A  P  =?x  ,  M  P  =  j',    La  circonfc- 

rence  du  rayon  y  fera  =  — ,  le  cercle  de  ce  même 

rayon  fera  -^ ,  &  l'élément  M/n/iN  =  -^ — • 
'  ir  %r 

Mais  par  la  nature  de  Pellipfe  ^  y  y  ^^  p  x  -^ 

p^x                                              cpxdx        cpxxdx 
;  donc  notre  élément eu= • 

Multipliant  cet  élément  par  x'8c  intégrant,  on 

aura — ^  pour  la  fomme  des  forces. 

Multipliant  le  même  clément  par  xx  6c  inté- 
grant y  on  aura  la  fomme  des  momens  des  forces 

= •  Uivifant  cette  quantité  pat 

la  fomme  des  forces ,  on  trouve  après  les  opérations 

,.              isax —  il  XX  ,   ,  .  ,, 

ordinaires     '■     ' ^ ,  quantité  que  j'appelle 

B,  &  qui  défigne  la  diftance  du  centre  de  percuiïion 
du  fegment  M  A  /tz  au  point  A.  Si  on  fait  at  =  ^ , 

on  aura  pour  la  diftance  du  centre  de  per- 

cufCon  du  conoïde  entier  au  fommet  A.  Si  aa 


3J2  Cours  de  M athe^matiques. 

lieu  de  faire  A  B  =  k ,  on  fait  ÂB==:  i  a,  cette 
diftance  fera  =  -^» 

45.  Problême.  Trouver  le  centre  de  percujjion 
Jtunefp}àre  A  B  A ,  doru  le  diamètre  =  1  û  {fig.  }  o). 
En  fubftituant  z  â  au  lieu  de  a  ,  dans  Texpref- 
fion  B.  qu'on  vient  de  trouver  (  44)  >  on  aura 

■        ■  pour  la  diitançe  du  centre  de  per- 

40.  tf — 15.»    *■  •  ' 

cuffior\  du  fegment  AMm  ,  &  fi  Ion  fait  jc  = 

2  a  ,  on  trouve =  —  pour  la  diftance  da 

10  tf  5    ^ 

centre  de  percuflîon  de  la  fphère  entière  à  la  ligne 
T AD  ;  or  en  fuppofant  le  diamètre  du  cercle 
==:  a  ,  Ton  a  /?  s=  tf  ,  &  Téquation  du  cercle 

eft  y  y  =  px  —  j  donc  &c. 

Corollaire.  Il  fuit  de-U  &  de  ce  qu'on  a 
dit  dans  le  problème  précédent ,  que  fi  une  fphère 
&  une  éllipfoïde  ont  le  même  axe  2  â ,  '&  que 
ces  folides  fafTent  leurs  ofcillations  autour  d'une 
même  tangente  T  A  D  perpendiculaire  à  Taxe  A  B  , 
ces  folides  auront  le  même  centre  de  percuilion 

n  qu'on  trouvera  en  faifant  '  A  /i  =  -^. 

4<J.  Problème.  Suppofaru  que^Kf[fig.i6) 
repréfente  un  conoïde  parabolique  ordinaire  dont 
taxe  A  B  =  tf ,  déterminer  le  centre  de  percujfion 
de  ce  folide.  Soit  l'ordonnée  P  M  perpendiculaire 
à  Taxe  c=^  Tabfciffe  A  P  ==  x  ^  r  \c\q  rapport 

du  rayon  à  la  circonférence  ;  -^-^- fera  l'élément 

1  r 

M/7z/zN    du    conoïde.     Soit    l'équation    de   la 


•M 
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coarbe  génératrice,  y  y  ==px  ;  cet  élément  de- 
viendra — •  Multipliant  cet  élément  par  x 

Se  intégrant ,  on  aura pour  la  fomme  des 

forces.  Multipliant  le  mcme  élément  par  a:  ^  &c  in« 
tégrant ,  Ton  a  la  fomme  des  momens  des  fôrces==: 

»  B   V  ^ 

•  En  divifant  cette  quantité  par  la  fomme 

des  forces ,  le  quotient  —  ==^x  fera  la  diftance 

o 

du  centre  de  percuflîon  du  fegment  M  A  /72  à  la 
tangente  CAD;  donc  fi  on  fait  xs=^a  ^Sc  qu'on  jx^^ 

fappofe  A  /  =  ^  tf ,  le  point  p  fera  le  centre  de 
percuffion  du  conoïde  F  A/. 

Nous  avons  promis  dans  la  remarque  du  n^.  (40) 
de  donner  une  méthode  plus  exaâe  que  celle 
que  nous  venons  d'employer  dans  les^  hu| t  der- 
niers prol^mes.  Avec  un  peu  d'attention  il 
eft  aife  de  voir  que  cette  méthode ,  dont  fe  ferc 
l'Abbé  Deidier  ,  fuppofe  que  tous  les  points 
des  élémens  d*un  fofide  font  également  dif- 
tans  de  Taxe  de  balancement ,  ou  ce  qui  re*- 
vient  au  même  que  chaque  élément  du  folide, 
eft  concentre  dans  un  point  qui  fe  trouve  dans 
Taxe  du  folide  y  ce  qui  n'eft  pas  y  aind  cette  mé- 
thode n'efl:  pas  fort  exaffce  y  mais  elle  eft  fort 
(impie  Se  fort  aifée.  Dans  la  méthode  que  nous 
allons  employer  on  eftime  les  forces  de  la  même' 
manière  que  ci-detfus ,  mais  le  moment  des  forces 
s'eftime  différemment.  ^  -  \ 
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Autrt  méthode  pour  trouver  le  centre  de  percufflom, 
des  fûlidcs  qui  font  leurs  ofcillatiens  autour 
d*un  axe. 

47.  Il  faut  confidérer  réiémenc  d'un  folide 
comme  compofë  daucres  éiémens  donc  cfaapiw 
foie  parallèle  à  l'axe  de  balancement.  Avant  d'ej^ 
faire  l'application ,  nous  allons  établir  le  Letfutoe 
fuivant. 

48.  L  E  M  M  B.  Lafomme  des  produits  de  tous  les 

quarrés  A  P  [fig.  51)3  chacun  multiplié  par  Vêlement 
PMmp  de  tefpace  CPMD  qui  fait  partie  d^un 
qucHT  de  cercle  6DC  dont  le  rayon  efi  r==:a^  la. 
tigne  C  A  Aant  œ=  b ,  fira  œ=  è  tf  ^  ^  a  af  ^  em 
fuppofant  que  f  fou  égal  k  tefpace  BDC, 
Soit  î'çlément  /i/nMPs  d\y  PC  =^9  on  aura 

âi=^dy'^{aa—yy)  =  ?p.  PM,  AP.  d^ 
:=zbb  d\  '^  yy^\  i  dont  rintégrale,g=  bb^^^i^ 
S.yyd^.  Pour  intégrer  y  y  d:^  je  fubftitue  la  va- 
leur de  1/  :f ,  pour  avoir  yydi^  =  y  y  dy{aa  — 

y  y  )  '.  J'ajoute  &  je  retrj^nche  {an  {a  a  ^—yy)  * , 
&  je  donne  à  notre  différentielle  la  forme  ^aa{^aa 

^yydy{aa—yy)'^^aa{*a'^yy)'<ly — 

1  i 

^  dy  {da-^  yy)^-i~^yydy{aa-^yy)\ 

l 

dont  l'intégrale  ^aa,,S.  dy  (  a  a  —  ^JK  )  '  — 

ty  (aa—yy  )  *  eft  =  ^ aafy  lorfqiie  CPeft  «« 
CBcstf  •  donc  Sec, 
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49.  Problème.  S<Ht  D  /tz  B  M  unefphere  qui  bor 
tance  autour  d'une  ligne  TAT  perpendiculaire  au 
prolongement  D  A  de  faxe  de  la  fphere  ;  on  de- 
mande le  centre  de  percujjîon  de  cette  fphere  [fig.  3  z  )♦ 

SoicDB:=  1^,  PM=^,  DP  =  Jtr,  c  la  circon- 
férence ^  rayoa  tf  >  — jy  fera  le  cercle  dwra^ony. 

Mais  y  y  =  xax  —  x^  ;  donc  ce  cercle  fera  == 

%acx  —  CMX     p  .  -^  .         , 

— •  Soit  maintenant  D  A  =i ,  on  aura 


^^  K 


AP=3+Ar  ;  donc  en  fnppofant/= 

écrivant  y  la  place»  detf,   ic  h  '+-  x  y  2x1  lieu 


lacx — XX 
2  tf 


de    ^  9    on     aura    (  b  -f-  x    H-  i  J^  J^  )    X 

pour  le  produit  de  cous  les  étémens 

du  cercle -M /7z,  chacun  fnultiplié  par  le  quarré 
de  fa  diftance  à  Taxe  de  balancement  y  cela  fuît 

^u  Lemme  précédent.  Subdituant  la  valeur  de 

yy  y  Se  multipliant  par  d  x  y  on  aura  {ib  ^i^ 

iix-4-xû^-hi*^  )  ( j  poU£ 

la  différence  du  moment  des  forces  ,  dont  l'în- 
rcgrafe  {cbbxx'^jcbx^  +  ^cx^ £— 


éa 

: —  (  A  )  exprime  la  fomme  des 

4  a  40.  tf   ^     '      * 

momens  des  forces.  Si  dans  la  formule  A  on  fait 
x=  ta  y  Se  qu'on  divife  le  rcfultat  par  la  fomme 
des  forces,  qui  dans  ce  cas  eft  égale  au  produit 
de  la  fphere  j  aac  par  la  diftance  a  +  ^  au  point 
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«      rr         r  f  t  J -f-  lOtf  3 -+- 7  «  if 

de  luipenlion ,  on  aura \ — r ,  ex- 

5«  +  5^ 

preflion  de  la  diftance  du  cenrre  de  percuflion 

de  la  fphere  entière  au  point  de  fufpenfion.  Si 

dans  cette  expreflion  on  fuppofe  ^  =  o  ,   cette 

diftance  fera  —,  &  le  centre  de  gravité  de  la 

S 

fphere  fera  éloigné  du  centre  de  percuflion  de 

la  quantité  j  a. 

50.  Problème.  Soit  AB  un  cylindre  droit  qui 
balance  autour  de  la  ligne  C  D  perpendiculaire  au 
prolongement  de  fon  axe  j  on  demande  le  centre 
de  percujjîon  du  cylindre  [figf  17).  Soit  le  rayon 
P  M  =  r ,  c  la  circonférence  de  ce  rayon  ,  A  P  = 
X,  AB=a,  Ag=:b;  la  différence  des  forces 

fera  = •  (A-t-x),  &  celle  des  momens 

2  ' 


-*  .    erJx 


des  forces  fera  =  (^-t-x-+-5rr) j  donc 

en  divifant  la  fomme  des  momens  des' forces  par 
la  fomme  des  forces  &  fuppofanc  x  =  ^ ,  Ton 

aura =-- pour  la  diftance 

I  l3  +  6a  ^ 

du  centre  de  percuffion  du  cylindre  au  point  g. 
Si  on  fuppofe  ^  =  o ,  la  diftance  du  centre  de 
pei:cu(Iion   du  cylindre  par  ^[apport  au  point  Â 


6a  '  ' 


Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  que  les  réful- 
tats  que  donne  la  féconde  méthode  ne  font  pas 
les  mêmes  que  ceux  de  la  première.  Pour  que 

les 


mmmm 
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les  commençans  paiiHîRt  fe  décider  plus  aifcmenc 
encre  ces  deux  mécliodôs ,  nous  -  allons  céfoudie 
ie  problème  fuivanc. 

51.  Problème.  Soit  A  ET  {fig.  33)  un  corps 
de  figute  quelconque  qui  ofcillc  librement  autour  J^un 
axe  L  y  on  demande  la  dijlance  du  centre  d^ofcil- 
lotion  de  ce  4:orpspar  rapport  à  taxe  T.  Ayant 
mené  la  verticale  T  N,  &  la  droite  TC  au  centre 
de  gravité C  du  corps,  je  fuppofe  que  Taftion 
de  1^  (gravité  fur  ce  corps  foit  repréfentée  par  C  D 
parallèle  à  TN.  Comme  c^  corps  ne  peut  pas 
ifuivre  la  direâion  CD,  je  decompofe  cette 
aâion  en  deux  autres ,  Tune  repréfentce  par  C  B 
décririce  par  la  réâftance  de  l'axe  T ,  l'autre  C  F 
perpendiculaire  fur  T  C  R  &  qui  produit  le  mouve- 
Bienc  d'oicîUation  du  corps  autour  de  l'axe.  Soie 

le  (inus  total  3=  i  &  CD  =  P  ;  dans  le  triangle 

CDF  l'on  a   i   i  ?-.^/in.  CDF  :  CF  =  P  x 

fil.  C  D  F  =  P.  >.  C  T  N  :  puifque  l'angle  CDF 

=  D  C  B  (  fon  alterne  interne  )  ;  or  D  C  B  == 

CTN  fon  correfpondant ,  à  caufe  des  parallèles 
TN,  CD,  Donc  en  multipliant  par  CT,  on 
aura  le  moment  de  la  force  de  la  gravité  par 
rapport  à  l'axe  T ,  on  aura ,  dis-je  ^  ce  moment 
=  P.CT,  J&2.  CTN.  Soit  mn  Tare  décrit  dans 
un  rems  infiniment  petit  par  une  particule  quel* 
conque  m  du  corps  propofé  ,  Q  R  un  arc  fem- 
blable  décrit  avec  un  rayon  conftant  TQ.  Le 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  imprimé 

—  »  OR 
à  la  particule  m  eft  =5=  m.  ;» /2.  T;»=;72.T/w.^— ; 

parce  que  Ton  a  mn  :  QR  ::  Tm  :  TQ  ,  oamu 
Tome  V^   '  Y 
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=     '  \!r    ;  donc  paifqae  la  fraftion  ^--  eft  là 
TQ     '  ^      ^  TQ 

nieme  pour  toutes  les  molécules  m  ,  fi  on  prend  les 
produits  de  chaque  molécule  par  le  quarté  de  fa  dis- 
tance â  Taxe  T  &  qu'on  nomme  M  leur  fomme , 
le  moment  du  mouvement  de  la  maiTe  entière 

OR. 
fera  s=c  M,  ---•  Egalant  ce  moment  à  celui  de 

TQ      ^ 

la  force  C  F  qui  le  produit  ,  on  aura  P.  C  T  x 

•^  QT'        QT  M 

Sûppofons  maintenant  un  corps  p  qui  ofcille 
autour  de  Vaxe  r,  &  dcfignant  par  /? ,  ct^'ctn^ 
M',  qr y  qt  les  quantités  analogues  à  P,  CT> 

qr         p.ct.fin.ctn       ,  ^  ,, 

&c.  on  aura  — =  — ; —   ,        \  donc.ii  Ion  a 

ctn  =CTN,  r^  =  TQ,  -1^^=^!^^.,  oa 

aura^  r=  Q  R,  ce  qui  fait  voir  que  les  deux  points 
^  &Qd€criront  des  efpaces  égaulc  en  tems  égaux  » 
&  le  centre  de  gravité  de  denx  corps  arrivera  en 
fnême-tems  à  la  verticale.  Si  le  corpsp  efl:  aiTez  petit 
pour  qu'on  puilfe  regarder  fa  i^iaue  comme  con- 
centrée dans  fon  centre  de  gravité ,  on  aura  un  pen« 

dule  (impie  ordinaire,  &  dans  ce  casM^:=/^.  c?  ; 
car  ici  M'  repréfente  ce  que  nous  avons  appelle  ci- 
devant  la  fomme  des  momens  des  forces  ;  ainfi  par  la 
première  méthode  (qui  rendit  dans  ce  cas)  on  a  M'=ss 

p.c  t ,  &  alors  1  on  a  1  équation  — -  ; —  = -, 

p.  c  t 

jjai  doniîfe  rc:s=  -- — — •  MaisP^CT  eft  le  produit 
^  P.  C  T  * 
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de  la  malTe ,  ou  poids  P  par  la  diftance  de  Ton 
centre  de  gravité  à  l'axe  T ,  &  ce  produit  eft 
toujours  égal  à  ce  qu'on  a  appelle  la  fommc  des 
forces^  comme  ii  eft  aifé  de  le  voir  (  voyez  ce 
que  nous  avons  die  dans  la  féconde  Sèi^ion  cou* 
chanc  le  centre  de  gravité  en  faifaiic  attention 
qu'on  a  déûgné  par  fomme  des  momens ,  ce  qu'on 
défigne  ici  pair  fomme  des  forces),  tandis  que 
M.  aéfigne  la  fomme  des  momens  des  forces. 

Si  Ton  prend  donc  fur  la  ligne  TCB  une  lon- 
gueur égale  à  cr,  on  aura  le  centre  d'ofcillation  ' 
du  corps  donné  &  et  fera  le  pendule  fimple  qui 
fera  fes  ofcillations  îde  mcme  amplitude  dans  le 
même-rems  que  le  corps  donné  fera  les  fiennes. 

Si  latc  ^a  td  fort  petit ,  de  forte  qu'il  foit 
«eiifé  fe  confondre  avec  l'ordonnée  c/z,  on  a  le 
fintts  toral  ,  ou  i  :< t  :  Jin.  ctn\en^=zcay  ou 

fin,  et  n  =  —  ,  on  a  de  plus  -^ —  =  —  ;  mais 
"^  et  "^         'î  et  ^ 

daos  le  pendule  fimpte ,  M'  :=s  p.ct  ;  donc  en 

fabdicnant  ces  valeurs  dans   l'équation  -^  - — » 

p. c r.  fia, et  n  eh  p,  c  a        , 

5-7 ,  on  aura — =-  — ^—^  j  donc/?.  cb^s=i 

AA  et 

p*et  , 

De  mcme  fi  ^  09  fuppofe  que  le  pendule 

parte  du  point  b  toujours  fort  proche  de  la  ver- 
ticale tn  èc  qu'il  décrive  dans  un  tems  infiniment 

petit    l'arc  bf  ,   on  aura  p,  bf  =i=ss  ^^ — -  ;   donc 

: :  :  p.cb  :  p.  bfi  :  cb  :  bf:  or  ^ —  & 

et        fi         ^  ^      '*  ''  çt 

Y  z 


p.ca 
et 
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iéCignent  les  forces  qui  font  parcourir  aa 

corps  p ,  les  efpaces  c  b ,  bfy  &  ces  forces  font  évi- 
demment proportionnelles  i  ces  efpaces  \  donc  ces 
efpaces  font  parcourus  en  tems  égaux.  Il  en  eft 
de  même  pour  tous  les  autres  élémens  corref- 
pondans  des  arcs  totaux  ca^  ba;  donc  les  ofcil^ 
ludons  (tun  même  pendule  qui  décrit  des  arcs  ca  y 
b  a  fort  petits  ,  quoique  inégaux  j  fe  font  en  tems^ 
égaux. 

Remarque  I.  Le  centre  d*ofcillation  étant  le 
même  que  celui  de  perc^iflion ,  il  eft  vifible  que 
la  féconde  méthode  qu'on  a  employée  pour 
trouver  le  centre  de  percuffion  eft  la  leule  exadte. 

51.  Remarque  II.  Nous  venons  de  dire  que 
le  centre  d'ofcillation  étoit  le  même  que>  celui 
de  percudion ,  afin  que  les  commençans  ne  foienc 
pas  obligés  d'^n  aller  chercher  ailleurs  la  démon* 
ftration;  foient  fuppofés  deux  corps  A  &  fi  (fig. 
54  )  afTez  petits  pour  qu'on  puitTe  les  confidérer 
comme  des  points  placés  dans  le  plan  BMA 
qui  fait  fes  olcillations  autour  d'un  axe  t  qui  lui 
eft  perpendiculaire.  Soit  fuppofée  une  ligne  tQm 
qui  palfe  par  le  centre  de  percuilion  cherchée  C, 
je  tire  les  lignes  A^,  B/w  refpeûivement  per- 
pendiculaires aux  lignes  r  A  &  r  B ,  les  lignes  A  p&c 
B  X  perpendiculaires  fur  tm  ^  &  du  point  C  les 
lignes  C^  ,  CM  refpeftivement  perpendiculai- 
res fur  A^,  Bm.  Cela  pofé,  Kg  étant  la  direc- 
tion du  mouvement  du  corps  A  ,  /tz  B  celle  du 
mouvement  du  corps  B  »  il  eft  vidble  que  (i  les 
forces  des  corps ,  c'eft-à-dire  >  les  produits  de  leurs 
maiTes  par  leurs  diftances  à  Taxe  r  >  font  en  raifoii.  in* 
verfe  des  diftances  Ôg^  C  M  du  point  C  à  leurs  direc* 
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rions  ,  les  forces  par  rapport  au  point  C  feront 
égales ,  &  on  pourra  les  conGdérer  comme  réunis 
dans  ce   point  qui   fera  le  centre  de   percuHion. 

Soit  r  A  =  fl  ,  ip  ===  b  y  ta  =  c  y  tx.  =  D  j 

rÇ==:iî.  Les  triangles r A/? &'r A/,  Cgf  Se  rBjc, 

iBm  &  C  M  m  donneront  i^.  tp  it  A  ::tA  :  tf 

=  -r-«  2^.  r  X  :  r  B  :  :  f  B  :  r  772  c=5  --— ;  donc  /C 


aa.      ^        ^         ce 


=  « 7- ,  &  m  C  =  — ^  — «•  j\  r  A  :  r  ^  :  i  C/ 

xC^  =  " •  4''.rB  :rx::C2n  :  L.M  = 

^ — \  donc  fip  Scq  repréfentent  les  mafTes  des 

corps  A  &  B,  on  aura  tA.p=ia.pôc  Br.  q=zc.q^ 
&  parce  que  les  forces  de  ces  corps ,  par  rapport 
au  point  C,  doivent  être  en  raiion  inverfe  des 
lignes  Cgy  CM,  on  a  la  proportion  a.f  ic.q\x 

LM  =  -; — — -:C^== j  donc  p.nb 

c  A 

—  aap  ^=tq.cc  —  D/z^>  o\x  p.h.n  -^^  Yi.q.n 

=3  ûaz7-4-iy.  ce  :  donc  u=  -^^ --— — ,  ceft- 

à-dire»  que  la  diftance  rc  du  centre  de  percaf- 
£on  à  l'axe  de  balancement  t  fe  trouve  en  di- 
vifant  la  fomme  à,^%  produits  de  la  mafTe  de 
chaque  corps'  multipliée  par  le  quarré  de  fa 
diftance  par  rapport  à  Taxe  de  balancement , 
par  la  fomme  des  forces  »  ou  par  la  fomme 
des  produits  des  ma^es  multipliées  par  la  diftance 
comprife  '  entre  Taxe  de  balancement  &  la  per« 
peadiculaire  menée  du  centre  de  chaque  corpuf- 

Y  î 
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cille  A  &  B  à  la  ligne  rC  qui  dans  les  corps 
réguliers  palfe  par  le  milieu  de  tous  les  éléniens. 
On  voit  donc  qi|^  le  centre  de  percuHion  eft  le 
même  que  celui  d'ofcillation.  Si  les  points  A  & 
B  n'étoient  pas  fuppofés  dans  le  mênri«  plan , 
on  fuppoferoit  que  ta-ligne  tm  repft fente  on  plan 
qui  pafTe  par  le  point  C  de  percudion  ,  que  les 
lignes  A/7 ,  hx  reprcfentent  les  diftânces  des 
points  A  &  B  par  rapport  à  ce  plaa^  &  Ton 
auroii  évidemment  la  même  formule  ;  mais  les 
lignes  désignées  par  ^  &  D  feroient  dans  le  plan 
dont  on  vient  de  parler.  Si  on  conçoit  maimenam 
que  le  point  C  reprcfente  la  projeâion  d'une  ligne 
perpendiculaire  a  la  ligne  rm  perpendiculaire  a 
l'axe  t  de  balancement,  &  qui  palfe  par  le  point 
C  ,  &  que  de  plus  cette  ligne  foit  firuée  darts 
le  plan  dont  on  vient  de  parler,  il  eft  vifible 
que  les  fnomens  des  forces  des  corps  A  &  B 
feront  égaux  par  rapport  à  cette  ligne  ,  &  qu'il 
feront  les  mèlries  que  fi  la  pofitîon  de  cette  ligne 
reftantla  même  ,  tous  ces  corps  étoient  tranfportés 
'  far  le  plan  dont  on  vient.de  parler  »  chaciin  dans  le 
point  dccerminé  par  une  perpendiculaire  tirée 
de  chaque  cprps.  ou  point  (  car  onloonGderê  ici 
ces  qorpj  .comme  des  points  )  à  ce  plan  :  or 
alors  le  centre  de  percullîon  fe  trouveroit  évi- 
demment fur  une  ligne  t  m  qui  palïèroit  par  le 
centre  de  gravité  de  ces  corps  j  donc  il  s^y  trou- 
vera de  même  que  les  corps  ofcillans  foient  régu- 
liers ou.  irréguliers j  donc  dans  la, recherche  des 
centres  de  percuiïîon  ou  d'ofcillation  on  doit  em- 
ployer la  féconde  méthode  &  non  la  première. 

55,  Lemme,  Si  un  cprps  A  (fig.  JJ  )  recott  à  ta  foiâ 
fitux  impu/jtwiJ  repréfcnufs  par  Us  {jroius  A  B  &  A  D;^ 


^■«Manam 
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il  parcourra  la  diafonaU  AC  du  parallélogramme  A  BC  D^ 
dans  le  même  tcms  qu'il  auroit  parcouru  tun  des  deux  côtés 
A  B  j  A  D  ^  s*tl  nnvoit  reçu  qu'une  des  deux  impulfiçns 
dont  on  vient  de  par  1er  ^^n  effet  par  l'impulfion  A  B,  ucllô 
agiflbic  feule  >  le.  mobile  A  parcourroit  en  s'éloignent  def 
AD  félon  une  direâion  parallèle  à  D  C  une  ligne  =  D  C  j 
mais  par  la  feule  impulfion  AD  il  s'éioigneroit  de  AB  dans 
lemême-tems ,  en  parcourant  dans  une  direâidn  parallèle 
a  BC  une  ligne  égale  à  BC  $  donc  par  Taâion  combi-^ 
née  des  deux  impulsons,  il  doit  parvenir  en  C:  caè 
de  cette  nuniere  il  aura  fatisfait  aux  deux  impulfioné 
en  iTkéme-tems  autant  que  cela  fe  peut.  Mais  au(B-tôf 
qu<i  le  mobile  A  a  reçu  les  deux  impulfions  fimufta* 
nées  dont  on  vient  de  parler,  il  doit  fe  mouvoir  dani 
une  ligne  droite  \  donc  il  doit  décrire  la  diagonale 
A  C  dans  le  tems  qu'il  auroît  parcouru  l'un  des  c6téf 
A  D  ou  A  B ,  s'il  eût  reçu  une  feule  impulfion.  Cette 
propofitîon  eft  d'ailleurs  une  vérité  d'expérience  connue 
depuis  long  tems. 

Corollaire.  Donc  la  force  compofée  qui  réQilte 
des  deux  forces  compofantes  Afi,  AD^  peut  être  ex- 
primée par  la  diagonale  d'un  parallélogramme  ,  dont 
A  B  &  AD  font  deux  côtés  contigus  3  ^  réciproque* 
ment  la*  Force  compofée  AC  peut  fe  décompofer  en 
A  B  &:  A  D  i  de  manière  que  fi  le  corps  A  «  après  avoir 
reçu  la  force  AC-,  vient  à  rencontrer  auiii-tôt  un 
obllacle  félon  la  direâion  AB  qui  lui  ôte  la  force 
AB.  il  fe  mouvcra  dan^  la  direâion  &  avec  la  force 
AD. 

f4<  Problème.  Dans  quel  cas  doit  ^U  y  avoir 
iquilihre  dans  U  levier  ?  Soient  deux  lignes  ou  rayons 
inflexibles  d'égale  longueur  C  B  ,  C  F  {  fig.  ^6  )  mo- 
biles autour  du  centre  C,  Scpouffécspardes  forces  égales 
B  E ,  F  H  dans  des  direâions  perpendiculaires  à  ces 
rayons  ,  afin  qu^il  y  ait  équilibre  entre  ces  forces. 
Qu'on  mène   la  ligne   DFK  perpendiculaire  fur  BC 

Prolongée  ,  &  qu'on  achevé  le  parallélogramme 
O  H  K  5  la  force  F  H  pourra  fe  décompcfer  en  deux 
autres  FO,  FK,  dont  la  premier^  agiflant  dans  la  di- 
reâion FC  ,  ne  fauroit  contribuer  au  mouvement  du 
rayon  autour  du  point  C.  Mais  les  triangles  reâangles 

Y  4 
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fcmblables  FKH,  DFC  donnent  DC:  FC  ::  FH: 

^^       FCFH      BCBE     ,.  ^  ,     ,      ' 

i\  c     "^  — ne    *  forces  parallè- 

les B  E ,  F  K  feront  en  équilibre  fi  l'on  a  B  £  :  F  K  :  : 
DC:BC. 

Corollaire  I.  Si  l'on  prolonge  la  ligne  KFD  de 
manière  qu'elle  aille  rencontrer  en  A  un  rayon  CA, 
il  efl:  év-ident  que  la  même  force  FK  agira  avec  le 
ineme  avantage  pour^  faire  tourner  le  plan  FACE 
autour  du  point  nxe  C  dans  quelque  point  de  la  droite 
Fa  qu'elle  foit  appliquée.  Si  donc  on  imprime  aux 
rayons  inflexibles  inégaux  C  B ,  C  A  qu'on  fuppofe 
joints  enfemble  &  mobiles  autour  du  centre  C  ,  des 
forces  BE ,  AL  en  raifon  invcrfc  des  diftances  I)C, 
B  C  au  centre  C  de  mouvement  5  ces  forces  feront  en 
équilibre. 

Corollaire  II.  Ainfi  toute  l'aâion  que  la  force 
A  L  exerce  pour  faire  tourner  autour  du  centre  C ,  la 
verge  inflexible  ACB  fera  exprimée  par  AL.  DC* 
&  BE.  BC  fera  l'effort  de  la  force  BE  5  8r  fi  A  &  B 
font  des  corpufcules  (dont  les  pefanteurs  foient  propor* 
tionnelles  aux  mafles  ) ,  les  aôions  dont  on  vient  de 
parler  feront  exprimées  par  A.DC  &  B,BC.  Ainfi 
ces  aâions  feront  en  général  en  raifon  compofée  des 
maffes  &:  des  diftances  à  l'axe  du  mouvement  qui  eft 
une  ligne  pflfant  par  le  centre  C  &  perpendiculaire 
au  plan  F  A  B. 

Corollaire  IIÏ.  Si  la  puiflance  B E  eft  i  la puiffance 
A  L  dans  un  plus  grand  rapport  que  D  C  :  B  C  ,  le 

f)oint  B  commencera,  à  fe  mouvoir  dans  la  direûion  de 
a  puiflance  BE,  &  le  point  A  fera  mu  dans  un  fens 
oppofé.  Ceci  fert  à  expliquer  l'artifice  du  /cv/Vr  &  de 
faxe  dans  le  tour  :  car  dans  ces  rnachines  la  puiflance 
motrice  eft  appliquée  à  une  diftancc  de  l'axe  du  mou- 
vement d'autant  plus  srande  que  la  réfiftance  qu'il  faut 
vaincre  eft  plus  grande.  La  théorie  du  coin  peut  aufll 
fc  déduire  de  ce  qu'on  vient  de  dire  :  car  la  force 
que  le  marteau  exerce  félon  la  longueur  du  coin  AC 
i  %•  i7  }  eft  ^  Id  force  perpendiculaire  à  la  furface 
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C  B  qu'on  veut  divifer  comme  A  C  :  A  D ,  ou  comme 
BC  :  AB  .  c*cft-à-dire  ,  comme  le  coté  du  coin  eft 
à  la  bafe.  La  vis  n'étant  autre  chofe  qu'une  efpece  de 
coin  mis  en  mouvement  par  un  levier.  Tes  effets  s*ex* 
pliquent  par  les  mêmes  principes  >  mais  les  poulies 
peuvent  fe  rapporter  à  Taxe  dans  le  tour. 

Corollaire  IV.  Toute  la  force  effeûivequi  agitpour 
faire  tourner  la  verge  inflexible  ACB((ig.  36; autour 
do  centre  C ,  fera  évidemment  exprimée  par  B  £.  B  C  --^ 
A  L«  D  C  )  8c  &  cette  verge  comnience  à  fe  mouvoir  , 
le  mouvement  angulaire  de  chacun  de  fes  points  fera 
le  même  ,  &  leur  viteiTe  fera  proportionnelle  à  leur 
di(bnce  au  point  C ,  c'eft-à-dire ,  que  le  point  A  aura 
d'autant  moins  de  vîteffe  que  la  diftance  ÙC  fera  plus 
petite  >  ou  (  ce  qui  revient  au  même  )  que  la  force  A  L 
fera  plus  grande*  Ainfi  dans  toutes  les  machines  on 
perd  du  coté  du  tems  ce  qu'on  gagne  du  côté  des  forces 
&  réciproquement  y  de  forte  que  plus  la  force  eft  pe- 
tite^ plus  long-tems  elle  doit  agir  pour  produire  un 
cenain  effet  par  le  moyen  d'une  machine. 

Du  mouvement  de  rotation  &  de  projeclion. 

jf.  S I  un  corps  eft  divîfé  par  uri  plan  B  T  Z  (  fig.  38  ) 
en  parties  égales ,  femblables  &  lemblablement  iituées 
de  chaque  coté ,  &  qu'on  imprime  à  ce  corps  une  force 
dont  la  direâion  foit  dans  ce  plan  y  fans  cependant 
paflcr  par  fon  centre  de  gravité  G  5  ce  corps  recevra 
deux  mouvemens ,  l'un  de  projeâion  &  Tautre  de  rota- 
tion ,  autour^ d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  ;  & 
paflant  par  le  point  G.  Il  eft  en  effet  évident  que  fi 
l'on  imprime  au  corps  dont  il  s'aeit  une  force  qui  pafle 
par  le  point  H  toutes  les  particules  du  corps  y  choqué 

-.-. y    •         i__ »1M 1. 
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truit  par  une  force  égale  &  contraire  qui  agiroit  fur 
le  pomt  H.  Mais  fi  tous  les  élémens  du  corps  avoîent 
des  mouvemens  parallèles  ,  &  aue  par  une  force  im- 
primée au  point  H  ce  point  reftàt  en  repos,  à  caufe 
des  forces  inégales  qui  agiroiem  du  côté  de  HT  &  de 


54^  Cours  de  Mathe'matiques. 

HB^  le  mouvemenc  de  toutes  les  particules  ne  fauroit 
.  être  anéanti ,  &  de- là  on  tire  le  théorêtne  fuivant. 

THtoREME.  Si  la  àirtBion  ^unt  foret  imprimée  à  un 
corps  ou  à  un  fyftême  de  corps  ne  paffe  pas  par  fon  centre 
de  gravité  »  tous  les  élémens  qui  composent  le  corps  ou  U 
fyftême  des  corps  ne  pourront  pas  recevoir  des  mouvemens 
parallèles. 

Maintenant  fi  Timpulfion  fe  fait  félon  la  direâion  du 
plan.  B  T  Z .  il  eft  vifible  que  ce  ()lan  &  toutes  les  li« 
gnes  B  G  T  utuées  dans  ce  plan  feront  toujours  dans  un 
même  plan  immobile  j  &  parce  que  la  ligne  BGTne 
reçoit  pas  ua  mouvement  parallèle^  elle  doit  conver- 
ger vers  un  point  C  fitué  dans  ce  plan  immobile  ^  ou 
ce  qui  revient  au  même ,  le  corps  doit  commencer  à 
tourner  autour  djun  axe  perpendiculaire  au  plgn  im* 
mobile  &  paffant  par  le  point  C.  Qu'on  divife  donc 
ce  corps  en  élémens  prifmatiques  parallèles  à  cet 
axe  de  rotation  ,  il  eft  évident  que  les  particules 
de  chacun  dé  ces  élémens  auront  une  viteiTe  commune 
proportionnelle  à  leur  diftance  à  Taxe  de  mouvcjnent , 
de  manière  que  la  vitefle  du  centre  de  gravité  G 
étant  fuppofée  =  ir^  la  vitefle  d'un  autre  point  quel- 

CP.tt 
conque  P  fera  =    ^.  L    ,  fc  fa  direûion  F  F  fera 

perpendiculaire  à  CF. 
Décompofons  maintenant  cette  vîtefle  en  deux  autres , 

CP.«     H  F        PH.«    . 
dont  1  une  ~?=*7^'  "p^  ■"  ^Irc^  ^^^  ""^  directjon  pa- 
rallèle à  Taxe  TB  qui  paflc  par  le  centre  de  gravité  &  l'axe 

,    CH.«  GU.u  ^       , 

de  rotation  ,  la  féconde  •  ^  a    =  k  +  ^pr"  dans  la 

direâion  P  H  perpendiculaire  au  même  axe.  Si  l'on  mène 

PH.li 
PK  perpendiculaire  à  PG,   les  deux  vîtefles    ^^    , 

GH.tt         GRu    HK         G  P.  a    PH 
^  "CG*^  ''''  "CG"'  PK  '  ^  "CG"*  FK    **^""^^ 


BMh 
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*»  ^  ■ .     

ronc  une  viteâè  cotnpofée    ^.^     dans  la  direûîon 

PK.  C'eft  pourquoi  lorfque  les  parties  du  corps  com- 
menceront a  tourner  autour  de  1  axe  de  rotation  donc 
nous  venons  de  parler^  elles  recevront  un  mouvenienc 

GP.«     ,  ■ 

double  a+  ~~c'c^ »  ^^^  commun  au  centre  de  gra- 

Tité  ,  &  l'autre  proportionnel  à  la  diilance  de  chaque 
particule  P  a  ce  même  centre  de  gravité.  Ce  fécond 
snonrement  qui  tend  i  faire  tourner  autour  du  point 
G  les  parties  également  diftantes  de  ce  centre  avec  des 
Titeifes  égales ,  ne  fauroit  affeâer  le  niouvement  com- 
mun y  \x  c'eft  pourquoi  t<)Ht  le  corps  avancera  en  ligne 
droite  avec  Je  mouvement  commun^  tandis  qu'il  tour- 
nera en  même-tems  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au 
plan  B  T  Z ,  &  paflaht  par  le  centre  de  gravité  G.,  De 
forte  que  le  point  C  dont  la  vitefTe  circulaire  e(t  la  même 
que  la  vîtefle  progreflîve  du  centre  de  gravité  G,  dé- 
crira la  cycloïde  vulgaire  à  chaque  révolution  du  corps, 
ftutour  du  centre  G ,  d^  Tefpace  parcouru  pat  G  à  chaque 
révolution  fera  égal  à  la  circonférence  du  rayon  CÔ. 

Corollaire  I.  Le  point  O  auquel  il  faut  appli-» 
Quer  la  force  impulfive  néceflaire  pour  commencer  i 
faire  tourner  le  mobile  autour  du  point  C  eil  évidem- 
ment le  centre  de  percuffion  du  corps  confidéré  comme 
fufpendu  en  G  :  car  fi  l'on  imprinloît  en  O  une  force 
égale  &  oppoféc  ,  le  mobile  refteroit  en  repos  ; 
ainfi  félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-dcflus  (  Ji  ) 
Je  point  O  fera  auffi  le  centre  d'ofcillation.  Dans  un 
corps  fphérique  dont  le  rayon  eft  =  «  fufpendu  à  la 
diftancc   ^  -f-  ^  de  fon  centre"  de  gravité ,  le  centre 

7  <i  <i -f- r  o  û  i -f- f  ^  A 
de  pcrcuffion  ^cft  (49  )  = \ r =  û  -f-  ^ 

^  ^^  5  ii-H  5  ^ 

a  a  c  a 

H-f- "TTp- ,  enfaîfant  (2  +  5==CG  ;  donc  O  G=f- p^» 

Corollaire  II.  Si  nous  défignons  le  rapport  dti 
,Tayi>a  à  la  firconfércncc  par  i  :  ;?,  le  tems  périodique 
de  la  révolutjon  d'une  planète  par  T  ,  le  tems  d'une 
dévolution  fiïr  fon  axe  par  r ,  &  que  K  Se  r  repréfenh 
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tcnt  les  rayons  de  l'orbîte  &  de  la  planète .  !e^  centre 
de  gravité  de  la  planète  que  je  fuppofe  Tphërique  8r 
homogène  9  parcourra  pendant  une  révolution  diurne 

ptK 
Pefpace  -«r-  ;  car  Ton  ai  :  ;>  :  :  R  :  à  la  cîrconfé- 

pKt 
rcncc  de  Torbite  =  p R.   Mais  T  :  pK  ::  t  :  -jjt—  , 

efpace  parcouru  pendant  une  révolution  diurne.  De 
plus  C  G  eft  le  rayon  d'un  cercle  dont  la  circonférence 
eft  égale  à  Tefpace  oue  le  centre  ie  gravité  G  parcoure 
candis  que  le   mobile  fait  une  révolution  autour  du 

ptK 
point  G  $  donc  on  aura  i  :  p  :  :  C  G  :  à  refpace  ->p   $ 

rR  rr 

aînfi  CG  =  "^î  &  enfin  OG  «=  j-  "tq  ^^^*  ^^ 
iTrr 

CoROtLAiRE  III.  Puifquc  par  rapport  à  la  Terre  l'on 
a  à  très- peu  près  r  :  T  :  :  i  :  ?6f  4  >  fi  on  fuppofe  la 
parallaxe  moyenne  du  Soleil  dfe  9'  ,  ce  qui  donne  le 
rayon  r  de  la  Terre  eft  à  la  diftance  moyenne  R  de 
la  Terre  au  Soleil  comme  le  finus  de  9"  eft  au  finus 
total ,  ou  r  :  R  :  :  fia.  9"  :  1  :  :  i  :  11918  ,  on  aura  C  G 

*=  — >*~T"  >  c'cft-à-dire ,  environ  61 7  demi-diamètres 

terreftres.    Donc  OG  =  5  aînfi  en  appliquant 

»  I  f  7 

l'impulfion  primitive  à  cette  diftance  du  centre  de  la 
Terre  ,  il  en  auroit  réfulté  le  rapport  aâuel  du  mou- 
vement diurne   &  annuel.  A  l'égard  de  la  Lune  fdn 
mouvement  diurne  autour  de  fon  axe  s'achevant  dans   ^ 
Je  même  tems  que  fon  mouvement  périodique  autour 

«R 
de  la  Terre,  l'on  aura  CG  ==»  -TjT  =R  (*)  5  mais  le 

■        Il  I  i  — — ^ 

(*)  Environ  ^o  dcmî-diamcircs  terreftrcÀ 
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rayon  r  de  la  Lune  eft  à  celui  de  la  Terre  comme  100  : 

x6<  5  donc  CG  =  219.  r,  &  OG  sr  — ^-— •  De  même 

fi  les  rayons  de  Jupiter  &  de  la  Terre  font  entr*eux 
comme  10  :  i ,  les  diftances  au  Soleil  comme  fi  :  10^ 
les  tems  périodiques  autour  du  Soleil  comme  il:  i^  le 
tejDS  des  révolutions .  autour  des  axes  comme  10  :  24^ 
&  qu'on  faiTe  le  rayon  de  Jupiter  =»  r  »  on  aura  C  G 

■=  -^  à  peu-près ,  &  O  G  =  i^f .  r.  Et  parce  que  lei 

o 

rayons  de  la  Terre  &  de  Mars  font  dans  le  rapport  de 
^  :  j  ,  leurs  diftances  au  Soleil  comme  2:3,  les  tcms 
des  révolutions  périodiaues  comme  i  :  2 ,  &  les  tems 
des  révolutions  autour  de  leurs  axes  à  peu-prés  égaux  ^ 
E  on  fait  le  rayon  de  Mars  «^  r  ^   on  aura  C  G  =: 

78.r,  &  OG«=— • 

^6,  Problème.  Sî  on  imprime  h  un  corps  quelconque 
une  force  qui  commence  a  le  faire  tourner  autour  dun  point 
donni  ,  trouver  la  Jomme  des  momens  de  toutes  les  partie 
tuiez  de  ce  corps ,  of^ant  égard  à  leur  majfe  »  leur  vitejfe , 
b  leur  di fiance  h  l'axe  de  rotation.  Concevons  qu'un  corps 
M  avec  la  vitefle  U  &  la  quantité  de  mouvemenc 
MU  agiflfe  contre  un  autre  corps  O  (fig.  39)  »  de  manière 
que  le  corps,  choqué  commence  à  tourner  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  P  C  O  ,  &  paflant  par  le 
point  (J  ;  il  eft  vifible  que  fi  on  imprimoit  au  point 
O  une  force  contraire  &  =»  M  U  ,  tout  le  mouvemenc 
de  rotation  feroit  détruit.  Mais  fuppofons  que  le  mou- 
vement de  rotation  eft  déjà  commencé ,  &:  appelions 
P  un  élément  prifmatique  iitué  en  P  &  parallèle  à 
Taxe  de  rotation  >  fi  nous  faifons  ^»  /i  la  vitefie  d'un 
élément  fitué  à  la  diilance  1  de  l'axe  de  rotation^ 
PC.u  fera  la  vîtefiè  de  rotation  &  P.  PC«i<  fera  le 
mouvement  de  l'élément  P  dans  la  direâion  P  K  perpen- 
diculaire à  P  C*  Suppofons  que  du  centre  C  on  ait  dé- 
cric avec  le  rayon  CO  un  arc  circulaire  OF  qui 
coupe  PK,«n  F  ,  la  force  P. PC. a  pourra  être  fup- 
pofee  appliquée  en  F  ^  &  décompofée  en  deux  autres , 
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donc  rûne  agira  dans  la  direâion  du  rayon  F  C  >  ia 
direâion  de  l'autre  étant  perpendiculaire  au  même  rayon. 
Cela  pofé  y  la  force  totale  fera  à  la  force  perpendicu- 
laire au  rayon  comme  FK:FH::FC:PC,  ou  ce 
qui  revient  au  àiême  ^  la  force  perpendiculaire  fera  »■ 

P.  FC.  u 
.— Q/-;'^*  Ojf  félon  ce  qu'on  a  dît  ci-deflus  ,  cette 

force  agira  de  la  même  manière  pour  faire  tourner  le 
mobile ,  foit  qu'on  l'applique*  en  F  ou  en  O  à  la  même 
diftance  du  centre  C  dans  des  diredions  perpendicu- 
laires aux  rayons  F  C  3  OC.  Ainfi  le  mouvement  de 
rotation  ne  pourra  être  détruit  qu'en  appliquant  au  point 
O  une  force  contraire  &  égale  a  la  fomme  de  tous 

,     P.  VC\  ^  ^       s. p. PC.*ir  •  ainfi 

les  — p.  p —  ;  or  cette  fomme  eft  =  — rr-p — 

MU  doit  être  =  ^•^•^^'*'.  Donc  M.OC.U  = 

OC 

S.  P.  P  C.  ic  s  &  le.  moment  de  toute  la  force  impri-^ 
mée  doit  être*  égal  à  la  foonme  des  produits  de  chaque 
élément  par  la  difiance  PC  &  la  viteÛe  PC.«. 

Corollaire.  Lts  points  O  &  P  ne  changeant  pas» 
fi  l'on  conçoit  que  le  çoint  C  s'éloigne  continuellement^ 
la  raifon  de  P(J  :  OC  approchera  de  celle  de  i  :  i  plus 
près  qu'aucune  quantité  donnée ,  &  lorfqu'à  la  fin  on  fup- 
pofera  P  C  =  O  C ,  les  mouvemens  des  points  O  &  T? 
auront  des  direâions  pareilèles  ^  &  le  mouvement  de 
rotation  fe  changera  en  mouvement  de  progrefCon,  Si 
l'on  fuppofe  C  P  =  i ,  h  vitelTe  du  point  P  fera  =  *  , 
&  l'on  aura  M. U  =  S.P  k ^  de  forte  que  comme  dans 
les  corps  qui  fe  choqent  fans  obftacle  >  il  y  a  la  même 
quantité  de  mouvement  avant  &  après  le  choc ,  de 
inême  dans  les  corps  qui  ont  un  mouvement  de  rota- 
tion il  y  a  toujours  la  même  quantité  des  momensdans 
le  fens  que  l'on  prend  ici  ce  terme. 

Î7.  Problème.  Déterminer  U  mouvement  de  proje^oM 
tf  celui  de  rotation  ior/quun  corps  eft  mis  en  mouvement 
for  une  force  F  qui  agit  fur  U  point  O  {fi^*  58  )•   Soit 
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u  la  vîtcflc  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  G  com- 
mence à  tourner  autour  d'un  ax«  perpendiculaire  au 

plan  BTZ  &  paiTant  par  le  point  C  j  -7^^""  fera  la 
yiteflc  de  rotation  d'un  élémçnt  prifmatique  fitué  en  P» 

&  Ton  moinenc  fera  '  — jp  ^—  ,  &  par  le  problême  pré- 

S.P.PC.«  ,, 
cèdent ,  F.  O  C  fera  =  — rr^ •  Mais  parce  que  feloû 

ce  qa'on  a  dit  ci-defTusC/j  )  >  le  point  O  ell  le  centre 
de  percuflîon  du  corps  fuppofé  fufpendu  en  C  ^  on 

S.P.CP"/ 
aura  O  C  =  "1cg"M~  *  ^  défignant  la  maffc  da 

F 
mobile.  Donc  xJ^^"»  &Fe»M.tf.  Mais  u  étant  U 

vlteiTe  avec  laquelle  le  centre;  de  gravité  commence 
à  tourner  autour  du  point  C ,  eft  évidemment  la  vi- 
tefle  avec  laquelle  ce  centre  &  toutes  les  particules 
du  mobile  fe  meuvent  en  droite  ligne  i  donc  la  viteilè 
avec  laquelle  le  cemre  de  gravité  d'un  corps  frs^ppé 
dans  un  point  O  fe  meut  dans  la  direâion  de  la  force 
impulfive  fera  la  même  que  fi  tenu  îa  force  F  avoit 
été  appliquée  en  G  dans  une  diredion  parallèlt  à  celle 
qui  agit  en  O. 

Maintenant  fi  l'on  appliquoit  en  inême-tems  aux 
points  O  &  G  deux  forces  égales  F  &  — F  avec  des 
direâions  contraires,  mais  parallèles;  par  la  première 
force  toutes  les  particules  du  mobile  acouerroient  la 
vitefle  commune  u  de  projeâion  »  &  de  plus  la  vicdlê 

GP.ii    ,  .  ,.      . 

"p.p    de  rotation  autour  d  un  axe  perpendiculaire  au 

plan  B  TZ  &  paffiint  par  le  centre  G  de  gravité  (  SS)' 
mais  la  force  —  F  produîroit  la  vîtefl'e  commune  —  u 
qui  détruiroit  la  vitefTe  de  projeâion.  Ainfi  le  centre  de 
gravité  demeurerôic  fixe ,  &  il  ue  rclleroit  que  la  vùejS: 


mÊÊmmmmÊ0tbtÊm^ÊâÊmmÊii^m*ÊÊmÊmtmmm^iimÊi^lÊi^mmmmmÊHÊinmÊ^ÊÈmmmÊi^âilimÊtl^immamÊI 
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centre  de  gravité  ,  &  tendant  de  part  &  d'autre  en 
fens  contraires.  De  manière  que  le  mouvement  de  ro- 
tation fera  le  même  que  fi  le  centre  de^ravité  reftanc 
fixe,  toute  la  force  étoit  employée  i.  faire  tourner  le 
corps  ,  &  les  forces  centrifuges  des  élémens  du  corps 
feront  proponionnelles  à  leurs  diftances  à  Taxe  de  rota- 
tion i^). 

ç8.  Problème.  Trouver  la  vttefft  de  rotation  dune 
fpkere  autour  d*un  diamètre  perpendiculaire  i  un  autre  dia^ 
mitre  à  f  extrémité  duquel  ou  imprimeroit  une  force  (fig.  4O  )• 

Si  le  plan  d'un  cercle  perpendiculaire  à  Taxe  &  pafianc 


i"^)  Quoique  nous  ayons  parlé  affez  au  loug  des  forces 
centripètes  &  centrifuges  dans  la  féconde  édition  de  nos  infti* 
tutions ,  je  crois  devoir  expliquer  ici  ce  que  c'cft  que  la  force 
centrifuge  dans  un  cercle.  Si  un  mobile  A  (  fig.  41  )  parcoui^ 
un  arc  infiniment  petit  A  M  d'un  cercle  A  M  F  »  il  eft  vi* 
-iîble  que  la  force  tangcntielle,  c*eft  à-dire,  qui  rend  à  lui 
faire  parcourir  la  tangente  AB  fait  effort  pour  l'éloigner 
du  centre  C  de  la  quantité  B  M  «^  B  r.  Car  à  cau(e  de 
B  M  que  je  fuppofe  parallèle  à  A  C  &  de  l'arc  A  M  infini- 
ment petite  les  angles  ACB*  rBM  font  égaux  &  infini- 
ment petits  ;  ainfi  les  angles  B^M^  BMr  ne  différant  que 
d'une  quantité  inaffignable  font  égaux ,  aufG-bien  que  les 
côtés  b9  &  BM  qui  leur  font  oppofés.  Mais  Br  eft  la 
quantité  dont  la  force  tangentielle  tend  à  éloigner  le  mo-> 
bile  du  centre  C  du  cercle  ;  donc  pendant  que  le  mobile 
parcourt  l'arc  A  M  «  il  fait  pour  s'éloigner  du  centre  C 
un  effort  çx primé  par  B  M  :  c'eft  cet  effort  quç  j'appelle 
force  centrifuge,  La  force  centripète  au  contraire  eft  an 
effort  qui  ramène  te  mobile  vers  la  circonférence,  &  qui 
l'empécnc  de  fuivre  la  tangente  A  B.  Cela  pofé ,  il  eft  vi- 
fible  que  fi  deux  mobiles  A  Se  a  parcourent  deux  cercles 
diflérens ,  &  deux  arcs  femblables  dans  le  mémcitems  >  les 
forces  centrifuges  hlA^bm,  ou  Af  6c  ap  feront  dans  les 
rapports  des  rayons  AC  &  tfC  ,  puifqu'elles  font  repré- 
feutécs  parles  finus  vcrfcs  des  arcs  infiniment  petits  6c  fera- 
biablcs  A  M  &  tf  OT. 

par 
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par  le  centre ,  eft  fuppofé  tourner  de  manière  qu'à  la 
dilhnce  i  du  centre  la  vitefle  foit  <=»  u ,  le  point  b  ficué 
à  une  diftance  x^  zur^,  une  vitefTe  de  rotation  défignée 
par*. Si  p exprime  la  circonférence  du  rayon  i  »  px  fera 
la  circonférence  du  rayon  x,  multipliant  cette  circon- 
férence par  le  quarré  xx  de  la  vitefle  du  point  b, 
px^  fera  le  moment  de  cette  circonférence  .  dx.p.x^ 
la  différence  des  moniens  de  Taire  du  cercle  dont  le 

p  x^ 
rayon  eft  x^  & Je  moment  de  cette  aire.  Si  donc 

on* conçoit  que  le  demi-cercle  TCB  (fig.  40)  engen- 
dre en  tournant  autour  de  T  B  ,  une  fphcre  au  point 
L  de  laquelle  on  imprime  la  force  F  ,  &  qu'on  faffe 
le  rayon  de  cette  fpnère  =  r  ^  GP  =  ^  ,  I^P  =  <^Ç, 
le  moment  de  Télément  correfpondant  à  Pp  lèra  =3 

ip.PM*PiJ  =  — •4^r(r4_ir^îî-+-î^),  &  le 

moment  dé  rhémifpbère  ^=^  rr  p'fK  Ainfi  le  moment 

de  la  fphère  entière  fera  ^^-ir*  P-'"^-  Si  ron  fait  =  a 

la  vîtcÂe  de  rotation  du  point  L  htué  fur  Téquateur^ 

afin  que  la  vitelTe  d'un  point  litué  â  la  diftance  i  du 

II 
centre  foit  =  —  *,  &  qu'on  fubftitue  cette  quantité  à 

la  place  de  l'unité  de  vîteflfe ,  le  moment  de  la  fphcre 

j^pr^u 

deviendra ,  quantité  à  laquelle  on  doit  égaler 

le  moment  F.  r  de  la  force  imprimée  ^  pour  avoir  u  «» 

— -  — ,-  ■==• ,  en  écrivant  m  au  heu  de  4  p.  r  î 

^.p.ri  2.  m,  '  "^ 

qui  défigne  la  folidité  de  la  fphère. 

Corollaire  I.  Si  un  fphéroïde  applati  vers  les 
pôles  T  &  B ,  dont  le  demi-diamctre  de  léquateur  foit 
r^  a^  tourne  autour  ^e  l'axe  T  B ,  les  momens  des 
cercles  parallèles  qu'on  peut  décrire  dans  la  fphère  & 
dans  le  fphéroïd#avec  les  rayons  PM,  PN  feront 

cntr'eux  conune  PMIrN  ::  G  L  :  G  Q  :  :  r^  \  a^. 
Tome  ^.  ^  Z 


i 
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Ce  rapport  étant  le  même  pour  toutes  les  feâions 
correfpondantes  perpendiculaires  à  l'axe ^  le  momenc 
du  fphérotde  fera  =^  -^.p.a^.u ;  &  fi  le  point  Q  de 

réquateur  a  one  vitefle  «=  v ,  en  écrivant  —  au  lieu 

a. 

de  tf,  le  moment  du  fphéroïde  deviendra  rr  P-  ^-  '•  ''•  v. 

Corollaire  II.  Sî  nous  concevons  que  la  force 
F  eft  imprimée  au  point  Q  de  l'équateur  du  fphéroïde 
«w  iieû  d'être  appliquée  au  "point  L  de  l'équateur  de 
la  fphère  ,  on  aura  de  même  F.a=  7*,  p.  aK  r.v  ,  8c 

I  c  F 
p  e=a —  :  ainfi  les  vîteffes  angulaires  que  la  même 

force  peut  produire  dans  le  fphéroïde  applati  &  dans  la 
fpbèrt  y  en  la  fuppofant  appliquée  fuccemvement  à  Téqua- 

if.  F 
teur  de  ces  folides.  feront  entr'elles  comme -: 

iç.  F 

:  :  «  *  :  r*  j  c'eft- à-dire ,  en  raifon  doublée  da 


grand  axe  du  fphéroïde  au  petit. 

■ 

Du   moment  d'Inertie. 

Le  moment  ^inertie  n'eft  autre  chofe  que  la  fomme 
des  élémens  d'un  corps  multipliés  chacun  par  le  quarré 
de  fa  diftance  a  un  axe.  Comme  la  recherche  de  ces 
momens  peut  être  très-utile  dans  les  Sciences  Phyfico- 
Mathématiques ,  nous  croyons  devoir  en  dire  quelque 
chofe. 

59*  PRO BLÊME.  Si  une  ligne  droite  inflexible  qui  peut 
tourner  autour  duh  point  C  i^fig*  42^}  porte  un  corps  B 
qui  a  de  t inertie ,  mais  que  nous  fuppofons  fans  gravité , 
h  que  cette  droite  par  faâion  d*une  puiffance  que  nous  ap* 
peilerons  M  appliquée  en  A  y  tourne  autour  du  point  G  » 
on  demande  la  force  actéiératrice  que  reçoit  le  corps  B  en 
décrivant  tare  B^.    Si  la  force  A^étoit  appliquée  au 

corps  B>  fa  force  accélératrice  fcroit  >«  -^  \  mais  parce 
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qae  la  force  M  efi  appliquée  en  A  ^  on  trouvera  la 
force  motrice  du  corps  B  en  faifant  B  C  :  A  C  :  :  M  : 

|.p    •  Ccft pourquoi  la  force  accélératrice  du corp» 

CA.M 
B  fera  =    ^»p  ^*  Mais  CA.M  eft  le  moment  de^a 

poiflance  $  ainfi  la  force  accélératrice  avec  laquelle  le 
corps  B  tourne  autour  du  point  C  eft  comme  le  mor 
ment  de  la  force  motrice  divifée  par  le  produit  de  là 
mafle  B  &  de  fa  diftance  au  centre  C  du  mouvement* 

60.  Problème.'  Trouver  une  maffe  A  qui  Jubfiituée  h, 
la  place  de  la  maffe  h  à  la  djfiance  A  C  fait  décrire  à  la 
ligne  AC  le  même  angle  ACa  que  lui  peut  faire  décrire 
le  corps  B.  Si  la  force  motrice  à  la  4iAai9ce  A  C  eft 
fuppofée  =  M  ^  la  force  accélératrice  du  corps  A  fera 

M  ,  «  ,  CA.M 

=  -^,  celle  du  corps  B  étant  «  'r'CB"*    ' 

Mais  afin  que  le  corps  A  décrive  le  même  angle 
que  le  corps  B ,  leurs  forces  accélératrices  doivent  être 
entre  elles  comme  les  arcs  A  a,  B^.   L'on  aura  donc 

A  •   B  CB  •'  A^-^^'-  ^^"  ^^'^  donc  A.  A  C 

— »  B.BC*  ^    .  .        , 

=«B.  BC,  &  A==  —        ^'  ,  cefl'i'dire ,  que  cela  arri^ 

AC 

vera  lorfque  les  maffes  dês  dfux  corps  A  ,  B  multipliées 
par  le  quarré  de  leur  diftance  au  point  C  donneront  des 
produits  égaux, 

Lorfque  à  la  diftance  AC  on  fubfticuera  la  maflè 

BBC* 
A  =  —       ^   ,  cette  maffe  fera  accélérée  par  la  force 

AC 

motrice  M,  de  ht  niême  manière  que  la  maffe  B  a  la 
diftance  CB,  js^ 

LZMM&.  La  foret  qui  fait  décrire  un  are  Aa  à  un 

Z  j. 
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corps  A  dans  un  ttms  donné  »  tfi  comme  la  puiJIance  ma- 
trkt  diviféi  par  la'maffe  A  multipliée  par  la  diftance  C  A- 
Si  nous  fuppofons  que  le  corps  A  follicité  par  la  puif- 
ftncc  p  décrit  un  arc  infiniment  petit  A  a  dans  le  tems 

dt  .  l'on  aura  Kaz=i—*it.   Mais   la  force   gîratoi- 

re  lui  fait  décrire  l'angle  A  C  a  ou  plutôt  Tare 
A  a  qui  Tneftire  cet  angle,  &  cet  angle  mefuré  par 
un   arc   de  cercle  dont  le  rayon  foit  fuppofé  =  i , 

Atf     ^.  .    Atf  p         .        .  ^         , 

^^^  "CA*  CA  ~  A.CA*      '  pendant 

le  tems  dt  la  force  giratoire  eft  comme  la  puiflance 
motrice  divifée  par  le  moment  de  la  maffe. 

6u  Problème.  Déterminer  le  moment  dinertie  etun 
corps  re/peiiivement  k  un  axe  qui  pa£e  ^ar  fon  centre  de 
gravité.  Suppofons  que  la  ligne  A  B  =  M  (  fiç.  4O 
inflexible  tourne  autour  de  l'axe  iD  fitué  au  milieu  de 

la  ligne  A  B.  Soit  A  C  =  y  =  C  B,  C  P-=«  ;  chaque 

particule  de  cette  ligne  ou  rfM  peut  être  défignée  par 
V p  =•  dx  ^  dont  le  moment  d'inertie  eft  =«  x ^  dx. 
Donc  le  moment  dinertie*  de  la  ligne  PC  fft  = 
Sx'^dx;  &  le  moment  d'inertie  de  la  ligne  PP  fera 

ea  xSx^dx  =  •    Donc  le  montent  d'inertie  de 

la  ligne  A  B  eft  =  — ,  à  caufe  de  *  =  — •  Mais  la 

maffe  M  de  la  ligne  ou  du  fil  inflexible  AB  eft=  a  ; 
donc  le  moment  d'inertie  de  la  ligne  A  B  fera  rcpré- 

fcntée  par 

Suppofons  que  la  figure  ou  la  lame  M  ARB  tourne 
autour  de  l'axe  AB,  qui  paffant  par  le  centre  de  gra* 
vite  G  ,  divife  cette  lame  en  deux  parties  égales. 
Soit  AP  =x,  PM  =  y  ,  Pf  —  dx  ,  n'm=-  dy  ^ 
PQ=r,Q^  =  rfr,&Qg/iN  =  d;eir,  le  moment 
d'inertie  de  l'élément  QQNN  fera  •«  iSj^d^ix. 


Ma 
11 
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fuppofant  dx  confiant,  parce  que  AP  ne  change 
par  rapport  à  l'élémentQ  Q  N  N  ,  Ton  ziSi^i^dx 


En 

pas  par  rapport 

Z7  i  d X 
== j  dont  l'intégrale  prifc  de  manière  que 

Ton  ait  P  Q  =  P  M  ,  ou  ^  =  y ,  donnera  le  moment 

iSy^ix 
d'inertie  de  toute  la  partie  M  A  R  = •    On 

trouvera  de  même  que  le  moment  d'inertie  de  la  partie 

T  BZ  eft  ==  — ^-^ '■ 3  en  faifant  li  =  i  G I- 

Si  Paxe  de  balancement  D  G  eft.  perpendiculaire  au 
premier  &  pafl'e  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  laipe  j 
cet  axe  ne  divifera  pas  la  lame  de  la  même  manière 
&  en  parties  égales  &  femblables  ,  du  moins  dans  tous 
Ics.cas  5  c'eft  pourquoi  il  n'cft  pas  permis  de  fuppofer'L  s 
=  L S,  parce  que  la  partie  CAD  peut  n'être  pas  égale 
&  femblable  à  la  partie  C  B  D.  Soit  A  G=a ,  on  aura  G  P 
=  fl  —  X.  Mais  le  moment  d'inertie  de  l'élément  ^.Q  N  « 
refpeâivcment  à  l'axe  C  D  'fera  =  (a  —  x)^.  didx. 
Ceft  pourquoi  le  momçnt  d'inertie  de  Télçment  M  w  r  R 
.  fera  =  (a  —  x)^idx  y  en  regardant  i  feul  comme 
variable.  Donc  ayant  fait  ç=  MP  =  PR=y,  le 
moment  d'inertie  de  la  partie  CAD  fera=?  iS.(<i  — 

xyydx=  iS.cV.MV.â.G?.    On   trouvera   de 
Blême  que  le  moment  d  inertie  de  la  partie  CBD  eft 

iS.G  I.  IT.d.GI ,  &  de- là  le  moment  d'inertie  de  toute 

la  lame  CADB  fera  =  i  (S.GP!  M  P.(f.GP  + 

SmÀT.à.GI). 

Soit  enfin  Taxe  de  balancement  ^ G  ^  perpendiculaire 
au  plan  de  la  lame  ^  le  moment  d  inertie  de  la  particule 

jQN«  par  rapport  à  cet  axe  fera=*GQ.  îQ/»N  =* 

Donc  en  fuppofant  i[ feul  variable^  le  moment  de  l'élément 

Z  5 
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QNNQ  eft  «-2  (— -f-«— fl.f^dje,  &  fuppo- 
Cint  ç  «=M  P ,  le  moment  d'incrtîe  de  rélcmcnt  M  mz-R 

/yJ  — i    \  /MP  1  \ 

Xtx^^i\~->rx-a.y\àx^\^ +GP.MPV*. 

Donc  le  moment  d'inertie  de  la  partie  de  la  lame  CAD 

/MP       i         \ 

cft=  2S(^ h  GP.  MP  jrfx. 

S'il  s'agit  de  la  partie  CBD^  Ton  moment  d'inertie 
H  T I.  G  I*)  rf.  G  I.  Ceft  pourquoi 


'» 


MP 


le  moment  d'inertie  de  toute  la  lamecft  =  zS  ( 

+  GP'MP)ix+2s(—  4-GlTI^jiGI. 
Il  eft  donc  aifc  de  voir  que  les  momens  d'inertie  par 

pm! 

rapport  aux  axes  AB  &  C  D,  favoir  2  S.  — -;  d  «  -+- 

2S.'GP'.PMijc+2S.Zlrf.lG4-2S.rG.TI.d.IG 

font  égaux  au  moment  d'inertie  de  la  lame  par  rapport 
à  l'axe  perpendiculaire  à  Ton  plan. 

Si  on  demandoit  le  moment  d'inertie  d'un  fo- 
•lide  engendré  par  la  révolution  de  la  figure  A  CE 
autour  de  Taxe  A  G  B ,  on  remarqueroit  que  pendant 
la  révolution  du  plan  ACB,  la  particule  Q^/tN 
décrit  une  cfpècc  d'anneau  dont  la  folidité  eft  = 
'Lc^.à^ix^  en  faifant  \\c\t  rapport  du  rayon  à  la 
demi- circonférence.  Multipliant  cette  quantité  par  ^  ^  =™ 

— — »  cf^àx 

PQ,S.  2tfçîd^.  d«s=« (  en  fuppofant  d  *  coiH 
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fiant)  feroît  leÀnoment  de  tous  les  anneaux  décrits  par 
lëlément  PM/n/»  par  rapport  à  i'axe  AB^  &  le  nio« 

ment  d'inertie  du  folide  feroit  ==  S.  (  en  fuppo- 


cPM 
fantr=PM=«y)  =  S.  — — J.  AP. 

61.  Problême.  Trouver  U  moment  d'inertie  d'un  rec^ 
tangle  A  E  F  (  fig,  4f  )  dont  le  eentrc  de  gravité  G  eff 
eu  milieu  de  la  figure.    Soit  l'axe  AB  =  a,  l'axe  CD 

«EN  =À;donc  AG  =  — ,  EB  «=  —  =  MP  =  y. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  A  B  fera  =»» 
y^dx  ùl  dx         6^  X         b  ^  a 

iS.  ' =2  S. = = ,  ca  faifant 

J  24  12  12 

x^^a.  Le  moment  d'inertie^  par  rapport  à  l'axe  CD> 
fera  (par  le  problème  précédent  )  =  2  S.  G  P.  P  M.  d.  P  G 


+2S.GT.IT.(f.IG  =  4S.GP.  PM.d.PG,parcequc 

la  partie  de  la  gauche  eft  égale  &  femblable  à  celle 
de  la  droite.  Soit  GP  =  'x ,  le  moment  cherché  fera 

^  bx'-dx'    .    zbxi        ba^ 
a=  4S =— ==  — ^  ,  en  fuppofant  *  = 

"7"'  Mais  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  aGg 

I perpendiculaire  au  plan  du  reâangle  doit  être  égaI(voye'x 
e  problême  précédent  )  à  la  fomme  des  momens  donc 
nous  venons  de   parler,  c'cil  -  à  -  dire ,    doit  être  = 

•  D'ailleurs  la  maffe  M  du  reûangle  eft««tf  i; 

.  ."  M 

ainfi  ce  moment  fera  =  77*  (**+<«*)• 

6?.  Problème.  Déterminer  le  moment  d'inertie  (tune  lame 
A  C  B  K,/uppo/ée  circulaire  (fig.^),  Puifque  les  axes  A  B  , 

C  D  font  alo;s  des  diamètres  égaux ,  &  que  la  lame  eil 

Z4 
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circulaire  ,  les  tnomens  d'inertie  par  rapport  à  ces  dia- 
mètres feroat  égaux.  SoitGP=**,  Gp=tf,PM=y=- 
V(tf<I —  xx).    Le   moment   d'inertie  par  rapport  au 

diamèrre  A  B  ,  fera  =  4  S-  G  P.  P  M.  d.GP  (  parce  que 
le  diamètre  C  D  divife  le  cercle  en  parties  égales  ) 

fl  *•  X  X dx 
z=:AS.xxix^(aa'^xx)  =45.  -7-; r  — 

y  (aa  —  xx)  ''a  ^ 

X 

—  ia^  A  fin. . hî  <«**  Vi^a  —  xx).  Si  JT  =  tf. 


Tare   A  dont  le  finus  eft  —  deviendra   l'arc  dont  le 


X 

a 

X 

a 
finus  eft  X  =  rayon  ,  &  le  moment  d'inertie  par  rap- 

port  à  l'axe  A  B  fera  = ,  c  étant  la  demi-circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  rayon  eft  =  i.  Mais  les 
momens  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  C  D  &  à  l'axe 

A  B  doivent  être  égaux  î  donc  leur  fomme fera 

le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  aGg perpendicu- 
laire au  plan  de  la  lame*  Mais  a  ^.  c  eft  =  M  ^  mafle  de  la 

M  tf  â 

lame  j  donc  expri^ne  le  moment  d'une  lame  cir- 

1 

culaire  d'une  épaifleur  =  i ,  par  rapport  à  un  axe  per- 
pendiculaire à  fon  plan ,  &  qui  paffe  par  fon  centre  de 
gravité. 

Parce  qu'un  cylindre  eft  compofé  de  pareilles  la- 
mes pofées  les  unes  à  coté  des  autres  ,  le  moment 
d'inertie  d'un  cylindre  droit  par  rapport  à  fon  axe  eft  =» 

a  a  étant  le  ravon  &  M  la  maffe  de  ce  cylindre. 

a 

64.PROBLEME.  Trouver  le  moment  d^înertU  d^unglobt  engta'^ 
dréparla  révolution  d'un  déminer  ci  c  autour  de  fon  axe  qutjtjuj^ 


■««1 
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pofe  êtnAR.  La  formule  S. •  d.  A  P=~  S.  y  ^  ix 

donne  —  S.(^aaxxix  —  ^ax^dx']-x^dx),i  caufe 

î 

.     /laax 

itVM=*iax'^xx8c  deAB  =  2tf,  ou  c( 

— 1 )  =a ,  en   ruppofant  x  =  la. 

1  lo  /  If  ^'^ 

Maïs  la  maiTe  M  de  la  fphère  eft  =  ^  c  tf  5.    Donc  le 

moment  de  la  fphère  refpeétivement  à  Taxe  A  B  eft  ==» 

2M4*  • 

.i.— — • 

Il  eft  maintenant  facile  d'avoir  le  moment  d'inertie 
d'an  globe  creux  H  M  F  D  B  «N  ffig.  46).  Soit  G  H  =tf  , 
GB  =i,  le  moment  d'inertie  du  globe  fuppofé  plein 

fera  =3 ^   celui  du  globe  dont   le  rayon  eft 

=  ^  3  étant  = Ainfi  le  moment  d'inertie  du  globe 

.       8ci2î  — 8cÀî 

creux  eft  = • 

M 

On  ne  doit  pas  confondre  la  gravité  avec  l'inertie  ; 

car  le  moment  d'inertie  d'un  cylindre  droit  dont  le  rayon 

cft*==tf,  la  mafle  =  M  ,  &  qui  tourne  autour  de  fon 

axe  eft  =  t-; •  Si  donc  on  appliquoit  à  T^xlrémité  de 

fon  rayon   GD  (fig.  4j)  \^)  une  maffe  N  capable 
de  vaincre   l'inertie    par  rapport  à  i'axe  A  B  ,  cette 

maffe  devroit  être=r= ==  — •  L'inertie  n'eft  donc 

zaa  1 


(*)  C^tc  /fgurc  rcpréfcntc  la  coupe  du. cylindre  faite 
par  un  plan  qui  paflc  par  fon  axe  &  par  conréqucnt  par  foQ 
cemte  de  gravité. 
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pas  égale  à  la  mafle  du  corps  (  qu'on  peut  néan- 
moins eftimer  par  fon  poids  )  ^  quoiqu'elle  foie  toujours 
dans  un  rapport  confiant  avec  le  poids  des  corps.  De 
plus  les  direâions  de  la  gravite  des  particules  des 
corps  terreftres  font  toujours  fuppofées  parallèles  $  mais 
s'il  s'agit  d'un  grand  corps  comme  la  Lune  y  par  exem- 
ple ,  les  direélions  de  la  gravité  de  Tes  parties  forme* 
ront  diffiérens  angles  au  centre  de  la  Terre. 

De  t'Attraclion. 

6  y  Problême»  Suppofant  Fexijlence  d*unc  loi 
univerfelle  d*attra£lion  en  raifort  inverfe  des  quar- 
ré f  des  dijlances  &  en  raifon  des  maffes  j  trouver 
la  quantité  d* attraction  quune  ligne  homogène  A  B 
confidérée  comme  matérielle  ,  exerce  fur  un  corpuf 
cule  Y  placé  fur  fon  prolongênent  {fig.  47  }-  Pre- 
nant la  ligne  FB  pour  aCTymptoce  ,  je  décris 
rhyperbole  NC  du  troifieme  ordre  dcfignée  par 
l'équation  j'jc  *  =  ^  ^  =  i    (en  faifant  ^  =  1  )  , 

d*où  1  on  rire  y  =  -y*  Cela  pofé ,  foit  F  M = x , 
M/72  =  rfjr,NM=^=— J-*  L'actraftion  de  Te- 

X 

d  X 

lément  /z  N  M  772  fera  ==  y.  dx'=  —r ,  dont  l'in- 

tégrale  eft = ,  en  remettantla  valeurde 

I ,  ou  Taire /N  M  F  D  déiîgne  Tattradion  de  la  ligne 
M  F.  Et  (î  x=.  F  A,  cette  attraftion  fera  =/^  A  F  D. 
Si  X  ==  F  B  la  quantité  d'attraâion  fera  == 
/CBFDj  donc  Tattradion  de  la  droite  AB  fera 

=  /CBFD  —  AAF  D  =  C  Bfl  A  =#=4-'-i- 

?7  =  n-+"FÂ''"^*^^*"'''  =  ^- 


J 
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66.  Problème.  Suppofant  la  même  loi  d^attraC" 
ûon  ,  trouver  la  foret  avec  laquelle  une  fphère  M  Â  B 

ifiS'  4^  )  ^^^^^^  ^'^  cor  pu  feule  b  placé  fur  le  pro'^ 
longement  de  fon  axe.  Tirez  les  lignes  qu'on  voit 
dans  la  figure,  &  fuppofonsqueCeft  le  cenrre  delà 
feûion  A  a  B  M  de  la  fphère.  Soir  b  C  ==  ^ ,  b  P 
=  ^,  PM=^,  MC==r,  on  aura  ^ p'=^dx 

=  M/2,  ^M==x^-+-j*.  L'atrraftion  de  l'arc 
infiniment  pecirM/72  fera  égale  au  produit  de  cet 

arc  par ^ ,  ou  par ,  &  la  quantité  d'at- 

^M  ^x^yy 

traction  fur  le  corpufcule  b  étant  de  plus  en  rai- 

fon  de  fa  maffe   fera  =  — •  Nous  dirons 

en  paffant  qu.e  cette  expreflîon  dcfigne  auflî  la 
force  attraftive  du  cc^pufcule  b  par  rapport  au 
petit  arc  M/tz.  Maintenant  le  corpufcule  b  étant 
également  attiré  par  Tare  correfpondant  NQ,  il 
eft  vifible  que  la  force  avec  laquelle  Tare  M  m 
attire  le  corpufcule  b  doi&  être  decompofée  en 
deux.  Tune  félon  PM,  qui  eft  détruire  par  une 
force  femblable  félon  PN  de  l'arc  NQ,  &  l'autre 
PAqui  eft  la  feule  efficace.  Donc  en  défignant  la  force 
totale  de  l'arc  M  m  pat  la  ligne  MA,  on  aura  MA: 

^,         î.Mm  Vb.}Am.h  x.B.Mm. 

p  A  •  •  .._^_    •  .  r-    ,  • 

.  mat  •■  «\        ^^^  i 

xx+yj    Uhix^  +  y-)  (xx-hyy)^ 

Maintenant  tandis  que  le  cercle  AMâBN  en  tour- 
nant autour  de  Taxe  AB  engen.^re  la  fphère, 
l'arc  Mm  engendre  une  petite  zone,  qui  (par 
les  élémens  de  Géométrie  )  eft  égale  au  produit 
de  cet  arc  par  la  circonférence  décrite  avec  le 
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rayon  ir  qui  paffe  par  le  milieu  de  cet  arc:  or 
on  peut  fuppofer  ir  =PM=:y.  Et  par  ce  que 
les  circonférences  des  cercles  font  comme  les 
rayons ,  en  fubftttuant  Mmxy  au  lieu  de  M /iz , 

on  aura ^  ,  quantité  proportionnelle  a 

Tattradion  de  la  zone  M  m  N  Q  fur  le  corpuTcale 
i.  Mais  les  triangles  MCP,  Mnm  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  font  femblables  &  donnent 

r  à  X 

yir::dx=Mn:Mm=  J — ;  donc  l'expreA 

-y 

fion  précédente  devient  =  —       ' — ^»    De  plus 

AP=3P+AC  — AC=jcH-r— ^,&BP:i=AB 
^— ^P=fl-+-r —  AT,  &^par  la  nature  du  cerde 
^^  =  AP.BP  =  r*-H  1  ax  —  xx — û^;donc 
lattradion  de  la  zone  élémentaire  M  m  NQ  fera 

l.rxdx  ^         - 

comme  — *^ — — -•  b^ippolons  r*-t-  xax 

—  a  a=u *,  pour  avoir x= ,  &  ax 

la 

= •  Subftituant  ces  valeurs  de  ;c  &  de  </xdans 

a 

i'expreflîon  précédente,  on  trouvera  (en  faifant 
attention  que  {u^)  *  =  z^  ^  )  que 7 

du  aadu  ri  du        .         1,.      /       1       « 

,  dont  l  intégrale  eu 


laa        xaaxu         zaauu 


rtiHA 
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«  aa  rr  . 

«= 1 h  C,  qui  en  fub- 

ftituant  la  valeur  de  u  devient  après  les  opéra- 

lions  ordinaires, — ; |-C.  Donc 

S    /  h.r.idx  *>^-f^^-éife  — tftf) 


C,  pour  déterminer  la  confiante  C  je  re-p 
marque  que  Tattraftion  de  la  calotte  fphéri- 
que  M  A  N  eft  =0  lorfque  A  P  =  o ,  ou  lorfquê 
T-^x  —  â=o,  ou  lorfqueAT^i^— -r.  Subftituanc 
cette  valeur  dans  Tintégrale  qu'on  vient  de  trou- 

ver  on  doit  avoir r: — : ^ h  C  =£ 

aay  \tr —  iûr-f-^^) 
^         r>  ^^     (^rr  —  ar)        b.riar-^rr) 

o:  donc  C  = • == — — i 

a  a         a  —  r  a  a  {a — r) 

c= —  j  donc  l'intégrale  complette  fera  =  -^ — 

a  a  aa 

l,r,{rr-^a  x  —  aa) 


,,       .  Et  fi  Ton  fait  *P=^B, 

4ia.y(rr^%ax  —  aa) 

OU  fi  Ton  fait  x  =  a^^r  l'attrailion  de  la  fur- 
face  entière  fera  proportionnelle  a •  Si  l'on 

aa  * 

conçoit  que  la  fphère  foit  compofée  d'uneânfinité 

de  furfaces   concentriques  dont   l'épaiflcui:   foie  ^ 
infiniment  petite  &  qu'on  fafie  le  rayon   d'une 

1.  A.  r  * 
de  ces  furfaces  =  :[  5   ■  '  pourra  exprimer  ^a^- 

tradion  de  cette-furface  \  &  multipliant  cette  valeur 

par  cf  :|[  épaifleur  de  cette  furface  ^  — '- pourra 
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exprimer  l'atcraâion  que  J'élémenc  de  la  fphère 

exerce  fur  le  corpufcule  i,Sc  rintcgiale  — i-  fera 

proportionnelle  à  la  force  acrraâive  que  la  fphère  du 

rayon  if  exerce  fur  le  corpufcule  b.  Et  parce  que  j.  t 
Se  r  ^  fondH^  des  quanrités  conftances',  on  peur  dire 
que  Tartraftion  d'une  fphère  donc  le  rayon  eft  r  fur 
un  corpufcule  b  placé  hors  de  cette  fphère,  eft  comme 

,  ou  comme  — ^,ou  enraifon  inverfe  du  qaarré 

^  a  a  a  a 

de  la  diftance  du  corpufcule  au  centre  C  de  la 
fphère;  de  forte  qu'une  fphère  attire  un  corpufcule 
fitué  hors  de  cette  fphère  ,  comme  fi  toute  fa  ma- 
tière étoic  réunie  dans  fon  centre. 

Corollaire,  donc  fi    on  fuppofe  ^  =  r  lat- 

traâion  de  la  fphère  fera  comme  —•  Mais  la 

ma({è  de  la  fphère  eft  comme  r  ^ ,  donc  Tattrac- 
tion  d*un  corpufcule  placé  à  la  furface  d'une  fphère 

eft  commQ  —  =r  ou  comme  le  rayon  de  la  fphère  ; 

donc  le  poids  de  deux  corpufcules  de  même  maflfe, 
fitués  fur  la  furface  de  deux  fphères  homogènes  &  de 
même  denfité,  font  comme  les  rayonsde  ces  fphèrés. 

67^  Problème.  Trouver  FattraElion  quun  cor- 
pufcule h  placé  hors  <tune  fphère  exerce  fur  cette 
fphère  y  en  Juppofant  la  même  loi  et  attraction  que 
dans  le  Problème  précédent.  L'adtion  du  corpuf- 
cule b  fur  rélcmenc'  M  OT  eft  évidemment  expri- 

me  par     '■    — r ,  &  parce  que  le  corpufcule^  at- 

tire  également  &  obliquement    l'arc   correfpon- 


I 
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dant  N  Q ,  la  force  du  corpufcule  b ,  que  nous  dé- 
fîgn^rons  par  la  lignée  M,  doit  fe  décompofer 
en  deux  forces  ^  P  ,  M  P ,  telle-ci  eft  détruite  par 
la  force  oppofée  NP  oui  vient  de  Taftion  que 
le  corpufcule  b  exerce  fur  l'arc  N  Q  ;  donc  ^  P  eft 
la  feule  force  effeftive  avec  laquelle  le  corpuf- 
cule b  agit  fur  Tare  M/tz,  en  cherchant  la  va- 
leur de  — ^ comme  dans  le  problème  précédent, 

on  trouvera  que  l'aâion  du  corpufcule  b  fur  un 

élément  de  la  fphère  eft  comme  — - — -  j  d'où 
on  conclura  que  par  rapport  à  la  fphère  entière 

on  doit  avoir •  Donc  le  corpufcule  b  attire. 

j  <i  fl 

la  fphère  ,  comme  (î  toute  la  matière  de  celle-ci 
étoit  raffemblée  à  fon  centre  »  &  réciproque- 
ment. On  voit  de  plus  que  la  fphère  &  le  corpuf- 
cule s'attirent  de  manière  que  la  vîteiïe  de  la 
fphère  pour  s'approcher  du  corpufcule  eft  à  la 
vîtelTe  avec  laquelle  le  corpufcule  tend  vers  la 
fphère  ,  comme  le  corpufcule  eft  à  la  fphère, 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  principe  que  la  réaciion 
eji  contraire  &  égale  à  Faction. 

CoROLLAiRB.  Douc  les  vîtefles  avec  lefquel- 
les  la  {phère  &  le  corpufcule  tendent  l'un  vers 
l'autre  font  en  raifon  inverfe  des  maffes  j  donc 
ils  parcourroht  des  efpaces  qui  font  dans  le  même 
rapport  ^  donc  ils  fe  joindront  à  leur  commun 
centre  de   gravité. 

6S.  Problème.  Déterminer  la  quantité  d^attrac» 
tion  que  deux  fphères  A  ^  B  M  ,  Jg  exercent  tune 
fur  F  autre.  Soit  b  le  centre  de  la  fphère  fg  ; 
cette  fphère  attire  toutes  les  parties  de  l'autre  ^ 
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de  la  même  manière  que*  H  toute  fa  matière 
ctoit  pénétrée  à  fon  centre  b  (  ^^  )  J  &  récipro- 
quement la  fphète  ABM  attire  chaque  partie 
de  la  fphète  fgy  comme  (1  toute  la  matière  de 
la  première  étoit  rafTemblée  au  centre  C^  donc 
ces  fphères  s'attirent  comme  fi  elles  étoient  des 
corpufcules  placés  en  i  &  en  C  j  c'eft-à-dire, 
en  raifon  direâe  des  maCTes  &  en  raifon  invet- 
fe  des  quarrés  des  diftances  au  centre  de  ces 
fphères.  x 

Remarque.  Un  corpufcule  P  (fig.  49)  placé  dans 
rintérieur  d'une  fphère  creufe  demeureroit  en 
repos  &  n'auroit  aucune  pefanteur  :  car  ayant  tiré 
les  lignes  que  repréfente  la  figure ,  les  triangles 
â  P  A  ,  B  P  M  ont  les  angles  en  P  oppofés  au 
fommet,  &  les  angles  a  ^  M  appuyés,  fur  le 
même  arc  A  B  ^  donc  ces  triangles  font  fembla- 
blés  ,  &  donnent  la  proportion  A  ^  :  B  M  :  :  <z  P  : 
P  M.  Maintenant  fi  nous  fuppofons  les  arcs  Aa, 
B  M  infiniment  petits ,  ils  fc  confondront  avec 
leurs  cordes;  &  fi  Ton  regarde  ces  arcs  comme 
les  diagonales  de  deux  figures  femblables  infini- 
ment petites  qui  forment  une  des  porrions  infi- 
niment petites  de  la  furface  intérieure  de  la  fphè- 
re, ces  figures  feront  en  raifon  doublée  de  ces 

.    (Ad)*       (BM)*  „ 

*^" >  ^  ,    r^^x  ->    .t.,*.,  exprimeroutl attradion 
(flP)*      (PM)*     ^ 

que  ces  figures  exercent  fur  le  point  P.  Maïs  par- 
ce que  A  â:BM::^P:PM  ,  —  =  - —  j  donc  ces 

d  P         P  M 

figures  exercent  des  attra£k;ons  égales  &  oppo- 
fées  fur  les  corpufcules  P  ;  donc  la  furface  annul- 
laire  A  ^  B  M  attirera  également  &  de  route  parc 

le 
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le  corpufcrtle  P  :  il  eft  fera  de  ttiême  de  toute  la 
furface  creufe  ADMma  A  y  donc  le  corpufcnle 
reftera  en  repos. 

Mais  Cl  le  corpufcule  P  eft  plate  dans  une 
fphère  pleine  (  fig.  50  ),  il  ne  fera  nnlleraent  attire 
par  les  parties  qui  font  atiffi  éloignées  ou  plus 
éloignées  du  centre  que  le  corpufcule  y  il  ne  fera 
donc  attiré  que  comme  (i  la  fphère  avoir  un 
rayon  :=  C  P  j  c'eft-à-dire  que  l'attraftion  fera 
proportionnelle  au  rayon  PC« 

^9.  Problème.  Déterminer  le  mouvement  (tun 
corpufcule  A  att'uré  vefs  C  par  une  force  qui  fuit 
la  raifon  de  lapuiffance  m  des  diflances  CA  [fig.  51). 
Soit  AC  =  tf ,  APi=sjif  j  laviteflè  au  point  P=c5 
V.  Suppofons  que  CE  =  ^  foit  la  diftance  à  la- 
qnelle  la  force  centripète  eft  égale  à  la  force  de  la 
gravité  qui  dans  une  féconde  peut  communiquer 
aux  cor{>s  expofés  à  fon  aâion  une  vîtefle  2  g.  En 

faifant  h  "  :  C  P  ;  :  i  ^  (  vkeffè  que  l'aftion  de  la  gra- 


vite  peut  communiquer  dam  une  féconde)  :  — •  1  g 

(tf  —  JU.)  "^  ig  \       r  -  /!/         . 

^^ T^ —    ^  ^^  ^^^^  *^  rorce  accélératrice 

an  point  P.  Mais  (i)  pat  la  formule  v  dv  ^:=^pdx^ 
Onavflfv= Y^ ^ig.dx.  Doùlontirev* 

*== ^r — .  \ii> H-C. Lorfque  A P=x  de- 

Vient  =0,  on  a  v=:o:  donc  C  =  ^^ • 

Donc  V  *  =  -= r- — ^ i. 

Tome  V.  *    Aa 


^««p 
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Si  Ton  veut  trouver  le  teps  einploy  c  à  parcourir 

A  P ,  on  fe  fervira  de  l'cquation  dt  =  —  = 

i*- VE(«+i)**] 


:•    Donc  t 


S.  — 7 — .r    w>^.i — 7 nrm*  Si  la  force  cen- 

tripece  fuie  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des 
dlftances  ,  c'eft-à-dire ,  fi  elle  e(l  comme 


onaura  /n=— 1,  v=V4^- V  (^ _^^x j» 

&  le  tems  r  fera  =«S.  c/jf.  — -; — ^ — ^^  Soit  a— • 
X  =s:^y  ou:j-+-;if  =  fl,  l'on  aura  i/ j  —  d x  =9 
ô(*),oui/î=rf:c;&r  =  -^4-  S,  j^^^   ^=r 

7,     >  s.     ^^  ^     =      /    .    *  f  AJin.  verf.  t 

^  •- Vf  (^î  — lî)]  (.**)•  Sur  la  ligne  A  G  prife 
pour  diamètre  ,  décrivons  le  demi-ctrcle  AN4C, 
pour  avoir  PM  =  V(a:f  —  W)  ^  &  l*arc  CM 


(*)   On  met  — dx  &  non  pas  plos  ix  ^  parce  que  j 
croiifaDC,  x  diminue» 

(**•)   Car  A  étant  un  arc  de  ççxtlc  dont  le  finus  vcrfc 
■«  X  &  le  rayon  ««  f  <*  1.9a  aura  la  difFércnticllc  de  cet 

aEc=aB  — ;l^-i (  voyez  Sc^ion  précédente  n*  50)» 

yl[a-»—'XX)  -   -t.-   ^ 

Si  de  cette  difTérentieile  on  retranche  celle,  de  v/  (4  x  -« 

J     X  d  X  '_' 

xx)y  il  vrcndra  -h-. rr^Donc  &c. 

^     Viax-^xx) 


I  -  \ 

■  i  ■      I   ■       J 
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6=  A^*  v^r/T  :f.  Le  tcms  le  long  de  PC  fera 
.  ^  ■♦  (CM  —  PM)j  &,  parce  qa  aa  point 
A ,  P  M  eft  =  o ,  le  tems  long  de  A  C  fera  = 
-r—/ — 'CMA.  Ma»  le  çems  le  long  de  A  P 
éunt  égal  att  cems  le  loag  de  A  C  moins  le 
tems  le  bng  de  PC,  fera  =        J     (  AM  + 

PM). 

Soit  CE  le  rayon  de  Ja  Terre  =  19^157^1 
pieds ,  C  A  la  diftance  de  la  Lune  à  la  Terre  =2 
<So.C£.  Piûfaue  les  corps  céleftes  s'atcirenc  en 
nifon  renverfee  des  quai^és  des  diftances,  il  fera 
aifé  de  ctouver  le  tem$  qu'un  corps  Hcué  à  la 
diftance  de  là  Lune  employera  à  arriver  au 
centre  de  la  Terte  ,  en  fiippofant  que  la  force 
centrale  fuive  toujours  la  raifon   renverfee   des 

Îuarrés  des  diftance^.  Caïf  ^  =C  £ ,  le  demi-cercle 
écrit  fur  CA  =.  18487^9000  pi«ds,  &  ^=  i  j. 
Donc  le  rems  de  la  defcente  le  long  de  C  A  feroit 

CMA.  ^a  AMcy^o*  AMC 

184S769000'' 


4430 
peu-ptès  {*). 


ioi66j^^^  s=:  4  jours  19  heures  i 


0 

(*}  Cela  auroic  liea  eivfuppofant  que  la  force  ccntraje 
faiTic  la  rairon  ienver(¥e  îles  quarrés  jes  diftances  &  la 
ttifdii  direaé  4«s  itiaficfii  âtcîîaric<fs  )  mats  dâni  rîtitétiéiit 
de  la  terre  i?6ctè  forée  fitk  ta  Mibti  descfiftances  av  cfcht^e, 
comme  il  fuit  de  ce  qu'on  a  die  ci-daftls.  Aittfi  \à  Oflil* 

Aa  X 
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11  eft  aifé  de  voir  commenc  il  faudroit  s'y 
prendre  pour  trouver  le  cems  qu'un  corps  fîtué 
a  une  diftance  donnée  de  la  Terre  metcroic  i 
tomber  fur  fa  fur  face.- 

70,  Problème.  Suppofant  que  ton  connoît  cxac* 
temcnt  la  diftance  de  la  Lune  à  la  Terre  ^  les  majjis 
de  ces  Planètes  ;  que  fattraclion  fuit  la  raifon 
renverfée  des  quarrés  dts  diftahces  &  la  raifon  des 
majfes  attirantes  ;  on  demande  un  point  fttue  entre 
la  Lune  &  la  Terre  dans  lequel  un  corps  feroii  éga* 
lement  attiré  par  ces  Planètes,  Soit  a  la,  diftance 
du  centre-  de  la  Terre  à  celui  de  la  Lune ,  m  la 
malTe  de  la  Terre ,  p  celle  de  la  Lune  ,  x  la 
diftance  du  centre  de  la  «Terre  au  point  cherché , 
ic  a  —  a:  la  diftance  du  centre  ae  la  Lune  an 
même  point.  Puifque  Tattraftion  fait  la  raifon 
renverfée  des  quarrés  des  diftances  &:  la  raifon 
direâe  des  maflf^s  attirantes  ,  Ton  aura  par  hjr 

poihèfe  ^  =  ^^^^^^  ,  &  m  [a  —  x)  ^  =px  ^ ^ 

o\im,aa — 1  û /n  at-H  m  *  *  =  /?  x  *  ,  ou  (m  — 
p)x'  *  — ^  iamx=^  —  m  a  a^  ou  en  faifant  m  — pi=: 
n,  divifant  enfuite  par  n ,  complétant ,  prenant  les 

racines  &  tranipolant ,  Jt=  — U 

des  deux  valeurs  de  a:  ,  celle  dont  le  radical 
a  le  figne  —  réfout  le  problême  ,  dans  le  fens 
qu'il  eft  propofé  ,  la  féconde  indique  un  point 
pris  au-delà  de  la  Lune  fur  le  prolongement   de 


tion*  qu*on  vient  de  donner  ne  peut  écre  cxaÔe  qu'autant 
que  \a  maiTe  de  aocce  globe  feroic  cooçuç  Gommc  con- 
cqfllrf9  a  jfon  .centre.     ...:,—    . 
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la  ligne  cirée  dn  centce  de  la  Terre  à.  celai  dé 
la  Lune  ,  dans  lequel  l'accraétion  des  deux  Planètes 
eft  la  même. 

Si  772  repréfencoic  la  maiTe  du  Soleil ,  p  celle  de 
Saturne  &  a  la  diftance  da  centre  du  Soleil  à 
celui  de  Saturne»  les. deux  valeurs  de  x  indique-* 
roient  deux  points  âtués,  lun  fur  la  ligne  a  qu  on 
fuppofe  tirée  du  centre  da  Soleil  à  celui  de  Sa- 
turne &  Taotre  fur  le  prolongement  de  cette  nième. 
ligne  &  fitué  au-delà  de  Saturne  «  dans  lefquels 
les  forces  utrirantesi. 4^. ces  aftres  feroient  égales. 

Si  on  (iippofoit  que  deux  luminaireà  m  6c  p 
éclairem  un  corps  (itué  fur^la  ligne  qui  pafTe 
par  leuis  centres  \  cot^me  la'force  de  la  lumière 
luit  la  raifon  renverfée  des*quarrés  des  diftances 
&  la  raifon  direâe  des  forces  des  luminaires  ,  fi 
l'on  fuppofë  qu'à  la  mêiïie  diftance  la  force  pour 
éclairer  dans  le  luminaire  m  eft  à  celle  du  lami- 
naire jp  comme  'w  ••/? ,  les  points  cherchés  fe  trou- 
veront par  la  même  formule  que  ci-deffiis ,  & 
l'une  à^s  valeurs  de  x  indiquera  un  point  fitiié 
entre  m  &c  p  ^  tandis  que'  l'autre  défîgnera  un 
point  (îraé-  au-»delàdu  luminaire />  que  je  fuppofe 
le  plus  foible. 

De  la  courbure  des  cordes. 

71,  Problème.  BAC  étant  une  corde  parfais 
tentent  flexible  &  fans  extenfion  j  dont  les  bouts 
font  attachés  à  la  ligne  horijontale  B  C ,  trouver 
la  courbe  que  ta  pefanteur  fait  prendre  à  cette  cor' 
de  (fig.  ji).  Il  (A  yifîble  que  A  étant  le  point 
le  plus  b^  de  la  courbé ,  les  parties  B  A  ,  C  A 
feront  égales  &  que  chacune  fera  égale  à  la  moi- 
tié de  la   longueur  de  la   corde  ,   il  ii*eft  pas 

Aa  } 
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moins  évident  qu'en  fuppofanc  que  l'exrrémité 
A  de  la  partie  B  A  eft  attachée  en  A  la  cour* 
bure  de  Tare  BA  reftera  la  même  en  fuppofant 
u'on  dériuife  la  partie  A  Q  Cela  pofé  ,  foit 
P=^,PD=i/î,PA=>,B^a=3iiy=*«*î  ti- 
rant de  plus  la  verticale  B^  &  la  tangente  A  M» 
nous  poutrons  fupporer  que  M^  eft  U  force  qui 
éloigne  la  corde  A  B  de  la  verticale  B'^  ,  &  Ar  ou 
B^  la  force  qui  tire  on  point  quelconque  t  félon 
cette  verticale ,  laquelle  force  eU  égale  au  poids  de 
rare  A  6  que  nous  fuppoferom  ss  i£,  La  compe- 
fîtion  de  ces  deux  forces  fait  que  l'élément  B  t 

{>rend  la  fituation  B  h.  Soit  la  force  Mg^s^a  {*) , 
es  triangles  femblables  BA/i,  B^  M  donnent /iB=s 
dxz  bni=sdy:;gh6arb{o\xle  poids n)  :M^  == 

a  dx 

a.  Doncadx  =  udy,QndyrS=i (  A).  Mais  la 

corde  étant  fuppofée  homogène  dans  toutes  f^ 
parties  ,  fa  pefanteuf  eft  comme  fa  longueur , 
doic  alors  u  pourra  exprimer  la  longueur  de  Tare 
Ai  ,    &   Ton  aura  du='^  Ç  dx^ -{^  dy^)  =z 

—  X\/(^*''+"^^)-*  «n  fubftituant  la  valeur 
de  dy  prife  de  Téquation  A.    Donc   udtt=s 

dxy  {uu-{-aa)j   rfAr=-7- ■ ,  jr=s 

\/  (tt  a-f—  aa)  j  ovLx  X  =   uu  '+>   aa y  u  s= 


(  *  )  En  attachant  l'extrémité  A  de  la  corde  B  A  à  an 
fil  qui  pafleroit  fur  une  poulie  de  renvoi  »  &  qui  pone- 
loic  un  baffin  de  balance  a  Ton  auire  extrémité ,  oà  pourra 
connoître  le  poids  qui  peut  retenir  la  corde  A  B  dans  la 
£tuacion  AB, 
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y^(x  X  — a  a).  Subftituanc  cecte  valeur  de  u  dans 
réquation  A  ,  on  aura  dy  :=  — ~ -équa- 

tlon  de  la  courbe  cherchée. 

Si  dans  Téquacion  u  ==  ^  {  x  x  —  a  a)  ^  on 
iappofe  lare  indéterminé  A/=  z£  £=  o ,  on  aura 
X  ^=^  a;  donc  Torigine  des  abfcilFes  eft  ficuée 
au  point  N  auquel  on  a  AN  =  tf .  pour  conf* 
truire  Téquation  qu'on  vient  de  trouver  »  je  U 
multiplie  par  la  quantité  a  afin  d'avoir  <2i/y=a 

-7- •  Mais   félon  ce  ou'on   dit  ci-deflus 

y{xx — aa)  ^ 

(  Seélion   1 1  ,  n^.   z  1  )  — déficne  un 

*  ^  x\(,xx — aa)         " 

feâeur  d'une  hyperbole  équilaterre  dont  la  moi* 
tié  du  premier  axe  =  a.  C'eft  pourquoi  je  décris 
fur  A  Nprife  pour  demi-premier  axB  Thypôrbole 
équilaterre  FA  tirant  la  droite  NF ,  fâi  le  double 
du  feâreur  NAF  égal  S.  ad  y  =  a  y.  Menant 
l'indéfinie  Nm  parallèle  i  Ag  6c  faifant  le  rec- 
tangle AgmN  égal  au  double  du  feâeur  N  A  F ^ 
Ag  =  Nm  fera  =^  &  le  reftangle  fcra==  a  y. 
Prolongeant  chaque  ordonnée  i  P  de  l'hyperbole 
}ufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  i  chaque  ordonnée  ' 
correfpondante  R  r  du  reâaiigle  ,  le  point  b  fera 
a  la  courbe  cherchée.  En  effet ,  en  partageant  le 
fefteur  &  le  tedtangle  en  un  même  nombre  d'é- 
lémens  ,  on  aura  chaque  clément  m  g  K  r  y  ou 
gm,mK=igm.  nb  =  gm.  dy  sssa  dy  toujours 
double  de  Télément  correfpondant  N  i  F  du  fec- 
teur  hyperbolique  dans  l'éfément  duquel  on  fait 
PD=:^jir&NAs=a.  Donc  on  aura   toujours 

Aa  4 
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%  é.  adx  aadx  ». 

ady=—rz ;  = -/T \^  &cdy=si 

•^         %\\xx — aa)         y{xx  —  aa) 

û.  dx 

'. ,  équation  qu'on  vouloitconftruire(*). 

\{xx — aa)        ^ 

Rbmarque.  De  réquation   x  x  r=:^  uu-^  aa ^ 

on  tire  uu^=^  x  x —  aa  ;  donc  en  fuppofant  'que 

B  A   moitié  de  la  corde  donnée  foit  =  r  ,   on 

aura   cc=ixx — aa  y  ce  qui   fera  connoître  la 

Yaleur  D  N  de   Tabcifle    correspondante  ,  &  par 

conféquent  lorigine N  des  abcines. 

De    quelques  mouvemens   dans  les  ûgnes   cotantes 
&  de  la  figure  de  la  Terre. 

71.  Problème.  Trouver  le  tems  de  la  defcente 
if  un  corps  mis  en  mouvement  par  taclion  de  la  gra- 
vité le  long  (tun  arc  quelconque  h  h.  de  cycloïde 
{fie'  5î)'  Ayant  tiré  la  ligne   AD  perpendicu- 

(  *  )  Si  Ton  fait  ix  »>  o  »  on  aura  le  point  le  plus  bas 
de  la  courbe,  &  alors  xx — tftf«="0&x  =  fl. 

Si  Ton  fait  attention  que  xx —  a  a  eft  le  produit  des 
abfciflcs  comptées  du  centre  d'une  hyperbole  dont  l'axe 
des  X  =  1  tf ,  on  pourra  fubftituer  xx-Hiâxàla  place  de 
XX' — aa^  puifque  c*eft  la  même  chofe  que  fi  on  prenoie 

aix 

Torigine  des  x  au  fomract ,  &  alors  dy  =*»  —7; — ^-. r 

**  >  y         y(xx-4-itfx} 

.    '       ^    T    /^tf-<rJf+  V{xx+xax)\ 
&y=«:±iîL.  ( )•  Ccftpoiir- 

quoi  dans  ce  cas  Taxe  des  x  coupe  les  doubles  ordonnées  en  par- 

(tf-l-x)rfx 
tics  égales  5  &  alors  S.  |/(d  x  *  •+•  dv  '^) «=S.  -7; ; r 

^  ^  •'     '  |/(ltfX+XX) 

=  V^(2ax+xx)  5  ainfi  la  chaîntttt  ou  \^  caténaire  cft 
rcdifiabic.  Avec  un  peu  d'attention  il  cft  aifé  de  voir  que 
la  chaînette  cft  la  mciiic  que  la  ligne  des  coiinfis  hyper- 
boliques. 
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laire  au  diamctr.e  B  Â  du  cercle  générateur ,  oti 
décrica^fuc  DÂ  prife  pour  diamètre  la  detni-cir- 
conférence  AND,  &  ayant  mené  les  lignes 
qu'on  voie  dans  la  figure  >  je  fais  le  diamètre 
AB=2<z,  DA  =  ir,  DP  =  ;e&par  confé- 
quentAP=ir — jr,  P/?=//7z=rf;if ,  le  tems  que 
le  mobile  employé  à  parcourir  Tatc  indéfini  NI  A 
^=f,  le  tems  employé  a  parcourir  rarcM;«=rf/. 
De  plus  la  vîrefle  acquile  en  parcourant  l'arc  h  M 
fera  comme  la  racine  de  la  hauteur  DP,  ou  fera 
=5  \/  X.  Or  la  tangente  M  T  de  la  cycloïde  eft 
parallèle  à  la  corde  A  F  (  feftion  première  ,  n®« 
13);  donc  les  triangles  M  fm ,  P  F  A  font  fem- 
blables  &  donnent  M  m:mf::VA:P  A.  Mais 
par  la  naftire  du  cercle  A  B  :  A  F  :  :  A  F  :  A  P  ; 
donc  AB;FAouFA:AP::V'AB  t^AP; 
donc  Mmimf::  y^i  a:\/(ir — x)  ;  doncM/72  = 

^77 ,  en  fubftituant   la   valeur   de   m/. 

Mais  le  tems  le  long  de  M  ra  étant  exprimé  par 
dt  &  la  vîtefle  par  \/  jc ,  on  aura  M  m  =  </r.  \/  a:, 

m  M 

OU  dt=s  —7—  ;  donc  en  fubftituant  la  valeur  de 

M,  i  x\/xa  %  r.d  x^  %a 

m^dtrr-  ^  ^      ■        - 


\^(2  rx-^xx)         %r.  ^  {xrx'^xx)^ 

Mais  la  différentielle  Un  de  l'arc  D  N  eft  s=s 

rdx  j  ,  </.  DN.i  v^itf      . 

•7; ;  donc  dt  = ,  &  en 

:     '                       DN.  2  V 1  tf     -         ^         , 
intégrant,  r==: •   Expreflipn  du  tems 

cherché  le  long  de  l'arc  h  M. 

Si  t  défigne  le  tems  de  la  defcente  le  long  de 


ù 
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de  l'arc  h  A  ,  l'arc  t)  N  deviendra  la  dçmî- 
circonférence    D  N  A  ,   &  l'on  aura  alors  r  == 

i   •  Donc   puifque  1.  \/  1  tf  eft  une 

quantité  confiance  le  rems  t  fera  proportionnel  à 

DN  A        DN A      i        A         ,  1      I  î 
=  •—- —  ;  de  mcme  le  cems   le   Ions  de 

2  r  DA     '  ^ 

la  demi-cycloïde  C  A  fera  comme •  Ainfî  les 

B  A 

rems  le  long  de  difFérens  arcs  cycloïdaux  font 
Toujours  comme  le  rapport  de  la  demi-circonfé- 
rence d'un  cercle  à  fon  diamètre  ;  donc  ces  rems 
fonr  égaux  ,  c'eft- à-dire  qu'un  corps  quelconque 
qui  fe  meut  le  long  d'une  cycloïde  par  l'aûion  de 
la  gravité  dans  un  milieu  fans  réfiuance  parvient 
au  point  le  plus  bas  A  dans  le  même  tems ,  foit 
qu'il  parte  de  C  ou  de  M. 

Corollaire.  Puifque  le  tems  de  la  defcenre 

le  long  de  l'arc  A  A  eft  r  2= ^— ^ ,  oa 

aura  2  r:  DN  A::z.  ^  la:  e-y  mais  2.  \/zâ  =3 

-—7- —  :  donc  i  r  :  :  D  N  A  :  :  -r^-^ :  t.  De  plus 

f  V^itf   '  T  V  2a  ^ 

f  V  2  û  repréfente  la  moitié  de  la  vîteflTe,  qu'un 
corps  acquéreroit  en  tombant  le  long  du  diamè- 
tre B  A  ^  donc  en  fuppofanc  ce  tems  =  T  ,   oft 

aura  1  a  =  T.l  ^  1  a^  ouT  =  -; — - —  j  donc 

en  fubftîtuant,  la  dernière  proportion  devient 
2  r  :  P  N  A:  :T:  e.  C'eft  pourquoi  le  tems  le  long  d'un 
arc  quelconque  de  cycloïde  eft  au  tems  de  la  chute 
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libre  id*un  corps  le  long  du  diamèrre  dii  cercle 
générateur  comme  la  demi- circonférence  d'un  cer- 
cle eft  à  fon  diamètre  ;  ainfi  ces  deux  rems  £bnc 
en  raifon  confiante ,  ce  qui  nous  apprendroit  (î 
nous  ne  le  fçavions  dcfa ,  que  cous  les  arcs  d'un 
cycfoïde  comptés  depuis  le  point  A  font  parcou- 
rus en  tems  égaux. 

On  appelle  courbes  tautochrones  celles  dont  les 
ar^s  grands  ou  petits  font  parcourus  dans  le 
même  tems;  aîn(î  la  çycloïdie  eft  une  courbe  tau- 
tochrone,  en  fuppofant  que  le  milieu  eft  fans 
rédHance. 

Remarque»  Si  A  C  (fig.  54)  eft  fuppofce  une 
demi-rcycloïde  ég^ïe  à  la  demircycloïde  A  V  ==s 
V  B  =;?  C  B  2  qu'on  fufpende  au  point  C  un  pen- 
dule P  avec  un  fil  dont  la  longueur  foit  =3  A  T  C, 
U  poids  P  féparerît  peu  à-peu  le  fil  PTC  de  la 
cycloïde  AC,  étant  parvenu  dans  la  (ituatioa 
C  V  »  il  lui  fera  envelopper  la  demi  cycloïde  C  B , 
&  le  poids  P  ofcillera  de  cette  manière  dans  la 
cycloïde  A  V  B ,  par  le  moyen  de  deux  lames 
çycloïdales  C  A  &  CB  ,  qui  doivent  être  fore 

folies  &  fans  reffort ,  afin  de  ne  point  troubler 
hyfocronifme  des  vibrations  du  pendule  par  le 
frottement  ou  par  Télafticité.   Ayant  tiré  les  li- 

fnes  qu'on  voit  dans  la  figure  \  par  la  propriété 
e  la  cycloïde  ,  la  demi-cycloïde  A  C  eft  =  2.  A  E 
==  C  V ,  &  Tare  A  T  eft  égal  à  la  longueur  T  P 
du  fil  qui  enveloppoit  cet  arc  lorfque  le  corps 
P  croit  en  A  j  or  A  T  eft  égal  au  double  de  la 
corde  A  /  ;  (  Seâ:ion  féconde ,  n^  32);  donc 
PT=  2.  A/=s  1.  A  T  j  car  A  T  eft  parallèle  à 
A/  (  Seftion  première  ^  n**.  ij  )  &  la  figure 
/T  A  A  eft  un  parallélogramme.   Donc  A  Ç  s= 
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h  T.  De  plus  Tare  circulaire  A/efl:  égal  a  Toc* 
donnée /T  ==  A  A  ,  &  à  caufe  de  A  D  =  A/E , 
on  doit  avoir  D  A  =  E/=  M  V  :  car  les  arcs 
A  F ,  D  M  apparcenans  à  des  cercles  égaux  &  étant 
compris  entre  les  parallèles T/&  A  A,  A  D  &  P  M 
également  éloignées  ,  font  néceflairement  égaux  j 
donc  /E  =  Ni  V.  Mais  les  angles/  A  A  ,  M  D  A 
ont  pour  mefure  ,  le  premier  la  moitié  de  Tare 
A/,  &  le  fécond  la  moitié  de  Tare  M  D  ^  donc 
ces  angles  font  égaux  &  les  lignes /A  j  DM 
font  parallèles  ;  aiu(i  la  figure  A  D  M  P  eft  un  pa** 
rallelogramme,  &  Ton  a  P  M  =A  D=  M  V , 
c'eft-à-dire  que  l'ordonnée  P  M  eft  égale  à  Tare 
circulaire  V  M  correfpondant.  Donc  la  courbe 
A  P  V  eft  une  demi-cycloïde  produite  par  le  dé- 
veloppement de  la  demi-cycloïde  =s=C  A  j  donc 
la  développée  d'une  cycloïde  eft  encore  une  cy- 
cloïde  ,  ce  que  nous  avons  démontré  d*une  autre 
fnaniere  (  Seûion  première,  n®.  io6  ).  Donc  a?, 
un  pendule  qui  ofcille  entre  deux  lames  cy- 
cloïdales  A  C ,  C  B  ,  dont  chacune  eft  égale  a 
la  longueur  du  fil  de  ce  pendule  fait  fes  ofcik» 
lations  dans  une  cycloïde;  donc  j®.  les  vibra- 
tions d*un  tel  pendule  font  d'égale  durée- 

Corollaire.  Puifque  la  demi-cycloïde  A  V 
eft  produite  pat  le  développement  de  la  demi- 
cycloïde  A  C,  &  que  par  la  même  raifon  la 
demi-cycloïde  V  B,  eft  produite  par  le  dévelop- 
pement de  la  demi-cycloïdè  BC,  il  eft  évident 
ue  C  V  eft  le  rayon  de  la  développée  au  point  V 
e  la  cycloïde  A  V  B.  ;  donc  fi  du  point  C  comme 
centre  avec  un  rayon  CV,  on  décrit  un  petit 
arc  circulaire  V  N ,  il  fe  confondra  avec  l'arc 
coriefpondant  de  la  cycloïde  ,  &  puifque  les  arcs 
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cycloïdâox  font    parcourus  en  rems  égaux  /  un 
pendule  qui  décrira  des  pecics  arcs  circulaires  les 
décrira  en  rems   égaux,  ce  que  nous  avons  dé- 
monrré  ci-deflfus  a  une   autre  manière.  De  plus 
nous  avons  die  que  le  cems  de  la  defcence  le  long 
d'un  arc  de  cycloïde  érdit  au  tems  de  la  defcen* 
le  le  long  du  diamètre  du  cercle  générateur  com- 
me la  demi-circonférence   d'un  cercle  eft  à   fon 
diamètre  ;  donc  puifque  le  diamètre  D  V  eft  la 
moitié  du  rayon  CV  ,  que  le  tems  le  long  de 
DV  eft  la  moitié  de  celui  qu'il  faut  pour  par- 
courir  X.  C  V  ou  le   diamètre  du   cercle    oont 
le  rayon  eft  C  V  ,  &  que  le  tems  le  long  d'une 
corde   V  N  d'un  arc  V  N  fuppofé  circulaire  eft 
égal  au  tems  le  long   du  diamètre  du  cercle  au- 
quel appartient  cet  arc,    il  s'enfuit  1®.  que  le 
tems  d'une  vibration  entière  dans  un  arc  de  cercle 
fort  petit  eft  au  tems  de  la  chute  le  long  du  demi- 
rayon  de  ce  ceçcle  ,Comme  la  circonférence  eft  au 
diamètre  ,  &  le  tems  de  la  chûtô  lé  long  d'un 
petit  arc  circulaire  N  V  eft  au  tems  de  la  chute 
oblique  le  long  de  la  petite  corde  VN,  comme 
la  demi-circonférence  eft  au  4ouble  du  diamètre* 

Remarque.  Par  le  méchanique  élémentaire  on 
fait  que  le  tems  de  la  chute  le  long  des  plans 
inclinés  de  même  hauteur  ,  font  en  raifon  des 
longueurs  de  ces  plans  y  cela  pofé  ,  fuppofons  que 
l'arc  VN  eft  un  arc  circulaire  infiniment  petit, 
les  tangentes  V g  Se  gN  pourront  être  confidérées 
comme  égales  a  la  corde  N  V,  De  plus  ces  tan- 
gentes font  égales  ;  donc  oii  aura  V  N  =  2,  N  ^  , 
éc  parce  que  V  ^  eft  horifontale ,  en  confidéranc 
NV  &  Ng"  comme  des  plans  de  même  hauteur, 
le  tems  le  long  de  N  V  fera  double  du  cems  le 


/ 


381  Cours  de  Mathë'matiques. 

long  de  N^.  Maincenanc  le  corps  étant  fuppofé 
.  parvenu  en  ^  ,  il  décrira  la  ligne  horifonrale  g  V 
=^N  avec  un  mouvement  uniforme  &  dans  un 
tems  fous  double  de  celui  au'il  a  employé  a  par- 
courir ^N.    Si    donc   on    fait  ce   dernier  rems 
s=  T  ,   le  tems  employé  à  parcourir  N  ^  fera 
=  1 T  ;  donc  le  tems  employé  à  parcourir  N*^ 
•4-^  V  fera  =5  j  T,  Mais  le  tems  le  long  de  N  V 
doit  être  double  de  celui  que  le  corps  employé  i 
parcourir  N  ^  ;  donc  ce  rems  =  4  T  ,    ainfi  le 
tems  employé  à  parcourir  les  deux  tangentes  eft 
au  rems  employé  à  parcourir  la  corde  N  V  ,  com- 
me 5 :  4  ;  ce  n'eft  donc  pas  la  même  chofe  de 
fuppofer  qu'un  corps  parcourt  la  corde  ,ou  l'arc, 
ou  les  tangentes  ,  lorfque  l'arc  eft  infinimenr  pe- 
tit i  ce  qui  fait  voir  l'erreur  de  ceux  qui  concluent 
qu'un  arc  circulaire  fort  petit ,  eft  décrit  dans  le 
même  tems  que  la  corde  ,  a  caufe  qu'il  fe  confond 
avec  fa  corde  (*).  %       . 

Nous  avôfîs  vu  que  le  tems  t  de  la  defcente  d'un  corps 
le  long  d'un  arc  cycloidal  eft  au  tems  de  la  chute  libre 
le  lonç  du  diamètre  du  cercle  générateur  ,  comme  la 
demi  circonférence  eft  à  fon  diamètre.  Si  donc  on  fup* 
pofe  =  c  la  demi  -  circonférence  d'un  cercle  dont  le 
rayon  ==  i ,  ^  le  diamètre  dn  cercle  générateur  >  ^  le  tems 
le   long   de  ce   diamètre ,   on  aura  2  :  c  :  :  ^  :  r  =â 

.1  ■  ■     -  -  f     I    - 1        -    -— '       -■ ^ 

(  ^  )  On  fait  par  la  méchantqoe  élémentaire  aue  roares 
les  cordes  d*un  cercle  qui  aboutiflenc  aux  extrémités  du 
diamèire  vertical  font  parcourues  dans  le  mème-rems  que 
le  diamètre,  &  par  conféquent  en  tem$  égaux.  Keil,  Pa- 
rent &  d'autres  ont  conclu  que  les  petits  arcs  d*un  cercle 
dévoient  être  parcourus  dans  des  tems  égaux,  parce  que. la 
corde  devient  à  la  fin  égale  à  Tare  ;   mais  quelqae  petic 

3 oc  (bit  Tare  »  fa  pofition  n'eft  jamais  la  même  que  celle 
c  la  corde  :  cac  Tare  s*écarte  toujours  de  la  corde  vers 
fon  milieu. 
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— •  Maïs  fi  g  repréfente  refpace  que  la  gravité  peut 

faire  paicourir  dans  une  féconde  dans  un  certain  lieu 
de  la  terre  ;  comme  les  efpaces  que  cette  caufe  fait 
parcourir  ionc  comme  les  quarrés  des  cems  ^  on  aura 


£1  I*  (qivrré  d'une  i"  que  nous  regarderons  comme 
l'unité  de  tems  )  :  :  ?*  (quarrc  du  tems  employé  à  par- 
courir le  dîimètrc  h)  i  i.  Ainfi  {  *  i^'  =  ;^  *  (à  caufe 

de  i"  fuppofé  :?=  I  )   eft  =  — ,  &  {=  -r-»  Mais 

b  eft  la  moitié  de  la  longueur  d'un  pendule  circulaire 

Îuifcroit  de  petites  ofciUations  ifochrones  ou  de  même 
bréc  que  celles  du  pendule  cycloïdal  y  donc  en  ap«. 
pellant  a  la  longueur  d'un  tel  pendule  ,  on  aura  h  «a 

^,  &?==    ■.      5doùlontirer==  "T"* -;; — •  Tel  eft 

le  rems  d^  la  demi-vibration  d'un  pendule  dont  la  lon- 
gueur eft  =  a.  Si  donc  t  repréfente  le  tems  d'une 
vibration  entière    d  un  pareil  pendule  ,  on  aura  t  =^ 

Va 

Corollaire.  De- là  il  fuit  que  les  tems  des  petites 
vibrations  des  pendules  font  en  raifon  dircâe  des  ra- 
cines des  longueurs,  &  en  raifon  inverfe  des  racines, 
des  forces  nccclcrarrices  qui  les  font  mouvoir.  Si  donc 
on  foppofe  cette  force  confiante ,  les  tems  des  vibrations 
fcram  comme  les  racines  des  longueurs  des  pendules. 

Si  dans  un  cerrair  lieu  de  la  terre  les  corps  defcen- 
denc  dans  une  féconde  de  la  hauteur  de  i  y.i  pieds  dans 
une 'féconde  ,  car  J:  force  de  la  gravite  n'eft'pas  la 
même  par •  tôt tr  y  con.me  tout  le  monde  le  fait^  on  aura 
g«x  X  5.  u  Mais  en  fiippofant  le  rayon  =s  1 ,  Ton  a  c«» 
z,  141.  Cela  pofé,  il  fera  facile  de  trouver  la  longueur 
a  un  pendule  qui  fcroit  fes  vibrations  dans  une  féconde  : 

car  rcqiîatîon  r=c  -, —  ,  deviendra  x  =  c"77~  >  d*oà 
Ton  tire  0.=:  ^"t  ■■  ^«061» 
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Réciproquement  fi  l'on  connoît  la  •  longueur  d*uti 
pendule  qui  fait  fes  Vibrations  dans  une  féconde  ^  on 
trouvera  facilement  Tefpace  ^  que  la  gravité  £iit  par* 


ac^ 


courir  aux  corps  dans  le  m£me-tems  5  car  f&= 

De  ce  que  r  =  c  -;; —  ,  il  fuit  que  plus  la  force  g 

efl:  petite  plus  le  tems  eft  long  ,  de  manière  que  le 
tems  eft  en  raifon  inverfe  foudoublée  de  la  force  accé- 
Jéracrice  ,  lorfque  a  eft  conftant.  Soit  t  le  tems  d'une 
Vibration  du  pendule  dont  la  longueur  «»  tf  ^  T  celui 
du  pendule  dont  la  longueur.=  0  ^  N  le  nombre  (^ 
vibrations  du  premier  pendule  dans  un  tems  donA 
dans  une  heure ,  par  exemple ,  /i  le  nombre  des  vibra- 
tions .  du  fécond  pendule  dans  le  même  tems  ^  il  eft 
clair  que  plus  le  nombre  des  vibrations  d'un  pendule 
fera  grand  dans  un  tems  donné ,  plus  le  tems  de  cha- 
cune fera  court.  Donc  les  nombres  N  &  a  feront  en 

raifon  inverfe  de  r  &  T  5  mais  en  fuppofaot  g  conftant 

(  comme  on  le  fait  ici  )  r  :  T  :  :  \/a  :  ^B.   Donc  on 

I       I  I        I 

aura  N  :  n  :  :  —  :  îp'  :  :  tt  '  TT,  :  Vi  •  V^*  D*où 


N 


1 


a 


Ton  tire  N*:«*::^:<t,&i==  — r-»  Donc  fi  on 

connoit  la  longueur  a  d'un  pendule  qui  fait  un  certain 
nombre  N  de  vibrations  dans  un  tems  donné  ^  on  aura  par 
cette  équation  la  longueur  du  pendule  l>  qui  doit  faire  le 
nombre  n  de  vibrations  dans  le  même  tems. 

Si  T  =  f ,  Ton  aura  N  :  «  :  :  y^  ^  :  ^41  ;  c*eft-à-dfre , 
que  le  nombre  des  vibrations  de  deux  pendules  (ont 
en  raifon  inverfe  foudoublée  de  leurs  longueurs  ^  ou  font 
en  raifon  inverfe  des  racines  de  leurs  longueurs. 

Nous  avons  dit  ci-devant  que  la  gravité  n'étoit  pas  la 
même  par-tout.  Un  Phyficien  qui  demeure  dans  les  monta- 
gnes du  Valais  a  trouvé  qu'une  excellente  pendule  à  fécon- 
des placée  à  fi4  toiTes  de  hauteur  s'eft  accélérée  en  90 
jours  de  zo'  lï'-^  que  la  mêmç  pendule  à  210  coifes  de  hau- 
teur 


«■■«■■HHMHMMMMl 


Problèmes  Physico-Mathe'mat,    38^ 


tcur  s'cft  accélérée  de  i  f'  /'  en  175  jours  ;  &  qu'enfin 
à  847  toîfes  elle  s'cft  accélérée  en  61  jours  de  ii'  j^' 


théorie  ordinaire  elle  doit  être  en  raifon  inverfe  du 
qnarré  de  la  diftance  au  centre.  Mais  ne  peut  on  pas 
foupçonner  que  la  denlité  de  ces  montagnes  eft  plus 

Î;rande  que  celle  des  couches  placées  à  la  furùce  de 
a  terre ,  &  que  c*eft  cet  excès  qui  a  produit  l'accélé- 
ration dont  on  vient  ^e  parler  ? 

Si  nous  en  croyons  M.  Bouguer  le  pendule  à  fécon- 
des doit  être  pour  ia  latitude  de  Pans  de  440. 67  li- 
Sts,  6c  fous  t'équateur  au  niveau  de  la  mer  de  439.  ai. 
ais  à  Qttitto^  ville  fituée  au  delTus  du  niveau  de  la 
mer  d'environ  1466  tolfes ,  ce  pendule  doit  avoir  438.88  ^ 
tandis  que  fur  le  mont  Pichincha  élevé  de  X454  toifes 
aa-deflus  du  niveau  de  l'Océan ,  cette  longueur  n'eft  que 
de  4^9. 69  lignes.  A  Rome  ,  félon  les  déterminations 
des  Pères  Lefeur  &  Jacquier  la  longueur  du  même 
penduk  a  440.3888  lignes. 

La  pefanteur  n'eft  donc  pas  la  même  dans  tous  les 
lieux  de  notre  globe  :  ce  qui  vient  principalement  de  ce 
que  la  terre  en  tournant  fur  Ton  axecomunique  aux  corps 
placés  fur  fa  furface  une  force  ceotcifugequi  diminue  leur 
lendence  vers  Ton  centre,  fit -cette  force  va  endécroif- 
fant  de  Féquateur  aux  pôles  où  elle  eft  nulle. 

7j.  La  rotation  de  la  terre  for  fon  axe  doit  non-feule- 
ment diminuer  la  gravité  des  Corps  iîtués  fur  fa  fur- 
face  entre  les  pôles  &  l*équateur ,  elle  doit  encore 
(en  foppofapt  notre  globe  fluide)  lui  donner  la  figure 
d'un  etlipfoïde  :  car  fi  un  amas  de  matière  homogène 
&  fluide  eft  animé  d'une  force  d'attraâion  qui  poufle 
les  parties  les  unes  vers  les  autres ,  les  particules  les 
plus  proches  du  centre  s'approcheront  les  unes  des 
autres  y  en  s*arran|geànt  félon  une  forme  fphérique , 
puifquê  les  attrapions  de  ces  patries  font  égales  en- 
tr!eUes-.  Le» autres  parties  les  plus  pnches  doivent  auffi 
évidemmcoir  s'arranger;  autour  des  premières  en  for- 
i9ant  ,iine  -qouche  iphérrque  &  ainfi  4p  ^^^^^  f  ^^  ^oi^te 
qtt'U  eay4(ùltera  une  (jphète.  ^ais  £  cette  fphère  viens 
Tome  V.  B  d 


38tf  Cours  de  Mathe'matiques. 


à  tourner  autour  de  Taxe  A  ^  (  fig.  f  J }  avec  une  cer- 
taine vitefle ,  je  disqu*e)le  s'allongera  vers  l'équateur, 
&  formera  un  ellipfoïde  s  car  ayant  tiré  N  P  perpen- 
diculaire à  Taxe  A  a .  &  décompofant  la  force  C  M 
qui  poufle  la  particule  M  vers  le  centre  C.  en  M  P  &  JVl  z^, 
l'une  perpendiculaire  à  Taxe  A  tf ,  &  rautre  parallèle 
au  même  axe ,  la  force  P  M  (  du  point  M  )  feion  M  P 
fera  à  la  force  centrifuge  du  point  D  comme  PM  : 
C  D  (  voyez  ce  aue  nous  avons  dit  fur  les  forces  ceo-» 
traies  dans  nos  Iniricutions  Mathématiques .  féconde  édi- 
tion ).  Ainfi  l'allongement  de  P  M  fera  à  rallongement 
de  CD  comme  PM:CD,  &  Ion  aura  PM  :CD 
::  PM-f-MN— PN:CD-+'DB  =  CB.  Mais  fi 
fut  un  même  axe  on  décrit  hri  cercle  &  une  ellipfe» 
les  ordonnées  du  cercle  font  proportionnelles  i  celles 
de  Tcllipfe  (Seâions  coniques  }$  donc  la  courbe  A  Btf 
eft  elliptique  &  le  folide  qu'elle  engendre  ell  un  eilxp* 
foïde» 

Si  Ton  conçoit  que  lorfque  la  fphêre  fluide  coni* 
nience  à  tourner  ,  on  lui  ajoute  de  la  nouvelle  madère 
M  N  ^  B  D  ^  &c.  de  manière  que  la  matière  ajoutée 
puiffe  par  fon  poids  reibeâif  compenfer  la  force  cen-> 
trifuge des  particules  M,D ,  &c.  Il  eft  vifible  que  la 
fphère  fe  changera  de  ménie  en  un  ellipfoïde  dont  toutes 
les  parties  feront  en  équilibre  les  unes  par  rapport 
aux  autres ,  &  dans  ce  cas  on  n'aura  pas  befoin  de 
fuppofer  que  les  colonnes  P  M ,  C  D  &c.  s'allongent 
par  Taâion  de  la  force  centrifuge. 

Dans  un  fphéroïde  iluide  Se  elliptique  la  dire&ion 
de  la  gravité  doit  néceifairement  être  par-tout  perpen* 
diculaire  à  fa  furface  ;  car  fans  cela  les  parties  fluides 
ne  fauroient  être  en  équilibre  ,  8c  un  corps  firué  fur 
la  furface  ne  fauroit  relier  en  repos,  mais.il  defcen- 
droit  vers  les  parties  les  plus  balTes.  On  doit  donc 
conclure  que  la  direâion  ae  la  gravité  fur  ïzs^  furfaees 
des  planètes  eft  perpendiculaire,  a: leur  fiirfaces  8c  que 
fi  la  terre  a  été'ori^inairement'fluidey  elle  add  prendrç 
en  tournant  fur  elle-même  la  fitçure  d'un  ^^néfoikie 
renflé  vers  Téquateur  &  applati  vers  les  poks. 

En  fuppofant  que  la  terre  eft  un  fphéroïde  elHptiboè 
ijuT  diffère  très*pci  d'une  ^hêre  /  lès  degrés  Su  mcri* 


•  «  ««  ^ 
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dien  ^n  allant  de  réquatear  vers  les  p61es^  feroîent  en 
raifoff  rrplée  des  perpNendiculaires  Q  R  (  fig.  56  )  ;  en  effet 
les  arcs  fetnblables ,  c*eft-à-dire  ,  d'un  même  nombre 
de  degrés  font  proportionnels  à  leurs  rayons.  On  peut 
d^nc  fuppofer  que  des  arcs  d'un  feul  aegré  dans  un 
fphéroïde  très  -  peu  différent  d'une  véritable  fphére 
(ont  proportionnels  à  leurs  rayons  ofculateurs  :  or 
lèloo  ce  que  nous  avons  dit  (  Serions  Coniques  n^.  57  ) 
dans  rellipfe   &   Thyperbole   les  rayons  ofeulateurs 

(ont  entr'eux  comme  les  — *7 — ,  M  étant  la  normale , 

tf  le  premier  &  i  le  fetond  demi-axe  \  donc  puifque 
atcb  font  des  confiantes ,  il  eft  vifible  que  les  rayons 

ofculateurs  font  comme  les  M'.  Mais  VC  ou  xxss 

-rrCti'^yy)»  la  fous -normale  RV  étant  «lo 

—  idoncRV*-— :; TT-— yj,&RQ* 

b^        hb 
=  RV»  H-  VQ*fca ' — yy  +J'*.  Mais  au 

fommet  A  du  grand  axe  l'on  a  y  »»  o  ^  tandis  qu'au 
fommet  D  du  petit  axe  y  eft  ^xxb'y  donc  au  fpmmet  du 

grand  axe  ,  Q  R  *  =  —  i  mais  au  fommet  du  petit 

QR  eft  «=s^^;  donc  au  fommet  du  grand  axe  le  rayon 

bb 
ofculateur  fera  repréfenté  par  ' — ,  fc  au  fommet  du 

aa  b  b  r**  us 

petit  par  — •  Or  —  :  a::b:  -r-  j  c*eft-a-dire  ,  que 

dans  un  tel  fpbéroïde  le  rayon  ofculateur  au  fommet 
du  grand  axe»  le  demi-grand. axe ,  le  demi-petit  axe, 
&  le  rayon  de  courborc  au  ApMoct  du  petit  axe  font 
eo  proportion  g^onDécriquc.  XI  eft  vîfible  encore  que 
les  loogcurs  de  l'arc ,  à*;fn  degré  du  méridien  à  Féqua^ 
tenr  ^  &  de  l'arc  d'un  degiri  au  polè  font  eotr'elles 
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bb 


a  a 


comme 


■7-  :  :  i  '  :  a^ ,  c'cft-  à  -  dire ,  confie  les 

cubes  du  petit  demi<-petit  axe  au  cube  du  demi-grand 
axe.  De  même  la  longueur  de  l'arc  d'un  degré  du  mé- 
ridien fous  l'équatcur  Tera  à  la  longueur  d'un  arc  fem- 

35 
blàble  de  Téquateur  comme  — :  a  ::  BB  :^a ^  c'cft- 


à-dire,  comme  le  quarré  du4>etit  demi-axe  à  celui  du 
demi- grand  axe  du  fphéroïde. 


ron  Î7147  toifes,  &  qu'on  faffe  le  demi-axe  de  ijo, 
dont  le  quarré  eft  ^1900  y  pour  avoir  la  proportion 
56753  :  J7187  <  :  VI900  :  x ,  on  trouvera  x  égal  au  quarré 
de  ifi.  Ainfi  dans  cette  fuppofition  l'ax^  de  la  terre 
eft  à  celui  de  l'équatcur,  comme  130  :  2U.  Voici  une 
table  qui  fera  connohre  le  fonds  que  làn  peut  faire 
fur  cette  théorie. 


Degrés  4u  méri-      Latitude.      Degrés    Degrés      DijféreO' 

dien.  calculés,    mejurés 


Au  Pérou, 
En  Afrique, 
En  Italie , 
En  France, 
En  Italie , 
En  Allemagne, 
En  France  i 
En  Angleterre, 
En  Laponie, 


0 

1 

K- 

18' 

4?*'. 

1' 

43". 

^K 

K' 

44', 

^7^ 

40 

49°- 

M 

Sf- 

0' 

66°. 

id 

56976 
57097 

f7i04 
571  zo 

i7M7 
57179 

57574 


567» 
S7^i7 
5^979 

57048 
57069 

57091 

570745- 
57500 

J7400 


ces. 

—  61. 
•4-  118. 

-^  51. 
+  66. 

+  104^ 

—  7f. 


En  fuppofant  cette  table  exaâe ,  on  en  conclura  fa- 
cilement que  la  différence  du  d^gré  du  méridien  au 
pôle  &  à  réquateijr  eft  de  74  toifes .  le  demi-diamètre 
ou  le  rayon  de  Téquate^de  3180108  toifes ,  le  demi* 
axe  de  la  terre  de  3x65909  toifes  j  la  différence  dé 
hauteur  de  la  terre  au  pôle  &  à  Téquateur  étant  de 
14199*  tôifts;  .-...-.... 
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Si  Ton  fuppofe  que  le  demi-grand  axe  diffère  du 
demi-petit  axe  de  la  petite  quantité  p ,  on  aura  a  = 
i  -Hp,  û,^  =  ^*  H^  ^^P.  i  ^  négligeant  p*  qui  cft 
une  quantité  très  petite  par  rapport  à  b.  Donc  la  va- 
leur de   QR  trouvée   ci-dcflu$   deviendra  QR  =a 

^4 — b^yy  i  ipy^ 

ïT-7 — 7-  -♦->*■="  ^*  —  ibp  -A , — •  Mais  dans 

un  fphéroïde  très- approchant  d'un  globe  on  peut  fup- 
pofer  que  la  normale  Q  R  baffe  par  le  centre  \  donc 
en  faifant  le  finus  de  Tançle  QR  A  =  f ,  &  le  finus  total 
=  1,   on   aura  i  :  QR  :  :  r  :  QV  =:^  ;  &  y  »  =» 

r*QR*.  DoncQR*  — ^•QR^r*^^*  — 13;,, 

—1         b  h  ^^  iB  p 

en  prenant  la  racine ,  on  aura  QR  =  3  —  ^4-p. {«' 

à  peu-près.  Si  Ton  fubftitue  cette  valeur  dans  — — —  , 

en  faifant  aa^^b^^-iBp^Sc  qu'on  néglige  tous 
les  termes  dans  lefquels  p  a  un  expofant  plus  grand 
que  l'unité  ,  on  trouvera  le  rayon  ofculateur  QIC  =» 
b — p  +  ipt^'  Ainfi  les  différences  îpr*  des  rayons 
ofculateurs  ^  &  par  conféquent  celles  des  longueurs  des 
degrés  du  méridien  feront  proportionnelles  aux  quarrés 
des  finus  des  angles  ARQ,  ou  au  quarrés  des  finus 
des  latitudes. 

.  Mais  la  différence  entre  les  degrés  calculés  &  les 
degré«s  mefurés  ne  permet  gueres  d'admettre  .cette  hy^ 
pothèfe  dans  toute  la  rigueur  géométrique  II  eft  vrai 
qae  fans  faite  tort  à  ces  mefures  prifes  par  de  très- 
habiles  gens ,  on  peut  fuppofer  une  erreur  géographi- 
que d'environ  i^  ou  iStoiîes,  &une  erreur  d'environ 
^  dans  Tobfervation }  en  effet  on  fait  que  le  frotte- 
ment du  fil  à  plomb  contre  l'inftrument  peut  le  tenir 
écarté  d'environ  ^"  ou  4"  de  la  verticale ,  fans  parler  des 
ifnperfeâions  des  inftrumens  que  toute  Tinduftrie  humaine 
ne  fâuroit  éviter.  Or  une  erreur  d'une  féconde  dans 
robTervation  doit  ep  donner  une  d'environ  16  toifes 
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dans  la  mefure.  Car  û  Voû  divife  la  longueur  du  degré 
fous  Tcquateur  ou  56753  par  j6cx>",  on  trouvera  â  peu- 
près  16  pour  quotient.  Ainfiileft  très-fadle  qu*il  fe  foit 
glilTé  une  erreur  d'environ  80  toifes  dans  les  mefures 
que  nous  avons  rapportées.    D'un  autre  côté  l'attrac^ 
tion  des   montagnes  voifines  peut  détourner  le  fil  à 
plomb  (  des  inftrumens  dont  on  fe  fert  dans  les  obfer- 
vations  }  de  la  verticale  en  lui  failant  faire  un  petit 
angle   avec   cette  ligne  :  ainii  que  cela  eft  arrivé  au 
Pérou  par  rapport   à  la  monngne  Chimboraco  }    & 
peut-être  Tattraâion  de  TAppcnin  en  Italie ,  celle  des 
Wrenées  en  France   ont  produit  un   effet  femblable. 
On  ne  doit  donc  pas  regarder  les  mefures  rapportées 
dans  notre  table  comme  très-exaâes.  J'ajouterai  encore 

Su'il  peut  très-bien  fe  faire  qu'il  y  ait  de  l'irrégularité 
ans  les  deniités  des  couches  de  la  terre  s  de  manière 
que  la  direâion  de  la  gravité  ne  foit  pas  par  tout  exac- 
tement perpendiculaire  à  fa  furface  y  ce  qui  doit  nécef- 
fairement  influer  fur  la  juftefle  des  obfervations. 

Si  l'on  vouloit  trouver  la  différence  du  rayon  de 
l'équateur  avec  le  demiaxe  de  la  terre  par  le  moyen 
des  longueurs  fuppofées  connues  de  deux  datrés  du 
méridien,  on  feroit  attention  que  y*«-QR*. t*, 
comme  on  l'a  déjà  dit}  de  forte  qiie  l'équatioo  QR^ 

= •  yy  +  y^   donneroît  Q R *  =« 

HA  AU 

'  , rr -rz — T*  Ainfi  le  rayon  ofculateur  au 

point  Q fera  en  raifon inverfe fefquiplée detf4i(i  —  **) 
'■^bBtt ,  c'eft-à-dire  »  comme  le  cube  de  la  racine  de 
cette  quantité.  Si  on  fuppofe  donc  deux  degrés  du  mé- 
ridien dont  l'un  foit  ss  6 ,  &  l'autre  »>C  $  &  que  les  finus 
de  latitude  corre(pondans  fbienc  défignés  par  t  ic  i^, 

nous  aurons  B:C::[tftf  —  {a a  —  ^*)îTl*:[4tf  — 

\^aa  —  {a  a — hh)ct].  Si  l'on  égale  le  produit  àt%  exttê- 

mes  de  cette  proportion  à  celui  des  moyens^  pour  en 
tirer  enfuite  une  autre  analogie  ,  on  trouvera  facile* 

ment  que  a  eft  à  £  en  raifon  fous-doublée  de  &^i*. 


M». 
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Si  on  fuppofe  de  nouveau  ii  =  3-f-/>,  de  manière 
qu*on  puiffe  négliger  les  puiflances  fupérieures  àt  p  ^ 

P 
on  aura  B:C;:  tf  —  3/>.  îfzitf  —  }p«<*j&  IT  "^ 

B— C 


jBr^  — 3Cî^ 


Comme  M.  de  Maupertuis  ne  mefura  en  Laponie 
qu*un  arc  de  ^7'  28.  67  ' ,  &  qu'en  mefurant  tout  Tare 
il  auroic  pu  commettre  de  plus  une  erreur  de  i  f  ^  dans 
fobferyation ,  on  peut  peut-être  foupçonner  une  erreur 
d'environ  24  toifes,  &cet  arc  étant  fuppofé  de  f742i' 
toifes  :  fi  on  le  compare  avec  celui  d'AfrijC)ue  par  le 
moyen  de  la  formule  précédente ,  la  différence  des 
demi  -  axes  terreftres  fera  -=  -nVr-  Mais  en  comparant 
de  même  le  degré  Africain  avec  le  Péruvien  ,  cette 
même  différence  fera  d'un  |V-  Le  degré  Romain  étant 
comparé  avec  le  degré  Africain  donneroit  plutôt  la 
terre  allongée  vers  les  Pâles.  U  n'eft  donc  pas  éton- 
nant que  les  Géomètres  ne  s'accordent  pas  fur  le  rap- 
port des  axes  de  la  terre.  M.  Muller  prétend  que  ces 
axes  font  entr'eux  comme  215  :  216.  M.  Bouguer  dans 
fa  figure  de  la  terre  donne  le  rapport  entre  l'ax.e  de 
réquateur  comme  178  :  179.  U  femble  même  rejetter 
la  figure  elliptique  ,  puifqu  il  aflure  que  les  accroif- 
feinens  des  degrés  du  méridien  font  comme  les  qua- 
trièmes puiflances  des  finus  de  latitude.  M.  Newton 
prétend  que  ce  rapport  eft  le  même  que  cehii  de  219  : 
2}o.  Ainfi  l'on  voit  que  les  mefures  prifes  à  fi  grands 
frais .  &  avec  tant  d'éclat  dans  différentes  parties  dii 
monde  &  par  des  Savans  célèbres  ^  n*ont  pas  abouti 
à  grand'chofe  ^  &  que  la  vraie  figure  de  la  teire  fera 
long-tems ,  &  peut-être  toujours  inconnue.  Mais  peut- 
être  auffi  les  méridiens  de  notre  globe  ne  font  pas  égaux 
entr'eux  ,  la  terre  étant  plus,  denfe  &  plus  baffe  d'un 
côté  que  d'un  autr^  fous  la  même  latitude» 

74.  Problème.    Trouver  la  courbe  de  la  plus 
vue  defcente   ou   la  brachy  (iocrone  A  M  j  par  le 
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moyen  de  laquelle  un  corps  A  parvienne  de  A  en 
M  dans  le  mouidre  tems  pojfiile  en  fuppofant  le 
milieu  fans  réjijiance  {^g.  57).  Ayant  mené  les 
ordonnées  infiniment  proches#PM  y  p  m  y  N  /i  , 
&  les  autres  lignes  que  repréfente  ia  figure,  foir 
A  P  =  a:  ,  P M  =y  y  on  aura  P  p=zMr  =  mf 
=:n^=dxymr=:dyy  M/72  =  y ((fx^-f-^j'*)* 
Soit  r¥=by  on   auramFs=iA  —  dy  y  mn  = 

y  {b—dy)^-}'dx''.Lz  vîteflTe  le  long  de  l*arc 
infiniment  petit  M  m  pouvant  être  regardée  com- 
me uniforme  &  comme  égale  à  celle  que  le  corps 
acquiert  en  tombant  delà  hauteur  A  P,  fuppo- 
fons  cette  vîtefle  ==s  c  &  faifons  =  C  la  vîreffe 
acquife  le  long  A/>,  ou  la  vîteffe  avec  laquelle 
Tare  m  n  ed  parcouru.  Soit  enfin  t  le  tems  em- 
ployé à  parcourir  Tare  A  M ,  le  tems  le  long  de 
M/7Z  fera  :=^dt  ;&c  parce  que  dans  le  mouvement 
uniforme  les  efpaces  font  en  raifon  compoféé  des 
tems  &  des  vîteffes  ,  on  aura  M  /7z=  \/  (rf:v  * 
dy^)=cdc  y  de  mcme  mn:r=\/  [{b — dy)^ 
d  x^]=Cd  t  i  donc  le  tçms  employé  à  parcourir 

lare  M/2  fera  =:  idtz^    7^    "^    ^"^   ^  + 

c 

-^ :^— — ^ — :  mais  la  courbe 

C  ^ 

An  doit;  être  telle  que  (i  le  corps  defcendoit  de 

M  en  12 ,  il  devroit  employer  le  mçins  de  tems 

poflîble  j  donc  1q    tems   idt   eft  un  minimum^ 

1  jj  dyddy 

donc  iddt  =  — .  ,  /  ^       ;    ^^ 

àydd  y  —  ^ddy  ^ 
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(anc  dx  cooftanc^  donc  en  divifant  par  idyic 
tianfpolant,  J^r  x\    = 

i^^^ ,  c'eft  -  à-  dire  ; 

rm  mF  c,M  m  C.mn  Cm  n 

OU 


^.  Min        C.  mn  rm  mit  fn 

donc  parce  que  la  vîcefTe  c  eft  comme  ^/ÂP» 
&  la  vîcefTe  C  comme  \/Â/7,  le  produit  de 
la  racine  de  rabfcifTe  par  l'élément  de  lare  cor- 
refpondanc  étant  diviie  par  la  différentielle  de 
1  ordonnée  >  donne  toujours  une  quantité  con-* 

n.                 .    r     •            /                      •    v'AP.M» 
liante  que  je  ferai  ==  y  a ,  pour  avoir  — » 

f  m 

ou =  V  â  s  ou ! =3 

Vfl  ,  ou  X.  {dx^  +  'Z^*  )  =  ^dy^  y  d'où 
Ion  tire  rfj^*  == ,  dy  =  — ï- == 

xdx  adx  r  adx^^txdx   -i  ^ 

^(tf* — XX)  x^iax-^xx)  Li^(dfx  — x«)J  ' 
donc  en  intégrant  &  ajoutant  .une  confiante,^ 

^-C=;S. — 7- \/(<«'^ — xx).  Sup- 

»  y  (tfap  —  XX)  /        r 

pofant  que  AB  =  â  foit  le  diamètre  du  demi* 

cercle  A  Q B ,  lor donnée  Q P  fera  =  y^  C  « x  — 

^;,) ,  &  S.     ^/^^  =:S,  -T^^î^  fera 


rare  AQi  donc  ^'^-C^AQ  —  QP.  Mais 
lorfque  ^  a=  o ,  Tare  A  Q ,.  &  ^ordonnée  Q  P 
deviennent  ==  o j  donc  Çs=o»  &^=;AQ— * 
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QP  j  c'eft-à-dire,  l'ordonnée  de  la  courbe  cher- 
chée eft  égale  à  l'arc  de  cercle  correfpondanc  donc 
le  diamètre  eft  =  tf ,  moins  le  finus  de  cet  arc. 

Maintenant  dans  làdemi-cycloïde  A  V  (fig.  54 ) 
l'ordonnée  MP  eft  égale  à  1  arc  M  V  ^  mais  en 
comptant  les  ordonnées  depuis  le  diamètre  A  V  , 
l'ordonnée  R  P  eft  égale  à  l'arc  M  V  plus  le  finus 
decetarc,&ronaFP-hPM-HMR=AD= 
V  M  H-  M  D-  Donc  en  retranchant  d'un  côté  P  M 
&  de  l'autre  l'arc  V  M  ,  on  aura  F  P-t-  M  R  =s 
MaD'y  donc  F  P  eft  égale  à  l'arc  M  D  moins  le 
fînus  de  cet  arc.  C'eft  pourquoi  il  D  V  eft  fuppofée 
â=  a  ,  que  A  F  foit  la  ligne  AP de  la  figure  57  >  le 
point  M  de  notre  figure  lera  repréfenté  par  le  point 
F  de  la  figure  5  4  y  donc  la  courbe  cherchée  eft  une 
cycloïde  dont  le  diamètre  du  cercle  générateur 
eft  =  a. 

Pour  déterminer  le  diamètre  ^  du  cercle  gé- 
nérateur, on  remarquera  que  les  cycloïdes  étant 
produites  par  des  cercles  générateurs  (  qui  font 
des  courbes  femblables  )  par  une  loi  conftante» 
font  néceiïàirement  des  courbes  femblables.  Cela 
pofé,  foit  A  {  fig.  58  )  le  point  d'où  part  le" corps 
A ,  M  celui  où  il  doit  arriver  dans  le  moindre  rems 

Soffible.  Pour  déterminer  le  diamètre  BC  =  a 
u  cercle  générateur  de  la  demi-cycloïde  A  M  B  / 
je  tire  la  ligne  A  M  &  la  ligne  horifontale  indé- 
finie A  mC  i  laquelle  je  mène  par  le  point  M 
la  perpendiculaire  Mm.  fur  A  m  prife  pour  demi- 
baie  ,  je  décris  la  demi-cycloïde  A  ni  dans  la-* 
quelle  je  connois  la  demi-circonférence  A  m  du 
cercle  générateur,  &  par  conféquent  je  puis  avoir, 
du  moins  k  très-peu  près  le  diamètre  m  ^  du  cer- 
cle générateur^  Par  le  point  n  je  mené  la  ligne 
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m  /{ ,  &  par  le  point  M  fa  parallèle  M  C  »  A  C 
fera  la  demi-bafe  de  la  cycloïde  cherchée  Â  M  B  : 
car  les  lignes  A  ;2 ,  A  M  également  inclinés  â  la 
ligne  AmC  font  des  lignes  homalogaes  pat  rap- 
port aux  demi-cycloïdes  Ab y  A  B ^  or  â  caufe 
des  triangles  femblables  Anm^  AMConaA/z: 
A  M  :  :  A  m  :  A  C  j  donc  A  m  Se  AC  font  auffi 
des  lignes  homologues.  Mais  A  m  eft  la  bafe 
de  la  demi  -  cycloïde  A  ^  ;  donc  A  C  eft  la  bafe 
de  la  demi-cycloïde  cherchée  A  M  B  ,  &  C  B  le 
diamètre  a  du  cercle  dont  la  demi-circonférence 
«=AC. 

75.  Problème.  Déterminer  la  nature  de  la  cour-- 
be  BN  le  long  de  laquelle  un  corps  B  parcourera  en 
5* approchant  de  Vhorifon  F  N  des  hauteurs  égales 
en  tems  égftux  j  ou  le  long  de  laquelle  le  corps  s'a-- 
prochera  également  de  thorifon  en  tems  égaux 
ifig^  59)-  SoiiBP=sx,P/7  =  rfx,PM=^,  le 
tems  le  long  de  M  m  étant  =^dt  y  la  vîteHe  au 

point  M  =  y  X,  on  aura r — - — =dti=i 

dxy  parce  que  par  la  nature  du  problême  les  orateurs 
verticales  P/?  font  comme  les  tems  le,  long  de  M  m-y 
donc  otant  la  fradtion,  quarrant  &  ttanfpofant^ 
dy^  =  xdx^  —  dx''=i{x  —  i)dx\  dy=s 

dx^  (*—  i)jy-k-c  =  S.dx  {x — i)'  = 

j{x — 1)*>  en  ajoutant  une  conftante.  En  fai» 


fant  X  —  I  =  î ,  on  aura  j<  •+-  c  s=s  j  :f  * ,  ou 
ICy  H-  ^)*  =5  î  '  j  équation  à  une  parabole  cubique 
dont  le  paramètre  ==3  |  >  l'ordonnée  =  y  —H  c 
&  rabfciffe  c=7  \.  Mais  en  fuppofant  ^2=0, 
comme  cela  eft  évidemment  permis  ici  ',  ou 
ce  qui  rcvien-t  au   même  en  n'ajoutant  point 
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de  conftante  :  car  elk  eft  inutile  ,  Ton  aura 
J.  jr  »'  =5  If  J  j  donc  la  courbe  cherchée  B  M  N 
eft  une  parabole  cubique  dont  rabfcifTe  A  P =^  ^ 
l'ordonnée  P  Msssj',  &  le  paramètre=|.  Maislorf- 
que  A  P  =  :f  eft= o ,  on  a  x=  i  j  donc  l'origine  des 
X n eft  pas  en  B ,  comme  nous  lavons  fuppofé d'a- 
bord y  mais  en  A  ,  en  faifant  A  B  =  i  |  &  le 
paramètre  de  la  parabole  feVa  ^.  A  B  =  j.  tf  ,  en 
faifant  AB=  i  =^r,  &  alors  lavîteffe  en  M  feras» 
V.r=VAP=V(ABH-BP).  DoncaupointB 
cette  \ite(re  fera  =  \/  A  B  =  \/  tf.  Ainh  pour 
que  le  mobile  defcende  félon  la  loi  qu'exige  le 
problême  ,  avant  d'atteindre  le  fommet  B  de  la 
courbe ,  il  doit  avoir  ac-qui&  une  viteffe  égale  à 
celle  qu'un  corps  acquéreroit  en  tombant  libre- 
ment de  la  hauteur  AB.  Mais  en  faifïnt  i  ap=tf  » 
le  paramètre  eft  =  |  a  i  donc  la  vîteflfe  à  1  ori- 
gine B  de  la  courbe  doit  être  égale  à  celle  Qa*ui> 
corps  acquéreroit  en  tombant  librement  d'une 
hauteur  égale  aux  ^du  paramètre. 

Du  rmtif^ement  des  pilons  dans  Us  moulins  à  poudre, 

76.  Lemmï.  1^;  Le- cofinus  à*un  angte  m  tfi'afon  finus, 
comme  U  rayon  (  que  ji  fuppofe  =  f  )  tfl  h  Ja  tangente  ^ 
àûtic  cof.  m.  tang^  m.  =  fin.  m,  z^.  Le  cofinus  eft  au 
rayon  comme  le  rayon  à  la  fécante  s  donc  fec.  m  =» 

— j — •  Ce  Lemme  ne  peut  avoir  aucune  difficulté  pour 

ceux  qui  ont  lu  notre  Géométrie. 

77.  Problême.  La  ligne  horifontale  C  A  tangente,  dt 
la  courbe  A  K  M  {fig,  60  ).  doit  Je  mouvoir  dans  le  plaa 
vertical  Z  A  C»  &  autour  du  point  C,  de  manière  qu'un 
des  points  de  la  courbe  doit  fe  trouver  continuellement  dans 
la  verticale  A  Z  ^  la  tangente  à  ce  point  étant  toujours 
horifontale ,  on  demande  la  nature  de  la  courbe  A  Mé  Supr 

pafons  que  la  courbe  A.MK  foit  parvenue  dans  !U 
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ficuation  akm\  le  point  k  de  cette  courbe  (  quj  eft  le 
même  que  le  point  K  )  étant  fitué  dans  la  verticale 
A  Z  }  par  la  nature  du  problème  la.  tangente  k  e  doit 
^trc  horifontale  ,  &  l'angle  Ckt  fera  =  itCA  ■=» 
aCA  —  dC*=-flCA  — ACK=»<i— ;»,  en  faiftnt 
l'angle  variable  aC  A  =- a,  &c  ACK=p.  Soit  A  G 
■a=r,  la  fécante  de  Tangle  a  —  p  .prife  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  =  i ,  eft  à  la  fécante  du  même  angle  lorfque 
le  rayon  eft  r,  comme  i  :  rj  donc   CK  =Cilr  >=• 

r 
r.ftc.  (tf  —  p)  =     ^  .    — r,  pzx  le  Lemme  précé- 
dent. Alnfi   en  faifant  C  K  =  x  >.  nous  aurons  x  ^^ 

r 

-7-; :•  Du  centre  C  avec  le  rayon  x  je  décris 

w/.(tf — P) 

Tare  infiniment  petit  K>1 ,  &  je  tire  la  Kgne  CNM, 

pour  avoir  MN  =  (Jx,  &  KN  =  *dp,  àp  étant 

un  angle  ^  ou  un  arc  pris  dans  un  cercle  -dont  k  rajron 

s=  u -  Maintenant  ix  :  x.à,p  ::  i  :  tang,  NMT  «- 

'  .  x.ip 

tang.  C  *  r  s=»  rfl/^.  (  tf  —  f  )  j    c'eft  pourquoi  -r —  =>« 

tMg.    (---P)»  j— ^77177  =■  ""'^-    (--/>),  OU 

-^  =  fong.  (a—p).  cof.  {a--p)  ^  fin.  {a~p)^ 

par  le  Lemme  précédent. 

•  Pour  éliminer  l'indéterminée  a ,  on  remarquera  que 

l'équation  x  —  — rr :  donne  cof.  (a  —  p )  =»  — • 

Mais  en  retranchant  le  quatre  du  cofinus  de  celui  du 
rayon ^  il  refte  le  qua.rré  du  finus  $  donc  fin.  (â — p) 

V(«x— rr)  r.dp 

«s ; —  =  -^- —  .  g^  partant  r.  dp  «- 

dx^Cxx — rr) 

■  ■  ■  Il      • 

x 
Soit  V(**  — '■'•)=!'y  »  ou  *x«=-yy-h  rr.  Ton 


^ 
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ix           ydy       ix^(xx  —  rr") 
aura  xdx^ydy,  —  —  ^n;^  , ^ ■ — 

y  ydy  rr,dy 

h t: — *  Mais  la  tangente  d'un 


yy^-^TT         -"  .     yy  +  rr 

y  ffdy 

angle  x  ^tant  fuppoCée  r=  -^ ,  Ton  aura    ■    ,    ,    «=* 

r  yynrrr 

^  dy 

Td\*  De  plus  —  *=</,  rtfiigr.  ç;  donc  ip^^r.d  rang,  j 

—  r.  rf^,  dp'^d.tang,  in  —  dj  ,  &  p^^^tang.  i-^l^:^ 

y         A  y        V(xx—rr)  •       V(*«--Tr) 

-s^ A.  tang,  -^  = A.  tang.  ■  ■     ■     ■     ■ 


r  -    r 


A  défignant  un  angle  ,  ou  fi  l'on  veut  encore  un  arc 

pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  «  i» 

xdp 
Puifque  —j —  =  tang.  (a — p)  ,   &  que   rdp  =» 

CL  X 

ix^ixx — rr)  xdp        V(xx  —  rr) 

f  on  a  -; —  = = 

X  dx  r 

iang,  (a  —  i^  )  =  tang.  ^  ;  donc  a  —  p=|;,  &a=^ 

Maintenant  r  étant  donné,  on  prendra  x  â  volonté, 
&  l'on  cherchera  jpŒs  V(xx  —  rr),  ce  qui  fera  con- 

noître  tang.  ^  =  y/  (  —  —  l  j  ,  Scpzstang.  f—x: 

îl  cft  vifible  qu'on  ne  doit  pas  prendre  x-^r  ^  autre* 
ment  y  feroit  imaginaire.  Il  fera  donc  facile  de  con* 
ftruirc  la  courbe  A  KM. 

Soit  A  K  (  fig.  6i  )  la  développante  d'un  cercle  dont 
le  rayon  CA  =  r,  DK  fera  égal  à  l'arc  ABD.  Sup- 
pofons  l'angle  BCD  =  r,i'angle  ACE  =  p,CK 
=  X  ;  il  eft  évident  oue  Tare  ABD  fera  =r  (p^ 
;)•  Mais  par  la  nature  de  la  courbe  A  K  /Tare  A  ED  cBL 
=  D  K  j  donc  DK==r(p+ç).  D'un  autre  côté  le 
triangle reftanglc  CDK,  donne.DK=  ^{xx^rt). 
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en  faifant  C  K  =  x  ;  ainfi  la  tangente  de  Tangle  B  C  D 
prife  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  ^>  cft  =*  r.  (/^-f-  j  )  / 

DK                        ^    DK 
donc  =»(?+?)•  Or ^  1*  tangente  de 

r        0  T 

Tangle  \  en  prenant  cet  angle  dans  le  cercle  dont  lè 

rayon  =*«  i  $  akifi «•  r^n^.  j=s;>-f-|;,  8c  p  = 

tâMg.  {  —  r.  De-Ià  il  fuit  que  la  courbe  cherchée  n'eft 
autre  choie  que  la  développante  d'un  cercle  dont  le 
rayon  >»  r^  le  rayon  ofculateur  de  la  courbe  A  K  étant 
toujours  =»r(p  +  î)"="'«^» 

78.  Pour  faire  Tapplication  de  ce  problème  à  la 
méchanîque  y  foit  P  (  ng.  61  )  un  de  ces  j>ilons  dont  on 
fe  fert  dans  les  moulins  à  poudre  ou  a  papier ,  por- 
tant une  pièce  tranfverfale  H  qu*on  nomme  le  nuntoni 
ou  la  (Uni  du  pilon,  8t  qui  doit  lui  être  per^ndicu- 
laire.  La  levée  akqfxi  fe  meut  avec  le  rayon  aC  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  ZACtf  par, 
Taâion  d'une  roue  que  l'eau  met  en  mouvement^  élevé 
la  pièce  H  &  avec  elle  le  pilon  P ,  de  manière  que 
l'extrémité  de  la  dent  H  <loit  toujours  fe  trouver  dans 
la  verticale  A  Z.  C'eft  pourquoi  pour  aue  la  levée  ak 

Îmifie  glifler  le  plus  facilement  qu'il  elt  poffible  fous 
a  dent  du  pilon  qui  doit  retomber  quand  il  eft  par- 
venu à  une  certaine  hauteur  y  il  efl;  néceflaire  que  la 
tangente  au  point  k  qui  fe  trouve  dans  la  verticale  A  Z 
foit  continuellement  horifoncale  ;  ainfi  la  figure  de  la 
levée  ak  doit  être  une  portion  de  la  développante  d'un 
cercle  dont  le  rayon  «=»  C  A. 

Suppofons  que  le  rayon  C  A  décrit  un  cercle  entier 
dans  un  nombre  a  de  fécondes  ;  fi  nous  faifons  i  :  c 
le  rapport  du  rayon  \  la  circonférence  y  l'angle  a  C  A 

«»  a  fera  décrit  dans  un  tems  exprimé  par  —  ,  & 

divifant  l'angle  a  pat  le  tems  employé  a  le  décrire^ 
c 
~  fera  la  vitefle  angulaire  de  la  ligne  C  A  >  c'eft-â- 

dire  ,  fera  l'angle  qpe  décrit  la  ligne  CA  »  ou  C^  i 
chaque  féconde,  C'cil  pourquoi  (ng-63)  ayant  tiré  kp 


'^lÊmmÊmmm^tmm^mami^^tmmmmmm^émm 
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perpendiculaire  à  C  ^  >  le  point  k  aiuia  dans  la  direction  k  p 

C,  X 

une  vîtefle  exprimée  par  — ,  en  fàifant  C  *  «=  «,  &  il 

décrira  un  zrc==^  x,da  (a  eft  un  arc  vaciable)  dahi  le 
znême-tems  dt  que  le  point  a  décric  Tare  r.da. 

Ayant  mené  Thorifontale  pq  ,  les  triangles  pqk^ 
C^Â  feront  femblables  $  car  ils  ont  un  angle  droite 
Tun  en  q,  l'autre  en  A  $  mais  de  plus  l'angle  pkq  ^^ 
*CA  ,  puifqu'ils  font  tous  les  deux  complémens  de 
C  ir  A  $  donc  la  vkeflfe  borifontale  du  pomt  it  eft  = 
pq  c.x 
-—•—•  U^is  fk  i  pq  II  1  :  fin.  kCK^  fin.  li    ' 

X  c 

donc  la  vitéfle  borifontale  du  point  i^  eft  »»  *^^  fin.  9 

c  .  c 

*='—•''  ^^«^-  (  tf  —  1^  )  —  —•  r.  tang.  j,  en  fubftituant 

4ang.  j=sp4-ç  —  tf;  donc  cette  vîtefle  eft  =  ^ •  r. «. 
de  même  la  vîtefle  verticale  du  point  fc  eft  =^  — •  x  cof.  ? 

c.  r.  cof,  f        c.  r 

—  ^  '   ^  ^  =^  ■— .  quantité  conftante  qui  nous  fait  voir 
n.  cof .  ç  /ï 

que  le  mouvement  du  pilon  en  montant  eft  uniforme. 
Si  l'on  fait  maintenant  c  i  n  ::  àaiit  ^=^ ,  on 


aura  le  tems  employé  à  décrire  l'arc  infiniment  petit 

n  a 
da^ic^  r  =  — •  Or  r  exprime  le  tems  que  la  dent  H 

met  à  monter  de  A  en  i^^  ou  le  tems  que  la  lev^e  met 
à  glifler  de  <2  en  A. 

Suppofons  à  préfent  que  le  poids  du  pilon  étant  «^ 
p 
P    —  exprime  le  frottement ,  c'eft-à-d:  . ,  que  la  raifon 

de 
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p 

de  la  pref&on  au  frottemeot  foit  «=«■  — ,  &  que  rcffeç 

du  frottement  doive  s'eftiiner  par  le  produit  du  tems  (  que 

le  corps  frotte  )  &  de  la  vitefle  avec  laquelle  s'exécute  le 

p     c 
frottement  (c'eft  ici  la  vîteflfe  horifontale) ,  — •  — *r,adt 

771     n 

(kra  l'effet  du  frottetAent  pendant  le  tems 


m 


Pr. 


a 


% 


dt ,  Se exprimera  cet  effet  pendant  le  tems  r 

employé  à  élever  Ja  dent  H  de  A  en  ilr.  , 

La  manière  d'eftimer  Teffet  du  frottement  que  nous 
venons  de  donner  n*eft  peut-être  pas  exade  $  mais  dans 
une  matière  auifi  difficile ,  aufli  obfcure  ,  &  auffi  incer- 
taine ^e  l'eft  encore  la  théorie  du  frottement ,  on  doit 
fe  contenter  d'une  méthode  moins  rigoureufe  quand  on 
ne  peut  pas  parvenir  à  la  juftefTe  géométrique  dont  les 
folûtions  d'un  très-grand  nombre  de  Problêmes  Phy- 
fico-Mathématioues  ne  parodfienttpas  fufceptibles  $  parce 
^'on  n'a  pas  auèz  de  données  pour  les  réfoudre. 

Des  puijfances  qui  ttndent  Us  cordes  ou  les  fils. 

79.  PaoBiiME.  «Soir  une  corde  ACBD  atca-- 
chée  aux  points  immobiles  A ,  D  <&  tendue  par  des 
puijfances  quelconques  CP=:^j  BQ=*=s^j  déter- 
miner  le  rapport  de  pà  q  pour  que  la  corde  rejlù 
dans  lafituation  A  C  B  D  (  fig.  ^4).  Ayant  prolon- 
gé  les  direâions  P  C ,  Q  B  des  puilTances  p&c  q  , 
de  maniete  qUe  EC  foit  c=z^,-&BI==:^,  j'a- 
chève les  parallélogrammes  GCFE,  BHIK, 
la  tendon  de  la  corde  C  B  (  exprimée  par  la  force 
C  F  )  fera  à  la  pui(rance  p  comme  C  F  :  C  E.  Mais 
dans  réqailibre  la  corde  C  B  fer-a  également  ren- 
due dans  la  direction  Cfi  &  dans  la  direâion 
B  C  i  donc  l'aftion  B  K  eft  =  CF  ;  donc  la  puif- 
fance  9  eft  i  la  tendon    B  félon  BC    comme 

Tome  f^.  Cç 
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•  » 

BIrBK  =  CF;  donc  p  »  -^^|^ ,  f  = 
j  Se  qipiiCE  :Bl\  mais  fiI:BK  s 


CF 

IH  ::jf/î.  IHB  =/;2.  DHI  =>.  CED: 
/«.I BD,  &  CF  :  CE  :  ://2.C  E  F  ==>.  ACE  : 
Jin»  E  F  C  ==syf/i.  A  C  B.  Si  Ton  maltiplie  les  deux. 

êroporcions  B  I  :  B  K  :  ijin.  C  B  D  :  Jin.  I B  D ,  & 
;F=sBK:CE:://î.ACE://2.  ACB,ilferaâifc 
devdirque  ^:^::BI  :CE  iijin.  CBD.yîn.  ACE: 
/iï.IBD./if.  ACB. 

Corollaire.  Si  deux  puitTances  BQ=r^^ 
N  B  ==s  m  font  fuppofées  être  appliquées  au  poinc 
B,  tandis  que  deux  autres  puiuances  P  C  =/>^ 


C  R  =S9  R  agilfent  fur  le  point  C  (  (îg.  (95  ) ,  on 
décenninera  facilement  Us  conditions  de  Téqui^ 
libre  entre  ces  puiffantes.  Car  fi  les  paKTances  p 
8c  q  étoient  feules  ,  on  anroit  q*pi  ijin.  C  BD  x 

//ï.ACE:/rt.IBD./rt.  ACB,ou/7./n.CBDx 
Jîn.  A  C  E  =  q.fin.  l  B  D./*-  A  C  B.  Si  les  feu- 
les  puifTances  /;r  &  R    agifToienc  ,    on    auroic 
R.//ï.CBD./«,ACL=i5/7i//i.MBD-/y2.ACB, 
Mais  l'équilibre  ne  fauroit  fubfifter ,  â  moins  que 
la  corde  ne  foit  également  tirée  dans  la  direc- 
tion C  B  &  dans  la  diredfcion  B  C  ;  il  eft  donc 
néceffaire  que  Ion  ait  Téquation /?•  TT/z.  CBDx 
fn.ACE  4-  R.  /in.  CBD.  fin.  ACL  =  y  x 
//i.IBD.//2.ACB-f-;w./«.MBD./i2,ACB,ou 

p.Jin.ACE    ,    K.  fin.  ACL q.fin.lBD        m.finMBD 


fin,  ACB  fin.  ACh         fin.  ChD       fia.  CBD 

80.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  courbe 
que  forme  un  fil  dont  chaque  point  reçoit  Faclion  de 
deux  puijfances  quelconques  ,  dont  tune  eji  perpen^ 
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dicuhire  à  lo-  courbe ,  tandis  que  Vautre  efi  toujours 
parallèle  à  une  ligne  donnée  de  pojition  (  fig.  66  )• 
Que  AC,  CB,  BD  repréfentenc  trois  élémens 
de  la  coarbe  cherchée,  qu'on  prenne'HT  pour. 
Taxe  des  abfcKTes  ,  &  qu'an  mènç  l'ordonnée  G  A 
s=s:y  y  à  laquelle  les  dirediions  des  puifTances 
RCsr==:  R,  NB=:s;9z  foieoc  fuppofées  parisillèles* 
A  caufe  que  les  angles  A  C  B  ,  C  B  D  différent 
infiniment  peu  de  deux  angles  droits  ,  âç  que  les 
puiiTances  CPsssp»  BQ^ss^  font  perpendicu* 
laîfes  â  la  cpurbe  ,  leurs  direâions  coupent  en 
deux  parties  éeales  (  &  dont,  chacune  diffère  infi** 
piment  peu  d  un  angle  droit  )  les  angles  A  C  B» 
C  B  D.  Qu'on  mène  les  lignes k  a^  Kh  ^  Kc^ 
refpeârivement  petpendicuUires  ^  P  £,  BC,^C} 
ayant  pris  A  C  pour  finus  total  s=  i  ,  on  aura  A  a 
^=fin.  ACE,  AA=//2.  ACA==://i.ACB 
&  A  c  =:  fin.  hC  g.  Mais  A  C  B  eft  double  de 
ACE,  dont  le  coiîmis  eft  C  ^  ;  donc  A  h  s=s 
z,  A  tf.  C  a  (Géo.  I  j(î)  =  1.  C  <z ,  parce  que  A  a 
diffère  infiniment  peu  deA  Cs=  i.  On  trouvera 
de  même  que  C  n ^r^fin.  CBD  =:  i.B3;  mais 
/D  =zfin.  D  B  T. 

Cela  pofé ,  les  puiffances  ^  ^  ^ ,  R ,  m  doivent 
(par  le  Corollaire  précédent)  être  telles  que  l'on  aie 

p.fia.ACï,         K^n^kCg         q,J!n.lUD 


Jn.ACB  >/i.  ACB  jfti.CBD 

I  OU  (  en  fubftituant  les  valeurs  des 


^ii.CBD 

finus  {Se  faifant  attention  que  A  a  s=aC  A,  C-^ 
l^r-u\    rAc;  .    RA^        ^Cl       «/D      .™ 

Soit  CE  le  rayon  de  coucbuiit  pip  t*>  on  aura» 

Ce  a 
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Ca  =  — n,ouiCa  =  î^»  Soit  BI  =  VIe 

rayon  ofculatenr  au   point  B  de  la  courbe  ,  on 

AC 

aura  18^  =  "^  (en  faifant  AC  =  BC,  ou  en 

fuppofant  ds  conftant)  =-y-«  Soit  HG=Ar, 

G^  =  A  c  =  rfx  ;  donc  g  T  différentielle  de  H  g 
=sjf-(-rfjc,  fera  =  </Ar-+-  ddx&cTt=:jT>  dîN 
férenrielle  deHT=Jc-t-irf;ifH-  rf</x ,  ferasss 
dx-^iddxytn  négligeant  la  difFérentielle  d^x^ 
qui  eft  ici  inutile.  Mais  la  puilfance  eft  q:=^p'+^p  , 
m  =  R-+-  </R  ,  &  V=T-hi/f  ;  ces  quantités  étant 
introduites  dans  Téquation  (  H  )  ,  elle  deviendra 
p.T  K.Tdx  ip-hdp).  (T  -H  JT  ) 


les  multiplications  indiquées ,  effaçant  enfuite  les 
quantités  communes  aux  deux  membres  *de  Téqua* 

,  dT.dp       %KdTddx 

tion ,  &  omettant  les  termes  — -— * ,  ; . 

ds  ds^ 

&c.  qui  s*évanouiiïent  devant  les  autres,  nous  trou- 
verons  l  équation  0= 


-     ds  ds  .  ds^ 

xKTddx     ,    TdR.dx  jT   .   TJ   \j 

—— 1 j-^  y  0}i{pdT-\-Tdp)ds 


(*)  Car  le  fînus verfe  d*uii  arc  circnhiKe  évanoaiflane 
eft  égel-  au  quatre  de  l'arc 'divifé  par  le  diamètre.  Voyez 
ce  que  nous  ayons  dit  dans  les  Sçâions  Coniques  à  Toc- 
caûoA  du  rayon  ofcQlaceur, 


«H 
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Dont  rinrégrale  (à  caufe  de  rf  j -conftant )  fera 
pTds-^K  T  dx  =  C  —  S/R  T rfrfx.  Mais  (  Sec- 
tion I  ,  n^.  ^^i)  ^  i^X^*^  ofcalateur  T  eft  ==? 

isij 

TT'y  dcxncpTds'^KT dx  =  C — ds.SKd^^ 

équation  qui  détermine  la  courbe  cherchée. 

Si  le  fil  eft  tendu  par  les  feules  forces  perpen-» 
diculaices  à  la  courbe  >  on  aura  R  =?  o  »  Se  Vct 
quation  de  la  courbe  deviendra pT  d s   ==  C , 

C  . 

ou  /?=  —j^  y  c'eft-à-dire ,  que  les  puîllânces  uor- 

X  u  s 

maies  feront  en  raifon  inverfe  des  rayons  ofcula- 
reurs  ,  ^  caufe  de  y  j  confiant.  Si  les  puifTances 
normales  font  toutes  égales  &  proportionnelles  à 
l'élément  ds  deli  courbe  ,  il  eft  vifible'qu*on  aura 

T  =  —^=7,  quantité  confiante  i  c*eft-à-dire  que 

le  rayon  ofculateur  fera  conftant,  aind  la  courbe 
cherchée  fêta  un  cercle.  Donc  fi  une  corde  ou  une 
furface  flexible  &  non  pefante  eft  pouffee  en 
chacun  de  fes  points  ^  par  des  forces  égales  Se 
qui  lui  foient  perpendiculaiires  »  elle  prendra  une 
courbure' circulaire  ,  fi  c'eft  une  corde  ,  Se  une 
courbure  fphérique  fi  c*eft  une  furfade  fermée  de 
roqtès  parts.  On  peut  comprendre  par  là  pour- 
quoi les  bulles  d'air  qui  fe  dégagent  d'une  li- 
queur échauffée ,  de  l'eau  ,  par  exemple  ,  pren- 
nent la  figure  fphérique  :  l'air  intérieur  en  fe  di- 
latant ,  preffe  également  &  perpendiculairemient 
tous  .les  points  de  la  furface  de  la  bulle.. 

Si  le$  fotcçs  perpendiculaires  i  la  courbe  fonc 

Ce  j 


w 
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nulles  ,  nous  aurons  /?  :;=  o  ,  &;  noire  équation 
deviendra  R<]fT.  dx  -^RTddx  -^  TdRdx 
i=i — KTdx  y  qui,  en  cranfpofanc  &  divifanc 

jpâtT  Rdxy  fe  change  «en  celle*ci 


T  dx 

d'K     - 
s=i — ,  dont  l'intégrale  eft  L.  T  + 1  L.  </x  =1 

1  L.  a  d  s  —  L.  R  (  en  afoutanc  la  confiante 
iL.«rfj)jouTrfx*s=  — - — , d'où  Ton  cîreT 

Jv 

a=  ;:-- — -•  Mais  le  finus  total  étant  fuppofé  =3 

1  ,  —  efft  le  (înus  de  t*angle  de  la  courbe  avec 

l'ordonnée  ;  ainfi  dans  cette  hypothèfe  les  puif> 
fànces  parallèles  font  en  raifon  inverfe  des  rayons 
ofculaceurs  &  des  quarrés  des  (i|ps  des  angles 
que  les  direâions  de  ces  puiflances  font  avec  la 
courbe. 

Corollaire.  Si  les  pulflTances  R  repréfentent 
les  poids  des  élémens  du  61  dont  la  péfanteur 
fpécifique  (  c'eft-à-dire  pat  exemple  le  poids  d*un 
pouce  de  ce  filj  foit=|',  nous  aurons  R== 
gds.  Si  dans  l'équation  /7Trfj-f-  RTrfx=  C 
—  dsS,  R  dy  y  on  fubftitue gd s  txx  lieu  de  R  , 

r—' —  ,  au  lieu  de  T  ,  n*  rfj*   à  la  place  de  C  , 
ddx  * 

ce  qui  eft  très*permis ,   &  quon  faire/^ssc  o  ,  il 

viendra — =<2  ^  ds  *  —  ds^.S.  g  dy^ 

ddx  ^     ^ 

on  gdydx  ^si=:  a^  ddx  —  gyddx,  oagdydx 
gyddx=sa  ^ddxy  donc  l'intégrale,  en  afou- 
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tant   là  conftante  b^  d  s  ^'e(l  g  y  dx^=^  a^  dx 
è  ^ds^  Mais  ds  =  \^  {dx^  '^  dy  *  )  ;  donc 
gydx  —  a^  dx=:  b^  \/   (i/x*  -+-  dy^)  ^ 

dx^{gy—a'')  ^=  b^  [dx^-i-dy^)  y  on  dx 

hhdy  ... 

=    >r  ,  I zri — tt;  >  ou  en  railant  gy  —  a  a 

s=  r  ,  if X  ===-—-— — — -,  équation  de  la  chaî- 

nette  &  oui  eft  de  la  même  forme  que  celle  qu» 
nous  avons  troi^vée  ci-deffus  (*). 

81. Problème.  Déterminer  la  courbure  d^un  fit 
A  fl  N  fans  pefanteur  tendu  par  une  tringle  de  fer 
B  D  [fig*  6y  )  par  le  moyen  des  cordons  a  C  atta-^ 
chés  à  tous  les  élémens  de  ce  fil.  Tous  les  élétnens 
a  a  An  fil  étant  tendus  par  la  partie  corefpon- 
dante  C  C  de  la  tringle  ,  les  puiflfances  R  font 
comme  les  difFcrentielles  A  M  ==  rfx.  que  g  re- 
préfente  la  gravité  fpécifique  de  la  tringle ,  R  fera 
ï=  g"  rf  x;  parce  que /?==  o,  en  mettant   dans 

b^  dz 

(  '^  )  îl  cft  vifibic  que  *  =s.  — •  -tt-taT;*  ^ 

^"*    V^(  'xL-^;\  ^*  ^*  différentielle  de  L.[^+  V^(j* 

*—  B  4  )  ].  Il  n  eft  donc  pas  difficile  d*intégrer  Téquatioti 
ci-defTos  >  je  ne  m*y  arrête  pas  ,  parce  que  nous  avons 
déjà  conftruit  la  courbe  donc  il  s*agîc.  Il  n'ed  pas  noa 
plus  difficile  de  comprendre  qu'en  faifanc  abflraàion  de^ 
la  pefanreur  d'une  voile  enflée  par  le  vent ,  en  la  ftippo- 
fane  cependant  rcdangulaire ,  &  que  les  deux  bords  oppo- 
fés  fupérieur  &  inférieur  forment  une  ligne  droite  ;  il  n  cft 
pasj  dis-je,  difficile  de  comprendre  que  contes  les  coupe$ 
de  la  voile  faites  par  des  plans  parallèles  à  la  direûioa 
du  tent ,  formeront  une  courbe  de  la  même  natnre  que  la 
chaînette  »  pourvu  qu'on  fuppofe  que  les  particules  d'ait 
s*écbâ|q^enc  après  qu'elles  ont  fait  leur  choc. 

Ce  4 
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réquation  T  =      ^    ^  ^  g  dx  au  lieu  de  R  ,  & 

dy  d s    y  ,       ,  1     T-  dy 

•^        a  la  place  de  T,  nous  trouverons        


ddx  *  ddx 

^  d  d  s  ddx 

— -—r  ,  ong  dy=ia  ads.  - — r  ,  dont  l'intégrale 
gdx  î  °     -^  dx^        ■  ° 

(  à  caufe  àe  ds  confiant  )  fera  g  y  = r* 

Puifque  a  *  eft  une  confiante  arbîrraîre  ^  on  peur , 
afin  de  conferver  llhomogenéicé  *de    réquation , 

écrire  —  bds  slvl  lieu  de  a  *  pour  ;ivoir  ^y  = 

h  ds  ^    - 

— ï — T*  Mais  ds^=:dx^'^dY^;  donc  dx^=^ 

V(igy-B)  '  ^^^^  ^ intégrale  eft  x   =   — x 

V  i  ^gy  —^t)jOng'x^=ib(igy'^A) 
*+-  C.  En  examinant  cette  équation  avec  un 
peu  d'attention  ,  il  neft  pas.- difficile  de  s*ap« 
percevoir  qu'elle  appartient  à. la  parabole  d'Ap- 
poUonius  ;  ainfi  la  courbe  cherchée  A  m  eft  une 
parabole  vulgaire.  Mais  laiflbns-là  cette  théorie 
plus  curieufe  qu'utile ,  &  paflbns  à  des  recher- 
ches plus  importances. 

Des  machines  accélérantes  &  uniformes. 

82.  Définitions.  JT appelle  machines  accéléran- 
tes celles  qui  font  mifes  en  mouvement  par  des  puîf 
fances  accélérantes  ou  retardantes.  T  appellerai  ma^ 
chines  uniformes  celles  qui  font  mifes  en  mouve^ 
ment  par  des  puiffmces  dont  faclion  ejl  uniforme. 
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I  >  ■  ■  I       ■ 

.Les  paidances  qui  font    mouvoir  1^    machines 
font  les  poids,  îé^  animaux  ,  les  fluides. 

83.  Problème.  Sou  le  levier  AC  B  mobile  au- 
tour du  point  Q  j&  chargé  de  deux  poids  ^&  Qqui 
ne  foient  pas  en  équilibre  j  on  demande  le  tems  de 
la  defcente  du  poids  P  ou  de  la  montée  du  poids  (^ 
[fig.  6i  ).  Soit  AC=:^,  CB  =  3,  files  poids 
ccoient  en  équilibre  ,  on  auroît  a  :  A  :  :  Q:  P=3 

—•  Donc  pour  que  P  fafle  mouvoir  la  machine  , 

on  doit  avoir  P  >•  —  j  &  la  puiCTance  qui  ac- 
célérera le  mouvement  d^i  levier  fera  =  P  — 
—•  Puifque  cette  puiffance  étant   appliquée  au 

point  Q  ,  doit  accélérer  le  mouvement  de  P  & 
de  Q  ,  fi  au  lieu  de  la  mafTe  Q ,  on  fubftitue  au 

point  A  une  autre  maflTe  repréfentée  par  — -= ,  elle 

^  aa 

doit  recevoir  le  même  mouvement  à  la  diftance 
A  C ,  que  Q  à  la  diftance  C  Q.  C  eft   donc  la 

même  chofe  que  fi  la  puiffance  P -^  devoir 

faire  mouvoir  les  maffes  P  H -^*  Donc  la  vîteffe 

aa- 

accélératrice  y  qui  eft  toujours  égaleà  la  puiffance  ac- 
célérante divifée  par  la  maffefur  laquelle  elle  agit , 
ou  qui  eft  en  raifon  inverfe  de  la  maffe  &  en  raîfon 

direde  de  la  force  motrice ,  fera  =  ^ — 7~A* 
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Que  g  repréf«nte  la  force  accélératrice ,  —  refpace 

que  cette  caufe  fait  parcourir  dans  une  féconde 
aux  corps  qui  font  expofés  à  fon  aâion ,  t  le  rems 
que  le  corps  P  met  à  defcendre.  On  fait  qu'a- 
vec la  vîtefle  acqaife  au  bout  du  tems  r,  le  corps 
P ,  s'il  croit  livré  à  lui-même ,  parcoureroit  d'un 
mouvement  uniforme  un  efpace  double  de  ce- 
lui qu'il  vient  parcourir  \  mais  la  vîteflfe  eft 
comme  le    produit  du  tems  &  de  la    force  g  ;, 

donc  ^  =  gdt  i  6c  V  ^=  igd  t.   Mais  dans  le 

mouvement  uniforme ,  tel  qu'on  peut  le  confî- 
dérer  pendant  le  tems  d  t ,  refpace  eft  comme 
la  vîteffe  ;  donc  v  peut  reprélenter  la  vîrefTe* 
/i  la  force  que  nous  prenons  pour  Tuniré  de 
force,  en  prenant  en  même  tems  i*'  pour  l'unité 
de  tems,  n'edpas  celle  de  la  gravité  ,  qu'elle  en 
foit  ou  un  multiple  ou  une  partie  désignée   par 

*-- .   7^'     ,  il  eft  aile  de  voir  que  dans  ce 

cas,   après  le  tems  r  ,  l'on   aura  v  ==  igt  x 

-r —    ,   J^, ,  •  Mais  a:  i  ::v  :   —  ',  vîtefle  da 

poids   Q  j  donc  cette   vîtefle   fera  =  i  g  tx 

(  Va  —  hQ^B 
Paa^QBb 

Soit  l'efpace  parcouru  =  x  ,  l'on  aura  dx=s 

yd'ty  8cdts=: Doncvdv^=^igdx  iz r^r^i  ; 

V  ^        Ptftf+Q^^ 

P«tf-+-Qii 
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La  foliition  de  ce  problême  peut  s'appliquer 
facilement  aux  autres  machines  accélérantes  qui 
peuvent  toutes  ,  excepté  le  plan  incliné  ,  fe  ré« 
attire  au  levier.  S*il  s'agit  d'une  pcmlie ,  dans  ce  cas 
les  diftapces(cefont  les  bras  de  levier)  a  Se  b  font 
^ales ,  aiiilî-bien  que  les  vîteiTes  des  poids  P  Se 

p Q 

Q ,  la  vîtefle  de  chacun  fera  z=z  ig  t ^ — ^ j  & 

Tefpace  x  que  chacun  parcourera  dans  le    rems 

rfera  =  ^r^^-|^=^^*  Soitr  =  tfi"  P=  11  li- 

P-+-Q 

vres ,  Q=24,^ï=ij.  pieds  ,  on  aura  x  = 
170  ,  c'eft-à-dire  que  l'efpace  que  l'un  &  Tautre 
corps  parcoureront  dans  6i"  fera  de  270  pieds. 

84.  Problème.  Déterminer  la  eonjiruclion  d'une 
machine  accélérante  qui  doit  rendre  la  vitejfe^  du 
fardeau    Q    un    maximum.    Si    dans    Texpreffion 

-r ,  ^.,     de  la  vitefle  de  Q  ,  on  conudere 

h  comme  un  maximum  ,  on  aura  ,    dans  ce  cas 

s=oîdoùrontire(P/ii:H-Q*^),(Ptf  — iQA) 
=  2QA*(Ptf— Q*)  ^h^^xhb^^.  Se 

*=-^4-V(— --H^^).  ou|=-i 

\/  { — pr^)  }  <lonc  la  machine  doit  être 
conftrulte  de  maaiere  que  Ton  ait  x  :  —  i* 
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V    \ — î5 — /  :  2  ^  ••  *.    Comme  le  plan  inctiné 

n'appartient  pas  aux  machines  qu*on  peut  réduire 
au  levier,  nous^allons  donner  une  folution  par- 
ticuliere  pour  cette  machine. 

85.  Problème.  Si  la  majfe  Q  placée  fur  un 
plan  incliné  A  B  {fig*  <^9  )  doit  ctrc  enlevée  par 
le  poids  P  au  moyen  d*une  corde  qui  joint  ces  deux 
majjes  &  qui  pajfc  fur  la  poulie  F  j  on  demande 
tincUnaifon  du  plan  pour  que  le  tems  de  t éleva- 
don  du  poids  Q  fok  le  plus  petit  pojfible  ,  nous 
fuppofons  la  portion  FQ  de  la  corde  parallèle  au 
plan  incliné.  Soit  AB  =  >:,  AC  =  flj  la  maflfe 
Q  defcendra  fur  le  plan  incliné  par  Taâion  d'une 

force  ==  —  (*).    Il   eft   donc   nécetTaire    que 


p> 


Q" 


X 

Vx 


Ain(i    la    force   accélératrice    fera 


—        .  p  'y    quantité  confiante  qui  ne 

dépend  pas  de  la  variable  x  oU  de  la  longueur 
du  plan.  Soit     ,^  .       = 


\'y  ^  caufe  de  </r 


(^)  Si  i*on  décompofe  la  force  verticale  Q;>  qui  pQuiTe 
le  corps  Q  vers  le  centre  de  la  terre ,  en  Q  M  perpeoâiculaire, 
&  Q  N  parallèle  an  plan  A  B  »  la  première  ^cant  détraite  par 
la  réfîftance  du  plan  ;  la  féconde  agira  feule  pour  faire 
defcendre  le  corps  vers  B.  Les  triangles  ACB»  QM/» 
font  évidemment  lemblables  ,  &  donnent  a?  :  tf  t  :  Q  ^  =s  Q  : 

M  p  =  O  N  ^=  — •    Mais  cette  force  cft  ta  même  fàr.toos 
^  X 

les  points  du  pian  incliné  ;  5c  le  rapport  Je  axx^  oq  db 
fin.  ACB  :  AB  demeurant-  le  mcme»  die  ne  fauroic  vaiiex« 
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■~"  ,  &  aQdv=ii.g:^dtj  on  aura  <fv  =  ~  *^î» 

OU  v</v  5=  igi^dx  ,  ou  V*  ï=î:  4g:[Xf  parce  que 
î  eft  conftant.  Mais  le  tems  de  la  montée  ctanc 

d  X  d  X  ' 

fappofc  =:r ,  on  aura  dt  =  —  —  7^7^,  d'où 

1  on  tire  '  =  y  v~r  )  =  ,/.,»■ — — t^Tv*  La  con- 


dition  du  maximum  donn.era    (  en  divifant*  pac 

V(P-^Q)&par^);o  =  (Px— 'Q^)-^ 

'  i 

—  ^Pjc(PAr  — Qû)      ^«  Si  Ton  multiplie  cette 

i 
équation  par  (Pa:—- Qû)*,on  ttouvera  aifé- 

ment  {^x^^Qéty  ou  P^=2Qtfj  donc  x  :  a 
::  ^/zz^j  ro^^/  :  Jin.  ABC  :  :  i  Q  :  P  ;  cUJi-à-dire  j 
j//^7?  /tf  ^J7Hi  total  ejl  au  Jînus  qut  fait  le  plan  iri'^ 
cliné  avec  la  bafe  comme  le  double  du  pçids  Q  ejl 
au  poids  Vj  le  poids  Q  fera  enlevé  dans  le  moindre 

tems  poJJibU  (*  )  î  &  parce  que  x  =  -~ ,  le  tems 

de  la  montée  fera  ==-|-\/ (— •  (P +  Q))* 

Remarque.  Quand  il  s'agit  d'eftimer  Taâion  des 
hommes  ou.des  animaux,  il  faut  avoir  égard  â  là 
vitefTe  avec  laquelle  ils  marchent  ;  car  ils  peuvent 
exercer  une  plus  grande  force ,  lorfque  fans  avoir  aU'* 
cun  mouvement  progreflif,  ils  font  effort  pour  mou- 
voir nn  corps  parle  moyen  des  pieds  ou  des  mains. 
Bien  plus  un  animal  qui  marche  avec  une  grande 


(*)  Si  Q«»P,  r angle  ABC  doit  être  de  3o*. 
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TicefTe  ,  ne  peut  employer  aucune  force  pour  traî- 
ner ou  pour  pouffer  un  obftacle,  Plufieurs  Phy» 
(iciens ,  principalement  Amontons  &  Defaguliers 
ont  fait  différentes  expériences  pour  déterminer 
les  forces  des  animaux  ;  mais  ils  n*ont  pas  dé* 
terminé  le  rappore  félon  lequel  leur  force  dé- 
croît eu  égard  a  leur  vitefle. 

i6.  Problème.  Déterminer  Faclion  des  animaux 
dam  le  mouvement  des  machines.  Il  femble  qu  on 
peut  comparer  l'aâion  d'un  animal  qui  met  une 
machine  en  mouvement  avec  celle  d'un  fluide 
qui  agit  fur  un  obflacle.  Or  Taétion  d'un  fluide 
qui  frappe  perpendiculairement  un  plan  immo* 
bile  F  ,  avec  une  vîteffe  c ,  eft  =  F.  c  *  j  mais 
fi  le  plan  fe  meut  avec  la  vîteffe  v ,  cette  aftion 
fera  comme  F  (c — v)*.  Soit  A  =F.c  *  ou  F=3 

j:  »  ~i  ic-vy^A.  (  I  -  f  )  '  =  P  fera  Tac- 

tion  que  le  fluide  (  dont  la  denfité  eft  fuppofée 
s=  1  )  exercera  fur  le  plan  mobile.  Comme  cette 
a&ion  décroît  lorfque  la  vitefle  augmente ,  elle 
reffemble  en  cela  à  l'adlion  d'un  animal  dont  la 
force^pour  mouvoir  un  obftaçle  décroît  aufC  lorf- 

Îiue  fa  vîtefle  augmente,  La  quantité  A  repré- 
entera  l'aftion  d'un  animal  qui  n'a  aucun  mou- 
vement progrefîif»  c  la  Vîteffe  qui  ne  permet  pas 
i  l'animal  d'exercer  aucune  puiffance ,  6c  P  l'e& 
fort  que  peut  faire  l'animal  lorfqu'il  a  la  vîteiTe 

t^  Or  la  formule  A.  (i  —  —  )  *  i==  P  fatisfait 

aux  conditions  de  la  queflion.  Si  Tanîmal  n*ayant 
aucune  vîteffe  progreflive ,  agit  fur  un  obftacle 
par  le  moyen  leiilement  de  fes  mufcles»  onaupi 
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vs=s  o  de  A=s:P.  Si  ranimai  fe  ment  avec  la  plus 
grande  vicefTe  c  ,  on  aura  vszsc  y  &  P  aso. 

Par  les  expériences  de  l'illuftre  Defaguliers  il 
|>ah>it  que  l'efFort  d'un  homme  qui  agir  au  moyen 
de  fes  feuls  mufcles  équivaur  à  So  livres  c=  A  , 
tandis  qu'en  fe  mouvant  avec  une  vîrefle  de  }• 
5  pieds  par  féconde ,  il  peut  exercer  une  aâion 
P  =5  50  livres.*  Subftituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule ci-delTtts ,  on  aura  la  plus  grande  vîtefTe  c 
qui  fait  perdre  i  Thomme  toutes  fes  forces.  Oc 

.  -  ^=y  (y  )  »doncc=-,:l^;donc 

€=:^.  6  pieds,  c*eft-A-dire  qu'un  homme  qui 
parcourroicà  chaque  féconde^.  ^  pieds  ne  pour- 
roit  exercer  aucune  force  fur  un  obftacle  ;  &  puif- 
que  fix  hommes  font  à  peu-près  autant  d'effort 
qu'un  cheval ,  la  formule  pour  un  cheval  feraP=s 

«.a(..-^). 

87.  Thsoremf.  Pour  entretenir  le  mouvement 
des  machines  uniformes  ^  on  a  befoin  de  la  mêmç 
puijfance  que  pour  conferver  leur  équilibre.  Les  puiC» 
fances  qui  font  mouvoir  les  ma/:hines  uniformes 
font  des  animaux  ou  des  fluides  j  mais  les  Suides 
confervant  une  vîteffe  uniforme ,  du  moins  fen- 
fiblement  pendant  un  certain  tems ,  le  moiive- 
ment  de  la  machine  ne  peut  manquer  de  par<^ 
venir  bientôt  à  l'uniformité  :  car  le  frottement» 
la  tenfion  des  cordes  ,  l'inertie  de  la  machine  étant 
comprifes  dans  le  fardeau  qu'on  doit  mettre  en 
mouvement ,  &  oppofant  toujours  (  au  moins  fen-» 
iibtement  )  la  même  réHftance  ,  le  mothenr  de  la 
réiiftance  ne  peut  manquer  d'être  égal  à  celui  du 
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fluide  choquant,  &  auffi-toc  que  la  machine  aura 
un  mouvement  uniforme  »  il  faudra  employer 
pour  le  conferver ,  Tadion  d'une  puiflTance  égale 
a  laâion  &  à  la  réaâion  ,  qui  naît  de  Tinert-îe , 
&  qui  eft  égale  au  fardeau  qu'on  doit  mettre  en 
mouvement.  S'il  s'agit  des  animaux  ^  dès  qu'ils 
auront  produit  le  mouvement  de  la  machine, 
ils  contmueront(dtt  moins  fenfiblement ,  &  pen- 
dant un  certain  tems  )  à  fe  mouvoit  avec  la  vi* 
teCCe  uniforme' V,  à  moins  que  fatigués  par  jun 
travail  trop  violent  ,  ils  ne  perdent  fubitement 
leurs  forces.  Il  y  a  véritablement  des  machines 
hydrauliques  ,  qui  font  mifes  en  mouvement  par 
des  puiiïanCes  not\  uniformes  j  mais  on  a  accou* 
tume  de  les  conftruire  de  manière  que  dans  la 
pratique  leur  mouvement  peut  être  regardé  corn- 
nie  uniforme ,  ou  du  moins  que  leurs  pui^Tances 
accélératrices  ou  retardatrices  puifTent  être  rédui- 
tes à  une  force  moyenne  y  qu'on  peut  regarder 
comme  uniforme. 

88.  PRobLÊME.  Etant  donnée  la  conjlruccion 
d'une  machine  uniforme^  le  fardeau  Q  &  la^itejfâ 
de  ce  fardeau  ^  trouver  combien  d'hommes  ,  ou  de 
chevaux  ,  ton  doit  appliquer  à  la  machine  j  &  dé^ 
terminer  en  même  tems  fon  effet.  Comme  cette  ma- 
chine peut  fe  réduire  à  un  levier  dont  les  bras  fe- 
roient  a  &c  b  y  l'on  aura  à  caufe  du  mouvement 

uniforme  de  cette  machine  ,Afi— ^ —  j    ûî=s 

Q.^ ,  lorfque  la  machine  doit  être  mife  en  mou- 
vement par  iin  feul  homme.  Si  le  nombre  des 
hommes    eft    =xc  /z  «    la    formule  deviendra 


nk 


(■■-v)' 
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nk(i  —  Xj  a==Q.  ^.  Soit  u  la  vîrefle  du  far- 


au 


deau,  l'on  aurai  :tf::a:v  = -7-,  &  par  confé- 
quent  «Afi* — —j     a  c=:  Q.  ^  ^    Un  =3 

Si  Ton  employoic  des  cheVaux  au  lieu  des  hom- 
mes , Ton  auroic h  =  —  :  5  A  f  i  """"T"  )  *  Mais 

(,_"y=^*ao„.=(.J5:si)x 

\  hc  J  nka^  \  ^nka/ 

' —  :  aind  TefFec  de  la  machine  fera  css  Q.«  =s 

(  I ., -i— .  ].i — ,  eftet  qui  lera  en   rocme- 

\  y    ka  /     A  ^ 

tems  égal  au  moment  de  la  puiiïance.  Or  la  vî- 

tefle  V  ==-T-  doit  être  plus  petite  que  9,  tf  dans 

une  féconde  de  tems.  On  ne  peut  donc  pas  efpé^ 
ret  de  lever  par  le  moyen  d'une  celle  machines 
un  poids  à  la  hauteur  de  plus  de  9  pieds  environ 
dans  une  féconde. 

85^.  Problème.  Déterminer  la  conJiruSion  d*unt 
machine  uniforme  ^  mife  en  mouvement  par  desani^ 
maux  j    qui  produife  le  plus  grand  effet  pojfible. 


wmt 


i"^)    Cette  cxprclfion  indiqve  la  divîfioi^  da  Q.  q  par 

Tome  V.  Dd 
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Comme  la  conftcu^ion  de  cecre  machine  dépend 
des  quantités  a&c  by  fuppofons  —  =  {*  >  l'efFet 

de  la  machine  feraQ.tt=t=  f  i— r-:jY/--^jQc:f  *, 


dont  le  maximum  donnera  1  :f  —  J  :{ *  \/  • 


Q 

iiA 


•0 ,  OU  r  == 7-—  ;   d  ou  i  on  tire  ~  =  r  *  =: 

•  Mail  parce  (Ju^ôn  Fait  ordinairement  3  <[â9 

on  pourra  fuppofer  —  =  ^^ ,  ce  qui  donnera  p 

s=  -^  (  à  peu-près  en  faifant  A=  80  livres). 

Donc  la  conftruâion  de  la -machine  fera  la  plus 
àvantageufe  qu'il  eft  pofliblê  ,  lorfqu'on  aura 
it  :  A  :  :  Q  î  37.  /i  (  }7  défignant  J7  livres  )  ;  mais 

alors  u  ==i  r  1  —  i  %/  —  j  ^ î *  devient  =  (  1 
•—7).  — :r-=^=  — -—•  D  un  autre  cote  i  :  tf  :  luiv 

au  /4Acn\      a  f4Anc\     9Q,  ^ 

i  \  17Q  /     "^  '^  V  17Q  /     4Aii  J 

Donc  la  vîteflTe  de  l'homme  doit  être  égale 
au  tiers  de  fa  plus  .grande  vitefTe  >  laquelle  cd 
=  9.  ^;  ainfi  v=  ?•  i.*  C'eft  pourquoi  les  hom- 
mes produiront  le  plus  grand  effet  poflîble" ,  lorf- 
qu'ilsauronc  une  vîteiïe  de  3. 1  pieds  par  féconde» 

&  la  vîtefle  du  fardeau  fera  «==  — ^  =*  —  pied^; 


^  Il  .         I 
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&  parce  que  iz  >-  i,  il  eft  vifible  que  «  <[  j.  i 
pieds  par  fécondes. 

Ainfi  le  plus  gtiïnd  effet  poffible  fera  Q.2^=3 
,  auquel  chaque  homme  contribuera  pour 

une  portion  P  =  Afi  —  —  j    =  8o^  ^  =s  37 

livres,  qtf il  doit  élever  en  s'émouvant  avec  une 
vîreflTe  de  ^.z  par  féconde. 

Dans  le  problême  précédent  nous  n'avons 
fait  attention  ni  au  frottement  ni  à  k  raideur 
àt%  cordes.  Les  Phyflciens ,  fondés  ^ur  un  grand 
nombre  d'expériences  ,  qu'oi;  peut  regarder  à 
peu- près  comme  exaâes  ,  ont  établi  1^.  que  le 
frottement  eft  égal  â  une  certaine  partie  4e  là 
preflîon  qu'un  corps  exerce  fur  une  furfape  \  mats 
cette  partie  eft  différente  félon  que  les  corps  fo^t 
dififérens.  Il  faut  mcme  avoir  l'attention  •  de  ne 
pas  faire  frotter  les  corps  de  même  efpèce  l'un  con- 
tre l'autre";  &  ileft  plus  avantageux  de  faire  frotter 
un  corps  de  fer  ,  par  exemple  ,  contre  une  fur- 
face  de  bois  que  contre  une  furface  de  fer. 

z"*.  Le  frottement  ,  difent-ils,*n'eft  pas  altéré 
par  la  vîteflTe  dd  mouvement. 

}®.  Le  frottement  ne  dépend  point  de  la  figu- 
re de  la  bafe  du  corps  frottant  ou  du  corps  frotté , 
non  plus  que  de  fa  grandeur  >  mais  feulement  de 
la  preffion. 

Ces  règles  que  plufieurs  Phyfîciens  ,  fur- tout 
DefaguUiers  dans  fa  phyfique  ,  &  '  Camus  dans 
fbn  Traité  des  forces  mouvantes  ,  ont  établi  avec 
grand  foin  pair  un  grand  nombre  d'expériences ,  ne 

Dd  1 
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font  cependanc  pas  bien  rigoureufes  ;  &  il  y  a 
quelques  Savans ,  parmi  lefquels  fe  trouve  le  fa* 
•tneu](  Mushenbroek ,  qui  doutent  que  le  frotte- 
ment puiflTe  être  altéré  par  la  figure,  la  grandeur 
de  la  oafe  &  la  vîteffe.  En  effet  M.  Hennert 
rapporte  avoir  éprouvé  fort  fouvent  qu'un  corps 
mis  en  mouvement  fur  un  plan  horifontal  par  le 
moyen  d'un  poids  s'arrête  après  un  certain  tems. 
Or  ce  phénomène  paroit  inexplicable  fi  Ton  n'ad- 
met que  le  frottement  augmente  avec  la  vîtefle 
du  mouvement,  ou  du  moms  qu'il  croît  par  d'au* 
très  raifons  qui  ne  font  pas  encore  connues.  On 
peut  concevoir  que  les  alpérités  &  les  fînuofîtés 
des  furfaces  frottantes  s'engagent  de  manière  que 
les  éminences  de  Tune  des  lurfaces  entrent  dans 
les  cavités  de  l'autre  furface  \  de  forte  que  le 
mouvement  ne  peut  continuer  à  moins  que  les 
afpcrités  ne  fléchiffent  ou  du  moins  que  les  corps 
qui  frottent  ne  foient  un  peu  foulevés ,  pour  que 
.les  afpérités  de  la  furface  frottante  fe  dégagent 
des  cavités  de  la  furface  frottée. 

Il  paroît  que  malgré  toutes  les  expériences 
qu'on  a  faites  fur  cette  matière,  lacaufe  du  frot- 
tement n'efl:  cependant  pas  encore  entièrement 
connue.  En  effet  les  filamens  de  la  furface  frot- 
tée font  fléchis  parles  corps  mis  en  mouvement; 
car  Ton  voit  le  frottement  augmenter  lorfque  le 
corps  frottant  fait  un  certain  féjour  fur  le  corps 
frotté ,  &  il  n'eft  pas  douteux  que  la  cohéfion 
ou  Tattraftion  n'ait  quelque  part  au  frottement. 
Quoiqu'il  en  foit ,  on  peut  fuppofer  dans  la  pra- 
tique que  le  frottement  eft  une  partie  de  la  pref- 
fion,  de  forte  que  la  prefïîon  étant  fuppofée  = 
P ,  le  frottement  fera  s=  n  P.  Or  cette  quantité 
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eft  ordinairement  le  tiers  ou  le  quart  de  la  preflîon  : 
il  ne  s'agit  pas  ici  des  corps  pointus  fur  le  frottement 
defquels  nous  n'avons  prefqué  aucune  connoilTance. 
90.  Problème.  On  demande  d^expliquer  mathé-- 
matiquement  la  caufe  du  frottement.  Puifque  le 
frottement  paroit  augmenté  lorfque  les  furfaces 
font  moins  polies  ;  nous  pouvons  concevoir  la  fur- 
face  d'un  corps  comme  remplie  de  (inuofités,  telles 
que  acm[^ fig. 70  ).  Soit fuppofée  =  P.la  preffion  du 
corps  qui  fe  fait  dans  une  direction  C  P  perpen- 
diculaire à  la  furface  frottée  N  D.  Que  le  corps 
frottant  foit  pouffé  par  une  force  V  quelconque 
félon  la  diredion  C  B  parallèle  à  N  D ,  qu'on 
mtïio^  C Â  parallèle  au  coté  c  ^  de  la  cavité  me  a^ 
&  foit  l'angle  ACB~ûc^  =  :f.  Qu'on  tire  par 
le  point  p  y  la  ligne  p  R  perpendiculaire  fur  le 
prolongement  de  la  ligne  AC,&  ayant  fait  C  p 
s=r  P ,  C  R  repréfencera  la  réfîftance  que  la  prel- 
fion  du  corps  qu'il  fjut  tirer  de  la  cavité  mca^ 
oppofe  à  la  puiflTance  V-  Soit  C  B  =  V  ,  &  foit  me- 
née par  le  point  B  la  ligne  B  A  perpendiculaire 
fur  C  A ,  on  aura  C  A  =  V.  cof,  \.  Mais  C  A' 
étant  oppofée  à  la  diredtion  CR  =  ^f  lin.\ ,  il  eft 
vifible  que  la  puiffance  V   fait  un  effort  V  cof.  -{ 

{>our  vaincre  le  frottement  P  fin.  [.  Ainfi  quand[ 
e  mouvement  du^çorps  fera  parvenu  à  l'uniformité» 
on  aura  V  cofi  •{  =  V  fin.  :f ,  &  V  =  P.  tçing.  :(. 

Puifque  le  frottement  eft  exprimé  par  P.  tang.  :f , 
il  eft  vifible  qu'il  eft  proportionnel  à  la  preffion  ^ 
&  fi  l'on  fait  tang.  :f  =  /z ,  le  frottement  fera  s=3 
égal  /2.P.  Au  refte  cette  explication  du  frottement 
eft  plus  mathématique  que  phyfique  ;  mais  on 
peut  dans  la  pratique  l'employer  avec  affez  do 
confiance. 

Ddj 
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91.  Probieme.  Déurminer  le  mouvement  pro-' 
grejfif  cCun  corps  M,/ur  un  plan  honfontal  &  fur  un 
plan  incliné ,  folUcité  au  mouvement  par  une  puif- 
fance  confiante  P.  Nous  fuppofons  ici  que  ce  corps 
ne  tourne  pas.  Soit  Tefpace  mB  (  fig.  71  )  par- 
couru dans  le  cems  r  =  Ar  &  la  vîtefTe  =  v»  on 

aura  v  rf  Vï=  1  g.  — — — •  dx\  car  le  frottement 

diminue  rinten(ité  de  la  puitTance.  Donc  v  ^  =: 

ARX Ti — ^Delar=S. —  =  \/  ■  ,^   ,  .,  • 

Si  le  corps  fe  meut  fur  un  plan  incliné  tel  que 
l'angle  que  ce  plan  fait  avec  la  bafe  foit  =  :f, 
la  preflîon  que  ce  corps  exercera  fur  le  plan  in- 
cliné fera  =  M  cof.  •{ ,  d'où  naîtra  le  frottement 
n  M  cof.  :{.  Mais  le  corps  eft  poufTé  le  long  du  plan 
incliné  par  une  force  =  mjin.r{  fig.  ^9  ) ,  en 
fuppofant  que  la  maflTe  du  corps  Qeft=i=M(*); 
donc  le  corps  Q  defcendra  avec  une  force  = 
M  (  fin. If  — ncof  :j ).  Soit  Tefpace  parcouru  =.v 

&  le  tems  =  r , on  aura vrfv  =  —  X  ^•g {fin.  \ 
• — n  cof-{  )  d x=z  i.g  (fin.  ^ — ncof.  :[)  dx ;  & 

^=S—  =\/r-r7: r-rl*  DoncA::= 

g^Hfi^^  \  —  ncofi), 

(  *  )  Suppofons  Q  p  =M ,  A  B  C  =  ^ ,  le  trianj^le  rcftan* 
glc  MQ/i  fcmbUblc  au  triangle  ABC  donnera  finus  total 
=■  I  :  M  :  :  fin.  Q  plA.^==  cof.  {  :  Q  M  =  M.  €of.  if  ,  pteffion 
que  fait  le  corps  Q  dont  nous  dcfîgnerons  ici  la  mafTe  par  M  , 
fur  le  plan  incliné  A  B.  Le  même  triangle  donne  i  :  M  :  : 
fin.  M  Qp^'=^fin.  f  ;  M.  fin.  ^=  M;>  =  QN,  force  qui 
poufTc  le  corps  le  long  du  plan  AB.  Il  t(i  y i&hlc  qnc  fin.  |r 
doit  être  p4as  grand  n  cof,  i ,  autrement  il  n'y  aoroit  point  de 
mouvement. 
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91.  PKOBLhUE. , Déterminer  tineerifité  de  lapuijf^ 
fonce  appliquée  à  une  roue  nécejfaire  pour  vaincre  le 
frottement  de  taxe  B  N  [fig.  72  ).  Soit  le  poids  de 
la  roue  &  de  l'axe  =  Q  >  &  la  puifTânce  qui  agic 
fur  la-roue  dans  une  direâion  horifontale  AP=s 
P.  Lorfque  la  roue  fe  meut  dans  la  direâion 
A  D  E  y  le  frottement  s'oppofe  au  mouvement. 
Or  cette  réfiftance  fe  fait  au  point  N  :  elle 
eft  =  iz  Q  ,  &  fon  moment  eft  ss=  B  C.  /ï  Q , 
auquel  doit  être  égtil  le  moment  de  la  puilTance 

P  ,  fa  voir  C  A.  P  i  donc  P  =  ^^^-  tel  eft  Tex- 

pfedion  de  la  puilTance  nécelTaire  pour  vaincre  le 
frottement. 

Si  la  puiflTance  ap=rP  fait  effort  pour  mou- 
voir là  roue  dans  une  direâion  oblique  Se  non 
horifontale  ap  (âg.  73  )  >  je  tire  par  le  centre 
C  la  ligne  C  B  ,  que  je  fuppofe  parallèle  à  la  direc^ 
tien  û  o  &  =  P ,  &  la  verticale  C  F  3=  Q.  Ayant 
achevé  le  parallélogramme  CFGB  dont  la  diago« 
nale  CG  exprimera  la  preffion  de  l'axe  fur  le  fup- 
port  cave  R  N  S,  fuppofons  l'angle  a  C  A  =  :f  ;  à 
caufe  des  angles  droits  C  a/,  BCa,  on  aura 
FCB  -h  ûCA  =  90^,  &CG=:  y  (P^^r 
Q*-h  zPQ7?/2.:f)  (*).   C'eft  pqurquoi  dans  ce 


(*)  Soit  Tanglc   BGC=*m,  FCB=/>,  le    triangle 
C  EG  donnera  en  faifanc  C  G  =  «  ,  u  :fin»  p  :  :  P.  fin.  C  G  B 

fin^p.V 

^^  fin.  fCG  =  fin.  m  = •    Le  triangle  CFG 

u     . 

donne  n  :  Q  :  :  fin.  p  :  fin,  (p  —  m  J  ,  ou  fin,  (  j?  —  i»  )  =5^ 

Q.fin.  p 
(/«•  p.  cof*  m.  ^--fin.  m.  cof^p  )  = •  •  *(A).  Maiseo 


Dd  4. 


i«^Htf 
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casP.Ciz=/2.CN.\/(P*--+-Q'H-^PQ/'ï-î)î 
donc  en  fuppofant  Ctf  =  û,&CN=  3,  il  vien- 

dra  P= 7- i^ — • 

aa»^  nnob 

Par  la  folution  de  ce  problème  il  eft  facile  de 
voir  que  la  réHftance  du  frottement  eft  d'autant 
moindre  que  la  puitTance  eft  appliquée  à  un  plus 
long  levier  C  a.  11  eft  évident  encore  que  la  fi- 
gure (73)  repréfentant  Taxe  dans  le  tour,  le 
frotttement  augmente  dans  cette  machine  félon 
l'obliquité  de.  la  direiflion  de  la  pui0ance,  par 
rapport  â  la  verticale  CA.  La  réfiftance  fera  donc 
la   plus  grande  poffible  lorfque   Tangle  \  fera  de 

00  ,  &  alors  on  aura  P  =—7-^ h-T^  =  — ^^ 

{aa-'—nn  ù)  d — nh 

Mais  quand  la  puiflance  a  une  direction  oppofôe 
A  M  >  la  réfiftance  diminue.  Suppofons  que  dans 


fuppofanc  le  rayon  =  i  ,  lou  9l  cof,  m  ^^  y/ {  1  — fin,  m  ) 


v/(.-^)-V(- 


ftituanc  la  valeur  de  fin,  m  &  cof.  m  dans  l'équation  A ,  il 

^ (uu  —  fin.  ;?.  P  )  —  fin,  p,  cof.  ^.  P  ) 
vient  fin»  p.  -------^— -——----—---—---—-— ———  «: 

O.  fin.  p  a 

^^ •  Donc  </  {uu  —  V,'' fin.p)  =Q+  ^  cof,p, 

uu-^V^.  fin.p   «  Q  *  +  V  ^.  cof.  p  ^  %QV.  cof,  p  'y 

&  (  à  caufc  ^tcof.p-\'fin.p  =  i),u  =  Q  ^  (p  *  + 
-f*  Q  ^  -4-  *  P  Q  pf^'  r  )  »  ^  falfant  aKentit)n  que  ç  étant 
le  complcmçnc  de  /?,  on  a  fin.  5  =  cof,  p. 


«» 
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■ii^—^-^*——— ——————  — — ^M^— 1— — ^^ 

cecas:^  ==  —  90**.  ,  parce  qu'alors  les  angles  ont 
une   (icuation  contraire  ,   nous  aurons   P  == 

— ^ TT—  == 7  'y  expreuion  qui  raie  voir 

oue  dans  ce  cas  on  a  befoin  d'une  plus  petite 
force  P. 

On  peut  par  le  moyen  de  la  formule -^ 

trouver  la  quantité  de  frottenient  dans  la  poulie  Sc 
Taxe  dans  le  tour,  en  fuppofant  le  rayon  de  Taxe 
^=b  y  celui  de  la  roue  ou  des  poulies  =  a ,  lorfque 
la  quantité  Q  outre  la  ma(Te  du  cylindre  Se  de  la 
poulie  reprcfente  la  fomme  du  fardeau  &  de  la  puif- 
lance  &  que  lesdiredions  du  fardeau  &c  de  la  puif« 
fance  font  parallèles  ;  car  dans  ce  cas  on  ai^  =  90^. 
La  formule  fatisfera  même  a  la  pratique  avec  alTez 
d'exaâitude ,  quoique  l'angle  :[  diffère  de  10  ou 
Il  degrés ,  Se  peut-être  plus  de  90®. 

9j.  Problème.  Déterminer  le  frottement  dans 
les  moufles.  Soit  une  moufle  compofée  de  deux 
poulies  mobiles  Se  de  deux  immobiles.  Chacune 
des' poulies*  mobiles  porte  la  moitié  du  fardeau 
que  je  fuppofe:i=4Q.  AinG  le  frottement  dans  la 

première  poulie  mobile  fera== -^  j&la  corde 

fera    tendue    par    le   poids  Q 


{a  +  nlf)Ç^  .    ,  .r-  AXif'l 

— — 7-^  quantité  que  je  rais  ==:  A.  Mais  la 

tenfion  A  du  fécond  cordon  doit  ctre  égale  à  celle  du 
troisième  cordon  ^  donc  la  poulie  immobile  corref- 
pondante  fera  chargée  du  poids  z  A  >  d'où  réfuitera 

Un  frottement  = :••  Le  troifîeme  coçdon  eft 

a  —  ao 
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^^ 


donc   tendu  par  une  force  =>  A 


r-"  =  7 m*  Q=  B.  Puifque   le 

a  —  no  {a  —  nb)^     ^  ^ 

quatrième  cordon  fait  équilibre  avec  le  troifîeme» 
la  troisième  poulie  fera  chargée  du   poids  x  B  , 

d  où  naîtra  le  frottement  s= r  :   ainfi  le 

quatrième  cordon    fera  tendu  par  le  poids  B  -4^ 

û  —  nh  a  —  nh  (a — n  h)^    ^ 

£n  général  fi  le  nombre  des  cordons  eft  /» ,  la 

tenfion  du  dernier  fera  =  i r- j         Q.  Sans 

le    frottement   la  puiffance  devroit  être  ==  Q; 
ainfi  l'augmentation  qui  réfulte  du  frQttement  eft 

nh  \»  — » 

Q  —  Q.  On  doit  encore  ajouter 


(tf -f-n^x' 
a  —  nh) 


le  frottement  qui  réfulte  du  poids  des  poulies  =: 

R  ,  frotement  qui  fera  exprimé  par -^ 

Outre  le  frottement  dont  nous  venons  de  par- 
ler ,  on  doit  encore  avoir  égard  à  la  roiaeuc 
des  cordes ,  quand  il  s'agit  d'eftimer  les  effets 
des  machines.  Par  les  expériences  d'Amontons  & 
de  DefaguUiers  ,  il  eft  évident  que  la  roideur 
d'une  corde  ,  ou  la  difficulté  de  la  plier  eft  d'au- 
tant plus  grande  que  fon  diamètre  eft  plus  grancl , 
que  le  poids  qui  la  rend  eft  plus  grand  &  que  le 
diamètre  du  cylindre  autour  duquel  on  la  plie 
eft  plus  petit ,  de  forte  que  la  roideur  d'une  corde 
eft  en  raifon  compofée  de  la  direâe  du   poids 
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rendant ,  du  diamètre  de  la  corde  &  en  raifon 
inverfe  du  diamètre  de  la  poulie.  DefaguUiers  a 
trouvé  que  la  roideur  d'une  corde  d'un  demi- 
pouce  de  diamètre ,  roulée  autour  d'un  cylindre 
d'un  pouce  &  demi  de  diamètre  Ôc  tendue  par  un 
poids  de  (îo  livres  ,  faifoit  une  réfiftance  de  75 
onces.  Appellant  donc  cette  réfiftance  R  3  on  aura 

„         960.  onces  X  o.  J  -,  - 

K  = =  }to.  buppolons  une  autre 

I.  5 

corde  d'un  pouce  de  diamètre ,  tendue  par  un 
poids  de  80  livres  &  roulée  autour  d'une  poulie 
de  cinq  pouces   de    diamètre  ,  fa  roideur  fera 

comme  — ^  =  1 6.  Donc  en  faifant  }  10  «  7  5  on- 
ces :  :  16  livres  :x=6  ^  livres ,  on  aura  hi  roideur 
de  cette  corde. 

Il  n'eft  pas  difficile  de  voir  comment  il  faut 
s'y   prendre  pour   calculer  Taugmentation.de   la 

Suiuance  dans  les  moufles ,  eu  éjgard  à  la  roideuc 
es  cordes  &  au  frottement  (  *  ). 


(  *  )  Pour  faciliter  aux  commcn^ans  le  moyen  de  calco* 
1er  reffet  du  frottement'  &  de  la  roideur  des  cor<ie%  dani 
les  machines,  nous  prendrons  le  palan  ou  caliorne  de  U 
figure  (74).  En  fuppofanc  que  le  rayon  des  chevilles  ou 
edîeû  cft  la  cinquième  partie  du  rayon  de  chaque  rouec. 
Se  que  le  frottement  efl  le  quart  de  la  prcffion  ,  parce 
qu*il  cft  prefque  toujours  plus  grand  lorlque  les  machi- 
nes fopt  plus  compofi^es  àcaufe  des  vices  d'exécution  qui 
fc  multiplient.  S*il  n*y  avoit  point  de  frottement  les  quatre 
branches  du  palan  (butiendroient  chacune  le  quart  du  poids 
1'  que  je  fuppofe  de  400  livres  ;  ainfî  chaque  rouet 
mobile  fontlcndroit  la  moitié  du  poids  y  &  les  cordons 
I  &  1  fouticndroicnt  chacun  le  quart  du  poids.  Mais  félon 
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94.  Problème.  Trouver  U  vUeffe  avec  laquelle  un  poids 
P  peut  élever  un  fardeau  Q  par  le  moyen  dt  l'axe  dans  U 
tour  ^  eu   égard  au  frottement  &•  à  tintrtie  de  la  machine. 

Soie  le  petit  rayon  de  Taxe  dans  le  tour  =  n  ^  &  le 


la  fuppofition  que  nous  avons  faîte  cette  moitié  da  |>oids 
produit  un  frottement  qui  fera  le  quart  de  cette  moitié; 
Il  comme  ce  frottement  produit  une  réfiflance  cinq  fois 
moindre  à  caufe  de  la  grandeur  du  rayon  de  la  poulie,  la 
branche  1  fera  tirée  en  haut  avec  une  force  qui  fera  la 
vingtième  partie  de  la  charge  ,  pour  remédier  au  feol  frot- 
tement. 

La  force  ajoutée  n*eft  la  vingtième  partie  de  la  charge 
quaprès  que  cette  force  a  été  ajoutée  :  ainfi  elle  eft  la  diz- 
neuvieme  partie  de  la  charge  confidérée  avant  l'addition* 
Si  le  poids  P  pèfe  donc  400  livres  »  ce  qui  donne  100  livres 

Eout  la  charge  des  deux  branches  1  &  1  jointes  cnfem- 
le  ,  nous  n'avons  qu'à  prendre  la  dix-neuvieme  partie 
de  zoo  livres,  &  nous  aurons  10 +  77  livres  pour  l'excès 
de  la  force  avec  laquelle  la  branche  x  doit  être  tirée  ea 
haut.  La  branche  i  qui  n'eft  fujette  à  aucun  frottement 
s'eft  tendue  qu'avec  une  force  de  100  livres  ;  mais  comme 
la  branche  1  doit  foutenir  le  même  poids ,  &  qu'elle  doit 
de  plus  furmonter  le  frottement  fur  la  poulie  d'en  bas; 
il  efl:  néceffairc  qu'elle  foit  tirée  en  haut  avec  «ne  force 
de  110  tI  livres. 

Ce  fera  la  même  chofe  dans  le  paflage  de  la  branche  % 
à  la  branche  5  fur  une  des  poulies  fupérieures.  Il  faut  » 
à  caufe  du  frottement ,  comme  on  vient  de  le  voir  ;  que 
la  branche  x  foit  tendue  avec  une  force  de  ito  jf  livres, 
pendant  que  la  branche  i  ne  foutient  que  100  livres.  La 
tenfion  de  la  branche  3  doit  être  plus  grande  dans  le  même 
rapport  \  ainfi  elle  fera  d'un  peu  plus  de  1  xi  livres  :  il  faudra 
faire  une  augmentation  fembiable  pour  la  branche  4  qui 
fera  tendue  avec  une  force  de  Ijf  livres,  &  une  autre 
augmentation  enclore  proportionnelle  pour  la  branche  f  ^ 
qui  doit  être  tirée  avec  une  force  d'environ  149  H.  Ainfi 
la  puifTance  M  au  lieu  d'agir  avec  une  force  de  100  livres 
fera  obligée  de  tirer  avec  une  force  plus  grande  d'cnviroo 
une  moitié. 
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grand  rayon  =  3  ,  le  frottement  de  l'axe  «=  F ,  frot- 
tement qui  augmente  le  fardeau  Q  appliqué  au  petit 
rzyon  a.  C'eft  pourquoi  ce  fardeau  total  eft  Q  +  F 
qui ,   étant  rapportée  à  la  dilbnce  à   doit  être  <» 


•les  nombres  100  »  iio  f|,  15^,  .149  font  en  progret* 
fipn  géométrique  ;  ainfî  conDoiïïant  le  premier  &  le  fécond  « 
il  feroit  facile  d'avoir  les  autres  fi  on  ne  les  connoiflbic 
pas. 

Si  nous  voulons  tenir  compte  ,  non-CruIement  du  frotte<- 
ment ,  mais  en^re  de  la  roideur  des  cordes  »  on  doit  faire 
attention  qu^uiV  corde  de  6  lignes  de  diamètre  chargée 
d'an  poids  de  110  livres  ,  &  palTant  fur  un  rouleau  de 
)  pouces  de  diamètre ,  Qppofè  Une  réCf^ance  de  8  livres  » 
ainiî  qae  l'expérience  l'apprend.  Cela  pofé^  fuppo(bns  que 
les  poulies  de  notre  figure  foienc  de  4  pouces  de  diamètre, 

6  que  le  diamètre  du  cordage  eO:  de  4  lignes.  Si  nous 
multiplions  110  livres  par  6  lignes  =»~  pouce  9  nous  aurons 
^o.  Divifant  ce  produit  par  j  diamètres  du  rouleau  ,  le 
Tcfoltat  20  donnera  le  premier  terme  d'une  analogie  dont 
la  roideur  8  fera  le  fécond.  Je  multiplie  les  4  lignes  «n 

7  de  pouce  de  diamètre  qu'a  la  corde  de  notre  figure  pan 
les  110^  livres  qui  ferment  la  charge  des  deux  orancLes 
I  6c  2  jointes  enfemble  ,  9c  je  divife  le  produit  par  le 
diamètre  4  pouces  des  poulies,  le  réfulcat  eft  à  peu -près 
17  X  livres ,  &  c'eft  là  le  troifieme  terme  de  l'analogie  donc 
le  quatrième  7  livres  eft  l'effet  de  la  roideur  du  funin.    * 

Nous  avons  dit  ci*de/Ttts  que  la  branche  x  devoit  être 
tirée  de  bas  en  haut  avec  une  force  de  lio  {f  livres  à 
caufc  du  frottement.  Il  faudroit  donc  ajouter  7  livres  à 
cette  quantité  ,  fi  la  poulie  fous  laquelle  paffe  dette  corde 
étoit  foutenue  par  Ton  centre.  Mais  lorfqu'on  agit  fur  la 
branche  1  pour  vaincre  fa  roideur  8c  celle  de  la  branche 
1  ,  le  point  d'appui  eft  fituéau  poinc  où' la  branche  i  ren- 
contre la  poulie  5  de  forte  que  le  bras  du  levier  fur  le- 
quel on  agit  eft  alors  égal ,  non  au  rayon  ,  mais  au  dia- 
mètre de  la  poulie;  il  ne  faut  donc  ajouter  que  la  moitié 
de  7  livres  à  110  4?,  &  il  nous  viendra  environ  114  livres 
au  lieu  de  il8  (  livres  que  nous  trouverions  fans  cette 
attention  ,  pour  la  force  avec  laquelle  il  faut  tirer  en  haoc 


m 
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£ <?  j  de  forte  que  la  force  motrice  fera 

"i-P (Q  +  F).  Maïs  en  faîfant  la  maflc  du  cy- 

Undre  =  M  ,  fon  moment  d'inertie  fera  exprimé  par 

M  a  a 

5  &  cette  inertie  du  cylindre  étant  tranfportée  a 

M  ix  a 
la  diftance^  eft  =  — v-r^'  Mais  les  inerties  des  poids 

Qaa 
P&.Q  font  P-f-     . ,     $  donc  la  foiye  accélératrice 

a„=(p-^(Q+F)),(^*P+9lf) 


MtoHte 


la  branche  i ,  afin  de  vaincre  le  frottement  Se  la  roîdeoc 
de  la  corde  joints  eAfemblc.  La  branche  i  étant  tendue 
avec  une  force  de  114  livres»  la  branche  i  fera  tendue 
en  é^ard  au  frottement  &  à  la  roideur  da  cordage  par 
'Une  force  qu'on  trouvera  en  faîfant  la  proportion  loo: 
.Iia::li4:jf>  parce  que  dans  le  paflàge  de  la  branche 
a  à  la  branche  )  ^  la  poulie  étant  loutenue  par  fon  cen- 
tre ,  on  ne  doit  pas  faire  la  rédudton  dont  on  a  parlé 
ci^deflus.  Ce  qui  donnera  ijf.op  livres  pour  la  tenfion  du 
cordon  ).  Dans  le  pafTapre  du  cordon  3  au  cordon  4  >  il  faudra 
à  caufe  de  la  ppulk  mobile  embrafTéc  par  ces  cordons  ,  faire 
ia  proportion. -100  :  114  :  :  IH«99  *  ^t  le  quatrième  terine 
de  cette  proportion  fera  trouver  la  force  avec  laquelle  le 
cordon  4  ^oit  être  tiré  en  haut.  Cette  force  eft  d'environ 
lf4  livres.  Le  cordon  5  fera  donc  tiré  avçc  une  force  qu'on 
trouvera  en  faifaot  100  :  tiS^  ::  If4  :  x^^^iS»  à  peu- 
près.  Il  faut  donc  ,  eu  égard  à  tout^  que  la  puifTaoce  M 
ft/fe  un  effort  d'environ  i8i  livres. 

Il  eft  aifé  de  fcmir  qu*il  faut ,  autant  qu  il  eft  polTible ,  em« 

ployer  des  cordes  d'un  petit  diamètre  &  les  plus  fouples  que 

l'on  peut,  fiictlicerlemouveAient  des  poulies  &  augmenter  leiir 

diamètre  «  autant  qu'on  le  peut,  fans  rendre  leur  pefanteur 

.noiCble. 
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[Pi— tf(Q  +  F)]i      ^ 

•  Donc  en  faifant  la  vîtefle 


+  P*i-j-  Qaa 


1 

du  findeau  =  v  ,   l'efpace  parcouru  =>s  x ,  on  aura 

[Pi  — tf(QH-F)]* 

fc^,    ^  [PJ  — tf(Q+F)]J 

^c<lonncv»=4*«.j^^^^p33:^Q— «Sil'on 

«ippofe  le  tems de  la  montée  t<^S, ,  il  viendr» 

Si  le  £irde«u  Q  eft  fuppoCé  —  ô.  Ton  ^ura  la  vitefle 
/rgx(Pbh  —  Tab)  -I 

du  cylindre ,  eu  égard  à  fon  inertie  &  au  frottement. 

Des  corps  qui  Je  meuvent  dans  les  fluides. 

95.  Problème.  Trouver  la  réfifiance  des  foïides 
de  révolution  qui  fe  meuvent  dans  un  fluide  voT" 
fait.  Soit  A  D  (  fig.  75,  )  la  courbe  qui  par  fa  ré- 
volution autour  de  Taxe  A  B ,  engendrera  le  folide 
de  révolution  que  nous  fuppoferons  fe*  mouvoir 
dans  la  direction  BA ,  ic  fuppofons  MT  parallèle  à 
BA.  Ayant  mené  la  tangente^ m,  conftriût  le  rec- 
tangle /wT/iM,  je  tire  mt  perpendiculaire  fur 
M  T.  Cela  pofé  fi  MT  exprime  la  réfiftance  du 
fluide  9  par  rapport  au  point  M ,  il  eft  vifibîe  qu'on 
peut  décomporer  cette  force  en'  deux  autres 
T/n  ,  /R  M.  Mais  M  m  ,  étant  la  force  par  laquelle 
le  fluide  tendra 'â  gliiïer  !e  long  de  la  tangentte 
toM,  n'altérera  pas  le  mouvement  .de  Télç- 
ment  M  m ,  qui  ne  fera  altéré  que  par  la  force 
T;»ss=/3M>  perpendiculaire  i  la  tangente  M /n* 


432  Cours  de  Mathe'matiques* 

Dccompofant  /wTenrT&rm,la  force 
r  f72  fera  détruite  par  une  force  contraire  &  op- 
pofée  ,  qui  agira  fur  le  point  P  ,  &  la  feule 
force  r  T  pourra  retarder  le  mouvement  du 
folide.  Suppofant  M  T  c=  i.  ,  M  m  ==  d  s 
(qu'on  peut  regarder  comme  un  arc  infiniment 
petit  de  la  courbe  ,  ,qui  fe  confond  avec  fa  tan- 
gente )y  m  t  =:dy  (carmr=/7M  =  dy ,  e0 
Faifant  tf  c  =^  ) ,  Mr  =  t/j:,  les  triangles  rec- 
tangles femblables  MmT,  M/izr,    donneront 

d  s:  I  :  :  dy  :T  m==  -f-^  Mais  les  mêmes  trian- 

clés  donnent  TM=i  :Tm=-^  ::  -^  :  Tr=: 
°  à*       as 

j--^  Maintenant  fi  on  conçoit  que  les  filets  du 

fluide  aillent  choquer  l'arc  m  M  parallèlement  â 
Taxe  A  B,*il  eft  vifible  que  le  nombre  de  ces 
filets  fera  égal  à  celui  des  filets  qui  pourroient 
.choquer  M/?  =2</j',  fi  l'arc  m  M  croit  anéanti  (*); 
donc  le  nombre  de  ces  filers  eft  proporrionnel  à 
dy\  donc  en  multipliant  T  t  par  dy  ,  on  aura  la 
f(3rce  que  le  fluide  exerce  fur  l'élément  m  M  , 
dans  la  c^reâion  de  l'axe  \  donc  cette  force   fera 

repréfeifttée  par  -r^*  Si  r  repréfente  le  rayon  d'un 
cercle  -dont  la  circonférence  foit  c ,  — •  — — 


.  ex- 

is 


(^)  Car  d  le  dîanaècre  d'une  particule  de  flatde  eft  la 
centicme  partie \  par  exemple»  de  ^^,  iy  vaudra  loo^ 
en  fappofant  qae  les  parties  fe  touchent  s  i\  elles  font 
également  diftantes  Tune  de  Tautrc  ,  leur  nombre  fçra 
néanmoins  proportionnel  à  ij, 

.     ,  primera 


«■«■«■■■iaMa* 
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[irimera  raâion  du  fluide  fur  la  zone  décrire  par 
a  révolution  de  Mm  autour  de  l'axe  A  B.  Mais 
(i  on  fuppofe  que  le  mobile  fe  meuc  dans  le 
fluide  avec  la  vicefTe  qu'on  a  fuppofée  au  fluide» 
&  que  celui-ci  foit  en  repos ,  le  mouvement  que 
communiquera  (  i  chaque  inftant  )  le  mobile^  aa 
fluide  pourra  évidemmenr  erre  exprimé  par  la 
même  formule  ;  donc  la  rc(i(lance  qu'éprouve 
un.  folide  de  révolution  qui  fe  meut  dans  un 
fluide  parfait»  dans  la  direâion  de  fon  axe  efl: 
cydy^ 

rds"- 

Exemple  I.  Soit  la*courbe  AD  une  demi-pa- 
rabole dont  l'équation  foit  2.  a  x=yy  i  on  aura  ds^ 

^ix^+dy^=^^{da+yy),   &  S.  ^^ 

ua  ras* 

^      ydy        caa  caa    ^    ,*     '  \   .    i- 

=  ^.  •  = •  L,(fltf-f-y  y)-+-C. 

awhyy       r  r  ^ '^ 

pour  déterminer  la  conftance  G  »  je  remarque  que 
l'intégrale  doit  s'évanouir  lorfque  ^  =  o  j  donc 

Csss •  L.^a,  &  rintégrale  complette  eft 

Exemple  II.     Si   on    fuppofe   que   A  D    eft 
l'arc  d'un  cercle  dont  l'équation  foit  aa^^yy  =s 

XX ,  on  aura  i/ j  =  — ^ ,  &  en  fuppofant  r^sssa  y 

Tclément  de  la  réfîftance  du  folide  fera--=^ — —^ 

c=  "-T  j'  d  y  "^  ~y  ^  4  y  9  en  fubftituànt  la^va- 
Tome  r.  '  Eè  ^ 
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leur  de  **  }  donc  la  réfiftance  fera  f-  —  — , 


ta        4a 


Si  l'on  fuppofe  «  =a  o  ,  ce  qui  donne  j'  =  « , 
la  téfiftance  de  rhémifphère  &  par  conféquent 
celle  de  la  fphére  entière  (  car  rhémifphère  pof- 
térieac  n'a  aucune  réûftance  à  vaincre  )  fera  =» 

—  ,  laquelle  n'eft  que  la  moitié  de  celle  d'un  de 

fes  grands  cercles. 

Exemple  III.  Soit  B  D  =  r  =  i  le  demi- 
petit  axe ,  A  B  =  a  le  demi-grand  axe  d'une 
ellipfei  l'on  aura  aay"^  ^zaa  —  xx,  aaydy 
B=a xix  ^a^-y^dy  *  =s*^</jf  S  i*  '  =3 

____,  <ts     -^    y     rt-     ,_^y 
•  i-yy  • 

cy  dy  —  cy^dy 
la  difFcrentielle  de  là  réfiftalice  fera  — ,  .  ^,^^ — 

«  i-.  (.J^fZi^L  _j,  rf^  (*)  V  à  caufe  de  g^ 
i  =sa£Zj   dont  Tintcgrale  en  faifant  L.  (  i 


Lorfque  ^  ==  i  >    cette  intégrale  devient  — —  x 


(  *  )  Oa  trouvera  facilemcot  que  le  premier  membre  de 
réqoation  eft  égal  au  fécond  en  réduifant  ^'  ydy  en 
une  fradion  dont  le  dénominateur  foit  l  +  Hy^  •  * 
en  faifanc  attention  que  a«  s  gf  +  !• 


/ 


'' 
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Cm- 

L.  tf  -—  —  qui  eiprime  la  réfiftance  de  Tellip* 

foïde  entier.  On  n'a  pas  ajouté  de  confiante  parce  | 

que  le  logarithme  hyperboliaue  de  i  étant  s=:  o ,  j 

rincégrale  devient  =s  o  lorfque  y  =a  o  ;  ainû 
que  cela  doit  être.  Si  B  A  étoit  le  fécond  demi* 
axe ,  Ton  auroit  !>*«,  ^  gg^=r=aa  —  i,  fecoit 
une  quantité  négative,  de  force  qu'il  faudroic 
changer  le  (igné  du  fécond  terme  de  Tintégrale 
qui,  pour  le  cas  de  la  reddance  dii  folide  entier  , 

donneroît  •« —  L,  a  H • 

g  ♦  ^gg^ 

Exemple  IV.  Soit  DAP  (fig.  7^)  la  feftion 
d'un  cône  droit,  dont  iç  rayon  D  B  de  la  bafe 
foitr=aj&  lecôtéD  A  sasi.  Ayant  tiré  la  ligne 
TC  perpendiculaire,  &  M  ^  parallèle  àDB,  les 
triangles  femblables  A  M  ^ ,  A  B  D  donneront* 
BD=tf:AD  =  *::Mtf  =«V:M  A  =  j  =a 

7- }  donc  J  j  =  — :^  ,  &      .   ,     =    ,,  ^  dont 

l'intégrale  s= — ^  >  exprime  la  réfîftance  du  co* 
ne  M  A  r.  Et  fi  l'on  fait  y  ^=^a  ,  h  réfiftance  du 
cône  entier  DAP,  fera  =  -—  =s  —  -4»  Or  ^ 

étant  plus  petit  que  *  >  TJ  -<  M  .^^^^  ^^  réfiftance 

qu'éprouve  le  cône  eft  plus  petite  que  celle  qd'é- 
prouveroit  fa  bafe ,  réddance  qui  feroit  repréien- 

tée  par  —  ,  &   les   réfîftances  du  cône  8c  de  fa 

bafe  font  entr'elles comme  i^  •  <  ::  aaiih,  c'èft^' 

£e  X 


«AMtoHb 
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i-dire  comme  le  quarcé  du  rayon  de  la  bafe  eft 
au  quarré  du  côté  du  cpne.. 

Si  Ton  fuppofe  un  cône  droit  (  fig.  77  ) 
înfcrir  dans  un  hcmifphère  ,  le  triangle  rec- 
tangle ifocelle  D  A  B  donnera  D  A  =  ^  ^  =a 
2.  D  B  ==  1  tf  *  ;  donc  alors  ^  =  i,  &  la  refit- 

tance  qu'éprpuve  le  cône  devient  =  -f  ,  la  même 

que  celle  qu'éprouve  rhémifphère  D  A  P ,  ce  qui 
mérite  d'être  remarqué. 

9*,  Problème.  Entre  tous  les  cônes  droits  tron^ 
qués  de  mime  bafe  ïihb  j  &  de  même  hauteur  BP» 
décrits  par  le  trapèze  V  pDB  autour  de  taxe  B  P 
(fig.  78)5'  qui  fi  meuvent  parallèlement  à  cet  axe  , 
trouver  celui  de  la  moindre  réjîjtance.  Ayant  pro- 
longé le  côté  D/r  j  jufqu'â  la  rencontre  de  Taxe 
en  À ,  je  mène  P  x«  &:  B  M ,  perpendiculairement 
IDA.  Cela  pofé ,  nous  Tavons  que  la  réCftance 
de  la  furface  décrite  par  A  D  eft  à  celle  de  la  bafe 
comme  le  quarré  aaàw  rayon  de  la  bafe  eft  à  ^  & 

quarté  du  côté  D  A ,  ou  comme  D  M  :  D  B  ,  a 
caufe  des  triangles  femblables  DBA,  D  M  B.  De 
même  la  rëÇftance  du  petit  cône  p  h.a  fera  à  celle 

4<5.  fa  bafe  comme /'/Tz  :  P^  ;  donc  P  m  différence 

des.quarrés  ^  p  Sep  m  exprimera  la  différence 
entre  la  réfiftance  de  la  bafe  de  ce  cône  r  A  ^ ,  &  du 

cône  lui-même  ,  tandis  que  D  M  exprime  celle 
du  cône  dont  le  côté=  D  A.  Maintelhant  il  efl 
vifible  que  la  réfiftance  de  notre  cône   tronqué 

fera  un  minimum  fi  U  M  -h  P  /tî  eft  un  mini-» 


i 
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mum  :  car  cette  réiiftatxce  ieta- d  aacant  plus  petite 


•Al 


que  la  fomme  de  DM  &  deP  /»  fera  plus  pe- 


•-1 


tite ,  puisque  DM  H-  P /«  eft  comme  la  réûC- 
tance  totale  (*).  Mais  fi  Ton  mène  P/2  parallèle 
a  Hp  jafqu'â  la  rencontre  de  B  M  en  ;z  >  on  aura 

M/2  =  P;7z,  &  D/2  =  DM  H-P/7Z  idoncD/2 
&  par  conféqaent  D  n  doit  être  un  minimum. 
Mais  à  caufe  de  P  /2  parallèle  à  D  A  ,  l'angle  B  72  P 
eft  droit  ;  donc  il  eft  placé  fur  ta  circonfcrencd 
du  diamètre  B  P.  D'un  autre  côté  la  plus  courtei 
ligne  qu'on  puilTe  mener  d'un  point  D  à  une  courbe  , 
eit  la  perpendiculaire  ,  ainii  qu'on  Ta  vu  dans  la 
première  Section  j  donc  D  /z  eft  perpendiculaire 
au  demi-cercle  B  /z  P  ;  elle  paffe  |^  conftquenc 
par  fon  centre  C  ,  &  Ton  a  C  ;?  tSC  P.  Mais  à 
caufe  Aqs  parallèles  D  A  ,  /i  P ,  les  triangles  DC  A  > 
nC^  font femblables \  ainfi  puifque  le  def mec 
donne  C  /i  =  C  P ,  le  premier  donnçra  C  D  =3 
CA  ;  c*eft-à-dire  qu*on  trouveta  la  hauteur  da 
c&ne  entier  ,  en  menant  D  C  par  le  point  D  ,  & 
par  le  milieu  C  de  la  hauteur  du  cône  tronqué  , 
&  prenant  C  A  =  C  D* 

97.  Problème.  Entre  tous  Us  folides  dont  ta 
bafe  a  pour  rayon  DC  ,  engendrés  par  ta  révolu* 
eion  iune  courbe  D  A  autour  de  taxe  C  B ,  déter* 


^ 


(  *  )  Car  fi  a  exprime  la  réfifVance  du  cône  doue  A  D 
eft  le  côté  ^  b  \z,  réfiftancc  de  la  bafe  fupérieure  du  côt>e 
troaqué ,  c  celle  da  pecic  cône ,  a^b  —  c ,  fera  celle  du 

cône  troDqaé  ,   laquelle  en  faifanc  ds=*DM,3  —  tf=i% 
Pm  j  dcviendioit  DM  -h  Pm* 

Ee  5 
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min€r  celui  dont  la  rifijtanct  dans  le  fens  de  Faxt 
ejl  un  minimum  {fig*  79  )•  Confîdérons  les  zones 
engendrées  par  les  arcs  A  M  &  M  G ,  (i  Ton  fup- 
pofe  que  la  première  reçoive  une  augmentation 
dans  fa  réfiftance  ,  il  faut  que  la  féconde  reçoive 
une  diminution  égale ,  fans  cela  la  réfiftance  fur 
la  zone  entière  engendrée  par  l'arc  G  Anefauroit 
être  un  minimum  \  ce  qu*on  vient  de  dire  par  rap- 

f)ort  à  cts  deux  zones  doit  s'entendre  de  toutes 
es  autres  zones  prifes  deux  â  deux ,  &  lorfqu'el* 
les  auront  cette  propriété ,  la  furface  entière  en« 
gendrée  par  la  courbe  ,  aura  évidemment  la  pro- 
priété du  minimum.  Revenant  donc  aux  deux  zo- 
nes dont  nous  venons   de  parler,  je  différencie 

Texpiremon  ék  \    de  la  première  >   en    faifanc 

feulement  varier  dx  [  c'eft-â-dire ,  que  je  regarde 
dy  auflî  -  bien   que  y  comme  confbns  )  >  ce  qui 

me  donne  — r^   .  .  ^  '   '  /  •  Mais  alors  la  zone 

fui  vante   doit  donner    pour  la  différentielle  de 

fa  réfiftance ,  Texpreflion  H ILJL    p^^. 

ce  que  la  hauteur  F  R  des  deux  zones  étant  fup- 
pofée  ne  pas  varier  ^  lorfque  la  hauteur  de  la  pre- 
mière augmente  de  la  quantité  ddx^  celle  de 
la  féconde  diminue  de  la  même  quantité  j  donc 

xcdxddxy  iy^  le ixdixy  dy * 


r  ds  ^  rds^ 


ou 


ydxdy^       yàxdy^  «,  . 

■   ,   ^  -  —         —  =  o.    Maintenant   quoique 
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^ ^ L-l 

icixiixfdy^  ^  .  •/•/•• 

; —  ■   ■    foie  une  qQanncéinhmment  petite  9 

rds^  t 

rien  n*empcche  <]a'eala  divifant  par  — ^—  »  elle 

ne  devienne  une  quantité  finie  telle  qu'on  voudra (*}} 
&  parce  que  nous  pouvons  fuppofer  que  toutes 
les  zones  éprouvent  des  variations  égales  par  rap- 
port à  leurs  réfiftances ,  les  unes  en  plus  les  au- 
tres en  moins  alternativement  ,  nous  pourrons 

faire  ^— -j — —  =  a  ,  quantité  conftante  ;    donc 

ydy^  dx=:ads^=iadx^^ia éx ^dy*'+' 

a  iy  ^.  Suppofant  maintenant  d  x^=^ >  fubC- 

ticuant  cette  valeur  dans  l'équation  qu'on  vient 
de  trouver ,  divifant  enfuite  par  ^dy^  Se  multi-  • 

pliant  par  tf ,  on  aura  j^  =  ^ — h  1  î  H •  •  -(A), 

7  (f  y 
Snbftiruant  dans  dx=^  - — -  ,  la  valeur  de  dy 

a  ^ 

prife  de  l'équation  A  ^  &  en  intégrant  3  on  aura  x 

=  ^-^  ■+■  ^-*  —  û  L.  j,...  (B).  Si  dans  l'équation.A 

l'on  faites  o  9  on  aura  en  multipliant  par  ^  8c 
par  tf  fl ,  :f  +  •+•  2  tfa:[:f-4-^^  =  Q,  d'où  l'on  tire 
\:[  ^  aa  =i  o  j  :(:[  zss^^aa  &:f=:\/  —  aa  , 
quantité  imaginaire  qui  fait  voir  qu'on  ne  peut  fup* 
pofer^=:o  ,  &  que  la  courbe  n&  rencontre  pas  fon 
axe.   Si  l'on  fuppofe  rf  j^  =  o  ,  ce  qui  indique  la 

{^)  Cela  aura  lieu  en  foppofant  iiddx  une  valeur  con- 
venable. 

Ee  4 
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X  T  T  s  T 

plus   petite   ordonnée  B  Â  ,  on  aura  - 


aa 


xdr— i  =  o,  dou  Ion  nre:f^-l-f<z  ^tf  ç 

:f  =  <2\/j ,  à  Torigine  B  des^  &  des  x.  Subftituanc 
cette  valeur  de  :[  dans  celle  des^  ,  on  aura  pour 
la  valeucde  la  plus  petire  ordonnée  ^  = -j^  ^  \/  y. 

Maintenant  fi  nous  fuppofoiTs  qu'on  prenne  :f 
dans  un  logarithmique  m  b ,  telle  que  Tordonnée 
B  b  foit  =  û  \/  y  &  qu'on  prenne  les  abfciires  B  T 
pofitives  »  tandis  qu'on  prend  les  abfcitTes  B/?  ne* 
gatives  ,  on  aura  L.  û  y  y  =  o ,  &  à  l'origine  A 
de  la  courbe,  ou  :f  =  û  \/  y,  l'on. aura  L.  :f  =  o, 
ce  qui  arrivera  lorfque  x  fera  =  6^  doncrcquation 

(  B  )  donnera  dans  ce  cas  x  = H ,  quan- 

tité  qui  doit  ctre  =  o ,  puifque  x  =  o.  Mais  alors 
:j  =  fl^  y  j  donc  cette  quantité  deviendra h 

—  =: 1 = — •  Ilfautdonc  ajouter  une  con- 

ftante  C  à  l'intégrale  B ,  &  cette  confiante  doic 
ctre<=  —  —  • 

I  z 

m 

Maintenanr  fi  nous  fuppofons  ,  que  la  fou- 
tangente  de  la  logarithmique  m  a  foit  =  B  r  Se 

que  B  i  foit  =  ^  j  S.  —  =  a  L.  ç  fera  =  B  T , 

lorfque  l'on  fera  B  N  =  T  /72  =  :f ,  &  qu'on  pren- 
dra  les  logarithmes  dans  la  log.-^rithmique  mb. 
Cela  pofé  pour  conftruire  la  courbe  A  D  ,  je  prends 
B  A  =  -,-  a  y'y ,  en  faifant  B  r  =  ^7  j  a  eft  arbitraire. 
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Je  fais  enfuite BN=T;72  =  î,  je  fais  rabfcifle 
BC=a:  =  1^+  ^  _  1^  _  BT,  &  l'ordon- 

née  correfpondante  CD=jK==^  +  ^î+*r'' 

&  j'ai  le  point  D  de  la  courbe  ,  on  trouvera  de 
même  cous  les  autres  points  de  la  même  courbe  » 
dont  l'origine  eft  en  A  (  *  ). 

Remarque.  Si  Ton  mené  la  ligne  t  c  y 
elle  fera  parallèle  i  la  tangente  G/z  au  point  G 
de  la  courbe  ,  trouvé  en  fuppofanc  la  quan- 
tité correfpondante  i  =  Bc  :    car   l'équation 

^  d  y 
d  X  = donne  dy  =  /G  :  d  x  =s  /M  :  :  a 


(*)  Si  lordonnée  DC  dclabafe  cft  fuppoféc' détermi- 
née y  ainfi  qae  Tannonce  le  Problème,  quelle  foit  de  dix, 
pieds  >  'par  exemple  ,    on  doit  prendre  n  &  { ,  tels  que 

Ton  ait  y  =«  10  pied»  «» -H  x  ?  4-  — •  Si  Ton  fait 

aa  ^         l 

tf  =  I  pied,  on  trouvera  ^  par  la  réfolution  de  Téquation 
f*  +  2Ç|'  —  io7-|-'==o»  q*^i  cft  du  quatrième  degré  , 
ic  alors. on  aura  tacitement  la  valeur  de  BC  =  x  ,  ou 
la  hauteur  du  folide.  Si  Ton  veut^ue  CD  foit  de  lo  pieds 
é  pouces  ,  on  n*aura  qu*à  fuppofer  :f  de  deux  pieds  »  8c 
tf  «=»  1  pied. 

Si  •  ou  vouloir  conftruire  la  courbe  fans  employer  la  Jo- 
garithroiquc^  on  fcroit  attention  qu'au  point  A  de  la  courbe 
{  cft  «=  <i  V  T>  ^^  ^l^i  donne  pour  la  valeur  de  x  dans  ce 

S  ^ 
point aL.  (41V13)»  tandis  qu'on  doit  trouer  o  j 

on  ajouceroit  donc  à  l'intégrale  B  ci-dcHus  qui  repréfente  la 
valeur  de  x ,  une  conftante  C  ^^  aL,  a  ^  y  —  rr  ^  y  ^ 
l'on  chtrcheroit  enfuite  pour  chaque  valeur  de  ^  «  la  valeur 
de  y  &  de  X  ;  mais  comme  les  logarithmes  dont  on  doit 
faire  ufage  font  les  hyperboliques  ,  on  pourra  facilement 
les  trouver  par  le  moyen  des  tabulaires  comme  nous  l'avons 
cnfcigné  dans  la  première  fcâion  (n''.  14  )• 


^»^ 
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ss=:  B  r  :  ^  =  B  c  ;  de  forte  que  les  cotés  qai 
comprennent  les  angles  droits  des  triangles  G/M  , 
r  B  r  »  étant  proportionnels  ,  ces  triangles  font 
femblables ,  &  l'angle  /G  M ,  qui  e(l  cenfé  le 
même  que  celui  que  forme  la  tangente  G  n  avec 
'lordonnée  »  eft  égal  à  l'angle  Btc;  ainH  Gn 
Se  T  €  font  parallèles.  Par  la  même  raifon  ih 
eft  parallèle  i  la  tangente  au  point  A  de  la  courbe 
qui ,  fe  trouvant  entre  les  tangentes  &  Taxe  » 
tourne  ,  fa  concavité  vers  cet  axe. 

En  prenant  les  :[  plus  grands  que  B  ^ ,  on  dé- 
crit la  branche  A  D.  Mais  en  prenant  les  ^  plus 
petits  que  B^  on  décrira  la  branche  A  V,  de  la 
même  courbe  qui  ^par  conféquent  aura  un  point 
de  rebrouffement  en  A.  Si  Ton  fait  B  k^=p  tr = 

Bp 
^ ,  on  prendra  —  pour^L.  :f  ,  &  l'on  aura  Bp  =3 

izL.  :[,  &  au  lieu  de  fouftraire  cette  dernière  quan- 
tité on  l'ajoutera }  parce  que  Bp  étant  négatif , 
il  faut  changer  le  figne  —  en  -f- ,  &  les  tan- 
gentes de  la  branche  A  V  étant  parallèles  aux  r  A  „ 
elle  tournera  fa  convexité  du  côté  de  l'axe. 

98.  Si  l'on  fait  tourner  la  branche  A  D  autour  de 
fon  axe  >  elle  engendrera  un  folide  qui  aura  la 
propriété  que  demande  le  problême.  Il  en  fera  de 
même  fi  l'on  fait  tourner  la  branche  A  V  j  on  em- 
ployera  cette  dernière  branche ,  fi  Ton  veut  avoir 
un  folide  qui  fous  même  longueur  ait  plus  de 
folidité.  Si  l'on  vouloit  donner  la  figure  de  l'un 
des  folides  dont  nous  venons  de  parler  à  la  proue 
d'un  vaifieau  on  pourroit  pour  la  rendre  poin- 
tue  j  lui  ajouter  la  figure  conique  que  formeroit 
la  tangente  A^^  (  au  point  A  )  parallèle  i  tb  y 
par  fa  révolution  autour  de  la  ligne  CN« 
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99*  Problème.  Si  un  corps  m  Je  meut  dans  un 
fiuide  parfait  dont  la  denjitéjbit  s=5D  ^  trouver  une 
équation  qui  contienne  le  rapport  entre  Fefpace  par* 
couru  &  la  vîtejfe  reftante.  Suppofbns  que  la  fur- 
face  g  repréfence  la  furface  plane  qui  éprouve- 
roic  la  même  réAftance  que  la  furface  du  folide  » 
en  fuppofanr  que  la  vîtefTe  de  ceçce  furface  fûc 
égale  a  celle  du  folide  ,  &  repréfencons  la  vî« 
telfe  du  mobile  par  u  ,  ce  mobile  pouffera  cha- 
que  couche  infiniment  mince  du  fluide  ,  avec 
un  effort  exprime  par  ^  D  ^^  (  *  )  ,  &  la  dimi- 
nution de  fon  mouvement  fera  comme  le  pro^ 
duit  de  ^Dji^  par  le  nombre  des  couches  qu'il 
rencontrera  ^  lequel,  eft  proportionnel  à  Tef- 
pace  ds  qu'il  parcourt.  On  aura  àonc  glDuds^^^ 
—  m  du:  on  donne  le'figne  —  à  du^  parce  que 

Tefpace  augmentant  u  diminue  y  ainfi = 

— —,  &  en  intégrant  &  ajoutant  une  conftante  L.  A^ 

il  vient =  — L,  a-t-L.  A  (la  quantité  A  doit 

être  égale  à  U  vîteûTe  primitive  avec  laquelle  le 
corps  m  a  commencé  à  fe  mouvoir  ).  Donc  - — • 

a_tA|.£D*  tA  ,  , 

e=  L.  —  y  oc L.  e  =  L.  —  ,   e  étant  le  nom- 

-•  '  u  '  m  u 

bre  dont  le  logarithme  hyperbolique  =  i  ;  ainfi 


(*)  A  caufe'que  li  couche  du  fliridc  cft  foppoféc  in» 
fimment  mince  »  die  efl  ccnfée  jxcovoir  tonte  la  vitcffe 
iiâaeUe  i\x  mobile* .  " 
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*  /»  z=:—y8cu=  —-- . . . .  C  A ) ,  équation  qui ré- 

e    m 

fout  le  problème. 

loo.  Problème.  Suppofant  quun  corps  mji  meut 

dans  un  fluide  parfait  dont  la  dcnfité  =  D  ,   trou^ 

ver  la  relation  entrç  Ve/pace  parcouru  ^  &   le  tems 

employé  à  le  parcourir  ^  u  étant  la  vîreflTe ,  t  le  tems, 

s  refpace.    On  a   u  dt  ^=^ds  ;  donc   Téquation 

gl)  u  ds==^  —  mdu  trouvée  dans  le   problème 

précédent ,  deviendra  gD  a^  d  t  =  —  md  Uy  eu 

g\>it  du     ^      .     ,  «       * 

2 = — — •    En   mtegranc   &  ajoutant  une 

A.  g^^  '  ï         A — «     . 

conltante ,  on  aura  ^ —  = r  = >  A 

'  m  «         A  Atf 

étant  la  vîtefle  primitive  du  mobile.  Si  Ton  fubf- 
tirue  la  valeur  de  a  trouvée  dans  le  problème 

gJDs 

m 

#     f  1  g^^  ^  — '         fr%\     l 

précèdent ,  on  aura  - — ■  =  — r— . .  •(B)>  équation 

m  A 

qui  réfout  le  problème. 

Si  un  corps  cylindrique  donc  la  hauteur  eft 
c=A  &  la  bafe=:^,  le  meut  dans  un  Huide 
de  même  denfité  »  &  dans  la  direâion  de  fon 
axe  ,  on  pourra  fubftituer  A  D  ^  au  lieu  de  m  j 
&  lorfque  Tefpace  parcouru  s  fera  égal  à  la  hau« 

leur  h  y  on  aura  ^^=  i ,  &  l'équation  A  (du 

m 

A 

problême  précédant  )  donnera  u  ==»  —  :  on  au- 

,y.gTyt       e— i      ^g  .     gT>    i     I        • 
ra  aulu  - — ■  =  — -— •    Mais  -^ — ,  ^=^-r  i  donc  t 
m  A  ut  à  '    '        ' 
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t 

=  h. •  Soit  h  =  6  pieds,  fi  A  eft  une  vî- 

tefle  capable  de  faire  parcourir  10  pieds  par  fé- 
conde ;  comme  c  =2  1.  71818  ,  à  peu-près ,  x:^n 

aara  u  = •  ==  ? .  0  ,  en  s  en  tenant  a  une 

décimale ,  c'eft-à-dire ,  que  la  vîteflTe  reftanre  pourra 
faire  parcourir   au  corps  environ  5.  6  pieds  par 

féconde.  L'équation  t  s=s  k.  — — •  donne  dans  ce 

cas  r=  I.  03097,  en  s'en  tenant  à  cinq  déci- 
males, c'eft- à-dire,  que  le  mobile  aura  employé 
«nviron  1,05097  fécondes  de  tems  a  parcourir 
Tefpace  h  ovl  fa  longueur. 

A 

On  peur   remarquer  que  l'équation  u  =:  — 

fait  voir  que  (i  plufîeurs  cylindres  de  même  ma- 
tière fe  meuvent  dans  un  fluide  de  même  den- 
fité  &  dans  la  diredion  de   leur  axe   &   qu'ils 

{Parcourent  chacun  un  efpace  égal  a  leur  longjueur, 
es  vîteffes  reftantes  font  égales  aux  vîceffes  primi- 
tives divifées  par  e  ,  &  par  conféquent  ces  vîteffes 
feront  proportionnelles  aux  vîteUes  primitives* 

De  t  Hydrodynamique. 

101.  La  théorie  de  l'équilibre  &  du  mouve- 
ment des  fluides  eft  fi  intérelTante  que  nous  fom* 
mes  perfuadés  que  nos  Lefteurs  feront  bien  ai- 
fes  que  nous  donnions  ici  en  peu  de  mors  les  prin- 
cipes généraux  de  V hydrodynamique  ,  c'eft-à-dire  , 
de  l'hydroftatique  &  de  l'hydraulique.  VhydroJ^ 
tatique  eft  cette  fcience  qui  traire  de  l'équilibre 
des  fluides  ,  X hydraulique  au  conrraire  rraire 
lie  leurs  mcmvemens  >  de  leur  aâion  &  de  leur 
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tendance.  Nous  avons  déjà  parlé  de  l*aâion  Se 
de  la.  réfiftance  des  fluides  ,  difons  aufli  quel* 
que  chofe  de  leur  équilibre  &  de  leur  mouve- 
ment. 

La  direâion  de  la  gravité  étant  perpendicu- 
laire   i    l'horifon  ,    i^.  Si    un    fluide    contenu 
dans  un  vafe  a  fa  furfàce  parallèle  à  l'horifon, 
toutes  les  particules  qui  compofent  les  couches 
ou  tranches  horifontales,  &  tout  le  fluide  feront 
en  équilibre,  t^.  Il  eft  viHble  que  tout  le  fluide 
contenu    dans    le   vafe   AHDr(fig.   80)   & 
celui    qui  pourroit   ctrç  contenu    dans  le  vafe 
B  C  G  E ,  doivent  être  en  équilibre  ,  en  fuppo* 
fant  que  la  ligne  Â  B  £  F ,  eft  parallèle  à  Thoriion  , 
&  que  par  conféquent  le  fluide  contenu  dans  les 
vafes  communiquans  ÂBC^,  EGCitHDF  fera 
en  équilibre  lorfque  la  ligne  A  F  fera  une  li- 
gne de  niveau  ou  parallèle  a  l'horifon.  De  la  on 
peut  conclure  que  la  preflîon  des  fluides  fiîr  une 
même  bafe  parallèle  à   l'horifon  efl:  proportion- 
nelle i  la  hauteur.  Car  (î  on  mène  là  ligne  a  C 
parallèle  à  l'horifon   Se  que    l'on  fuppofe  que 
AaCP  repréfenre  un  tube,  il  eft  évident  que 
tout  le  fluide  H  A  P  C  G  E  F  D  H  fera  en  équili- 
bre  ;  donc  la  preffion  des  deux  parties  AaCB  ^ 
fi  CG  E  F  D  H  iur  la  même  bafe  C  a  fera  la  même. 
Il  eft  é\cident  d'ailleurs  que  la  preflîon  des  fluides 
hétérogènes  qui  ont  même  hauteur  &  qui  fonc 
contenues  dans  des  tubes  cylindriques  eft    pro- 
portionnelle à  la  denfité  ou  à  la    gravité   fpéci- 
fique  de  ces  fluides  5c  d  la  grandeur  de  la  bafe  ; 
de  forte  que  fi  la  gravité  fpccifique  d'un  des  flui- 
des eft  double  de  celle  de  l'autre  ,    la  preflîon 
qu'exercera  le  premier ,  fera  double  de  celle  du 
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feconcl  y  mais  (1  de  plus  la  bafe  devient  ttij^le^ 
la  preflion  doit  devenir  triple.  En  générai  la  pref- 
•fion  fera  en  raifon  compofée  de  la  bafe  ^  de  la 
hauteut  &  de  la  gravire  fpécitique  des  (laides  ; 
&  les  fluides  hétérogènes  feront  en  équilibre  dans 
les  tubes  communiquans  ,  lorfqu'ils  auront  àes 
hauteurs  en  raifon  inverfe  de  leurs  gravités  fpé- 
cifiques. 

On  peut  conclure  des  'pririjcipes  cî-deflu$  >  que 
fi  un  folide  eft  plongé  dans  un  fluide ,  la  preflion 
relative  qu'exercera  ce  fluide  fur  le  folide  pour 
le  repouffer  fera  égale  au  poids  d'un  pareil  volu- 
me de  fluide.  Car  fi  on  fuppofe  qu'un  pareil  vo- 
lume de  fluide  de  même  figure  vienne  â  occu- 
per la  place  du  folide,  tout  le  fluide  fera  en  équi- 
libre, ce  qui  ne  pourroit  arriver  fi  le  poids  de  ce 
fluide  n'étoit  égal  à  la  preflion  dont  on  vient  de 
parler  ^  ainfi  un  corps  plongé  dans  un  fluide  fera 
repouifé  en  haut  avec  une  force  égale  ^u  poids 
d'un  pareil  volume  de  fluide  >  &  s'il  efl:  ipéci- 
fiquement  plus  péfant  que  le  fluide ,  il  perdra 
une  partie  de  fon  poids  ^ale  à  la  péfanteur  d'un 
pareil  volume  de  fluide.  De  plus  les  preffions  ho- 
rifontales  du  fluide  fe  détruiront  mutuellement 
&  leur  effet  fe  réduira  à  preffer  le  corps. 

Delà  on  peut  conclure  1*^.  que  fi  Ion  plonge 
fucceflivement  le  même  folide  dans  des  fluides 
de  différentes  péfanteurs  fpécifiques ,  les  portions 
qu'il  perdra  de  fon  poids ,  feront  proportionnel- 
les aux  gravités  ipécifiques  des  .fluides,  i*".  Que. 
difFérens  corps  plongés  dans  le  même  fluide  per- 
dront des  parties  de  leur  poids  proportionnelles 
i  leurs  volumes.  De  plus  à  cauie  que  les  poids 
des  corps  font  comme  les  produits  dès  volumes 
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&  des  denficcs  ,  ce  qui  faic  que  les  poids  éranc 
égaux  ,  les  volumes  doivent  être  en   ratfon   in- 
verfe  des  denHcés  \  fi  on  plonge  plufieurs   corps 
de  même  poids  dans  le  même  fluide ,  les  parties 
de  leurs  poids  que  perdront  ces  corps ,  feront  en 
raifon  inverfe  des  denfités*  Mais  parce  que  fi  on 
les  plonge  dans  des  fluides  dont  les  pefanceurs 
fpécifiques  foient  différences ,  ils  doivent  perdre 
des  parties  de  leur  poids  proportionnelles  a  leurs 
volumes ,  &  à  la  gravité  fpécifîque   des  fluides 
dans  lefquels  on  les  plonge ,  ils  perdront  des  par- 
ties de  leur   poids  qui  feront  en  raifon  direâe 
des  gravités  fpéçifiques  des  fluides,  &  en  raifon 
inverfe  des  denfités  des  corps  plongés* 

Si  un  corps  eft  fpéciB^uement  plus  léger  que 
le  fluide ,  la  partie  du  folide  qui  s'enfoncera  dans 
le  fluide  fera  égale  au  volume  de  fluide  de  même 
péfanceur  que  le  folide  ;  &  parce  que  les  volumes 
dçs  corps  de  même  poids  font  en  raifon  inverfe 
de  leurs  denficés  ou  gravités  fpécifiques ,  le  vo-  . 
lume  entier  du  folide  ,  fera  au  volume  de  la  par- 
tie plongée ,  comme  la  gravité  fpéciflque  du  fluide 
eft  à  celle  du  folide.  Ainfi  les  gravités  fpécifi* 
ques  des  folides  de  même  volume  ,  feront  pro- 
portionnelles aux  parties  plongées  dans  le  même 
fluide  ;  &  s'il  s'agit  de  folides  de  même  gravité 
fpéciflque  ,  les  parties  plongées  da,ns  le  même 
fluide»  feront  proportionnelles .  à  leurs  volu- 
mes (*). 


(  *  )  Pnîfque  Toccafion  fc  préfcntc ,  nous  jugeons  à  pro- 
pos de  dite  un  moc  du  célèbre  problème  de  la  couronne 
de  Hierou  ,  Roi  de  Syracufe.  Ce  Prince  foupçonnanc  que 
l'ouvrier  avoîc.  mêlé  de  Targeot  dans  la  couronne  qu'il  loi 

loi.  Pour 
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102.  Parlons  maincenanc  du  mouvemenc  des 
fluides.  Selon  Tomcelli  >  les  fluides  qui  coulent 
par  des  orifices  fairs  dans  les  vafes ,  peuvent  ce- 
nioncer  au  niveau  du  fluide  du  vafe  ^  &  les  vî:- 
telTes  des  premières  particules  qui  s'écoulent  font 


««■ 


avoit  fait  faire  >  propofa  à  Archimede  de  trouver  la  por- 
tion d'argent  mêlée  avec  i*or  :  voici  commenc  on  peut 
refondre  le  problême.  Soie  P  le  poids  de  la  couronne  ^  x 
le  poids  de  l'or  contenu  dans  la  couronne ,  ^  le  poids  de 
l'aigenc  »  p  la  partie  du  poids  qu  une  maflc  P  d'or  perd 
<lans  Teau  y  fi  par  exemple ,  Tor  perdoic  x$  ^^  ^"  poids 
dans  l'eau  »  p  feroit  =»t^  »  ^  la  partie  du  poids  que  perd 
une  maffe d'argent  ==: P, &,r  lepoidsque  perd  la  couronne*  En 

faifant  V  i  p  iz  sf  i  -r- ,  on  aura  le  poids  que  perd  dans 

1  eau  Ter  de  la  couronne.  Par  la  même  raifon  — r-  «xprî- 

nera  la  perte  de  poids  de  l'argent  de  la  couronne.  Mais 
CCS  deux  pertes  font  égales  à  ta  perce  t  que  fait  la  cou* 

p  JC  0  7 

lonne  5  ainfi  l'on  a  Téquation  -r h  -r^  =»  r.  De  plus 

les  poids  a;  &  ^  pris  enfemble  doivent  être  égaux  au  poids 
P  de  la  couronne  ^  c'efl  pourquoi  nous  aurons  la  féconde 
équation  x  -H  ç  =  P.  Donc  j  =*  P  — »  <p.  Subf^ituant  ccrrc 
valeur  de  \  dans  la  première  équation ,  on  trouvera  faci- 

(^  — r).P 
lement  x  ■= •    Cette  valeur    fiibfticuée  dans 

q—p 

1  équation  j  =  P  —  x  donnera  j  = *•  Cepen- 
dant cette  folutîon  fuppcfe  que  l'or  &  l'argent  qui  entrent 
dans  la  couronne  forment  après  le  mélange  un  volume  égal 
à  la  fomme  des  volumes  qu'ils  donncroicnt  s'ils  éioicnc 
féparés  ,  ce  qui  fans  doute  n  cft  vrai  qu'à  pcu-prcs,  &  nou 
cxadement. 

Tome  r.  Ff 
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en  ralfon  foudoublée  de  la  haureur.  Mais  ce  Sa- 
vant ayant  remarqué  que  dans  les  eaux  jaîliir- 
fanres  ,  la  hauteur  du  jet  n'alloit  pas  tout-à-faic 
jufqu'au  niveau  de  l'eau  du  réfervoir ,  il  attribua 
cette  différence  en    partie  à  la  ré(iftance  de  l'air 
(  réfiftance  qui  eft  caufe  de  la  diviûon  des  gout- 
tes d'eau  qu'on  obfejcve  dans  les  jets  ) ,  &  en  par-  . 
tie  à  l'eau  qui  en  retombant  du  fommet  du  jet, 
retarde  les  gouttes  fuivantes.  En  effet   les   pre- 
mières gouttes  d'eau  qui  Torrent  iorfqu'on  ouvre 
l'orifice  »   montent  plus  haut  que  les  fuivantes  , 
Se  lorfque  par  le  moyen   de  la  machine  pneu- 
matique on  a    pompé  l'air  ,  la  difperfîon    des 
gouttes  n'a  pas  lieu  ,  &  la  hauteur  du  jet  aug- 
mente. Mariotte  dans  fon  Traité  du  mouvement 
des  eaux ,  ajoute  à  ces  caufes  le  frottement  que 
fouffre  l'eau  en  ibrtant  par  les  orifices ,  frotte- 
ment qu'il  a  trouvé  être  plus  conddérable  pour 
les  grands  que  pour  les  petits  jets  ,  de  manière 

3ue  la  hauteur  de  l'eau  au-deffus  de  l'orifice  étant 
e  cinq  pieds,  la  hauteur  du  jet  n'eft  moindre 
que  d'une ^  partie  de  cette  hauteur,  &  lorfque 
la  hauteur  efl  de  3}  ou  44  pieds,  la  diminution 
de  la  hauteur  du  jet  n'efl  qu'une  7V  partie  de 
cette  hauteur.  Par  les  expériences  de  Mariotte  » 
Gulielmini  &  autres  ,  les  viteffes  des  eaux  qui 
coulent  par  des  orifices  égaux  &  femblables  y 
mais  fitués  i  différentes  diftances  de  la  furface 
de  l'eau  ,  font  en  raifon  foudoublée  ,  du  moins  â 
peu-près,  des  hauteurs.  Ce  qu'on  dit  des  vîteffes 
doit  s'entendre  des  quantités  d'eau  qui  coulent 
en  mème*tems  par  ces  orifices.  Gulielmini  dans 
fon  livre  fecona  de  la  mefure  des  eaux  cou- 
lantes >  ayant  fait  au  côte  d'un  vafe  16  orifices 
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égaux ,  dont  chacun  pouvoic  être  ouvert  >  les  au- 
tres étant  fermés  ,  trouva  (ix  fois  les  quantités 
<i*eau  proportionnelles  aux  racines  des  hauteurs  > 
il  trouva  une  fois  un  défaut  de  -3^  ^  une  fois  un 
défaut  d'un  ^  &  dans  les  huit  autres  expériences 
le  défaut  fut  d'un  ~  ,  ou  plus  petit. 

103.  Problème.  Suppofant  que  la  vitejfc  <tun 
fixait  qui  sccimle  far  un  orifice  efi  proportiomuUc 
à  la  racine  de  la  hauteur  du  fluide  j  cherchons  quelle 
ferait  la  quantité  d*eau  qui  s^écoul^roit  par  un  orifice 
quarré  A  B  D  C  (  fig.  81)  quon  auroit  pratique 
dans  une  des  faces  d*unvafe  parallelipipèdeHTDC , 
en  fuppofant  que  la  furface  du  fluide  eft  terminée 
par  la  ligne  A  B  ,  &  que  pendant  F  écoulement  on 
entretient  le  fluide  à  cette  hauteur.  Soit  A  C  =2 
C  D  ==  û  =  I  ,  a  m  =x ,  M  N  parallMe  &  égale 
àCD&  perpendiculaire  à  am^  étant  multipliée 
par    mp  ^==  dx   donnera  adx   pour    Télément 

}Ag.nTS[  de  l'orifice.  Multipliant  adx  par  a:  '  , 

on  aura  ax""  d  x  pour  l'élément  de  la  quantité  de 
fluide    qui    s'écoule    à   chaque    inftanç  ;    donc 

^.ax''dx^=:^\ax^  ,  fera  la  quantité  de  fluide 
qui  s'écoule  à  chaque  inftant  par  la  partie  A  M  N  B 

de  l'orifice  ^  &  fi  l'on  fait  Arï=fl  ,  i  a  *  fera  la 
quantité  de  Huide  qui  coulera  par  l'orifice  entier. 
Si  l'on  mefure  la  quantité  de  fluide  qui  coule 
pendant    une  féconde  ,  &   qu'on  la    rafle  s==: 

f  a  ^  ,  en  multipliant  enfuira  par  60  ,  on  aura 

la  quantité  de  fluide  qui  s'écoulera  pendtint  une 
DMnute. 

Ff  1 


I 
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Si  par  le  milieu  a  du  côte  A  B ,  on  cire  les 
.lignes  â  C  »  iz  D  pour  avoir  le  triangle  ifocclle 
C <z D ,  les  triangles  femblables  aCb ^  arm^  don« 

neront  ab  ^=sl  aib  (Z^= — \iam^=^ximr^= — / 
ainfi  r  tzss,x  ^  ic  rt  su^=ixdx.  Donc  rélément 

de  la  quantité  de  ânide  écoulé  fera  =:x.x  ^  Jx 

1  L 

=  x'rfxj&i*'  fera  la  quantité  de  fluide  écou- 

i 
lé ,  &  lorfque  x  fera  =  ^  =  i ,  l'on  aura  j  ^  *  s= 

Y  pour  la  quantité  d'eau  écoulée  par  l'orifice 
triangulaire  a  CD. 

104.  Si  dans  le  quarré  on  infcrit  un  cercle  dont 
l'ordonnée  £3it  mi  (fig.  81  ),  on  aura  im'ump 
pour  l'élément  de  l'aire  de  ce  cercle.  Mais  (i  Ion 

veut  avoir  la  quantité  ïï'eau  qui  s'écoulera  par  la 

2.  i 

partie  r  Ai,  on  multipliera  1  p  h=  1  x  *  (i  — x)  * 

par  p  m  j^  en  faifant  p  m  =  —  d  x  ,    parce  que 

nous  prenons ,  les  d  x  dans  un  fens  contraire  aux 

X  qui  fe  prennent  en  allant  de  a  vers  b  ;  &  en 

multipliant  cette  quantité  par  a:  \  l'élément  du 
fluide  écoulé  fera  =  —  t  xd  x{  i  —  x)*  =  -^ 

l  dx{i  — x)^^i  dx{i  — x)^  j  à  caufe  de 
.xs=tf  m=3  I  — mb=i  I  -^(  I  — x).  Donc  l'in- 
tégrale fera  f(i—Ar)^  —  f  (1  x)';  s'U 
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s'agit  de  1  oriSce  entier ,  on  aura  i  :=zbm  j  ou 
1  —  X  ==  I  &  rintcgrale  fera  =  ^  ;  ainiî  la 
quantité  qui  coulera  par  Torifice  circulaire  entiec 
fera  =  -j^. 

Si  la  courbe  M  û  N  (  fig.  8  j  )  ctoit  une  parabole 
dont  le  paramètre  fut  égal  à  b  D=i=BD,  l'axe  a^, 

Tordonnée  m  N=yy  on  auroit^=  x  \  2  a:  *  dx 
feroit  l'élément  de  la  parabole  y  ixd x  rélémenc 
de  la  quantité  du  âuide  écoulé ,  a:  ^  la  quan« 
tiré  d'eau  écoulée  correfpondante  à  l'abfcifleaOT, 
&  1  la  quantité  correfpondante  à  TabfcifTe  a  i=s 
I ,  ce  qui  ne  doit  pas  furprendre ,  parce  que  l'or- 
donaée  correfpondante  à  cette  abfcifle  étant  =  i  , 
la  largeur  de  la  parabole  fera  =  z, 

105.  Suppofons  maintenant  que  H  T  (  fig.  81  ) 
cft  la  furface  du  fluide  ,  en  faifant  Pm=  x.  Ton 
aura  dans  le  cas  de  l'orifice  quarré  A  B  C  D ,  l'on 
aura  ,  dis- je  (en  faifant  AB  s=  AC  =  i  ) , 

x^  d X  pour  l'élément  de  la  quantité  de  fluide 

écoulé  ,  &  j  X  '  -+-  C  pour  la  quantité  d'eau 
écoulée  par  la  partie  A  M  N  B.  Pour  détermi- 
ner la  conftante  C,  je  remarque  que  l'intégrate 
doit  «'évanouir   lorfque  x  devient   =  P  ^  que 

je  fuppoferai  =  ^  ;  donc  |  a  '  H-  C  =  o  ,  ou 

C  =  — •  y  fl  *  ;    ainfi    Tintégrale  complette 

fera  7  v  *  '  —  ^    /  >  <^\  lorfque  x  =  P  A  =3  a 
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t  ,  devient  =  y  (tf-+-  i  '  — a"^)*  Dans  le 

de  l'orifice  triangulaire ,  on  aura  rélément  dufluide 

écoxùé  =  X  d  x^ (x'+'û)  y  en  fzi^Ant  9  a  ==z  a  Se  a  m 

=  X.  Si  l'on  fuppofe  y^  (  x  -f-  ^z  )  =  :f  ,  on  ren- 
dra cette  formule  rationnelle,  &  l'on  pourra  fa- 
cilement Tintégrer.  En  effet  l'on  aura  S.xdx^ (a 

Cette  intégrale  devant  s'évanouir  lorfque;r=o, 
0)1  lorfque  :^  =  \/  a  ,  on  doit  lai  ajouter  une 

confiante  C  =  4-  f^^a  ^  ^  a. 

Si  l'on  fuppofe  que  la  courbe  M^N  (fîg.  85) 
eft  une  hyperbole  équilatère  dont  l'un  des 
axes  foit  ==  a  ==  aP,  en  faifant  a  m  =  x^ 
\/  (  û  +  a:  )  fera  la  racine  de  la  hauteur  P/ti  3 
&   l'on    aura  M  N  =    2.  y/  (  û  :»;    -f-   x  x  ) 

=  i;c  *  ^  {a^  x)ySc  l'élément  du  fluide  écoulé, 
fera  ==  lOf  *•  (  ^2  •+•  x).  dx  =  2  ax*  d  x 


X 


ix^  dx  y  fon  intégrale  fera  =  ^ ^ x  '  -+-  j Jf  *• 
Cette  intégrale  s'évanouiffant  lorfque  x^=o  eft 
cpmplette,  &  fî  l'on  fuppofe  x's  i  =iab^  elle 

deviendra  s= h  f-  Si  l'équation  de  la  courbe 

MaNeft^=j:\/(^  +  Ar),  2ArrfAr(tfH-A:) 
fera  Télément  du  fluide  écoulé.    Donc  en  inté- 

^  x^ 

grant ,  Von  aura  axx-^ ,  expreflîon  du  fluide 

5 

écoulé  par  le  fegment  M  ^  N.  Si  on  fuppofe  ;*r=:  i, 
1»  quantité  du  fluide  écoulé  par  l'ouverturç  C  a  D 
fera  a»  a.  i  Hh*  f  •  U  n  eft  pas  difficile  de  voir 
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comment  il  faut  s'y  prendre  lorfque  les  orifices 
ont  d'autres  figures. 

106.  ToRicELLi  conclut  que  la  vîteffe  des 
fluides  doit  être  proportionnelle  à  la  racine  de  la 
hauteur  9  principalement  de  ce  que  fi  Ton  adap- 
toit  un  tube  (  convenable  )  à  Torifice  ,  l'eau  mon- 
teroit  jufqu'à  une  ligne  horiforitale  menée  fur  la 
furface  fupérieure  du  vafe  (  fuppofé  plein  ).  Vari- 
gnon  dans  les  Mémoires  dé  l'Académie  (  année 
1705  )  a  voulu  conclure  la  même  chofe  de  ce  que 
la  preffion  efl:  proportionnelle  â  la  hauteur ,  &c 
que  la  quantité  du  mouvement  efl:  comme  le 
produit  de  la  quantité  du  fluide  &  de  lavîtefle» 
(  laquelle  eft  aufll  comme  la  quantité  du  fluide  ) 
ou  comme  le  quatre  de  ta  vîtefle.  Herman  a  faivi 
la  même  méthode  dans  fa  Phoronomie.  Daniel 
Bernoulli  a  voulu  le  prouver  par  le  principe  du 
Savant  Huygens,  de  l'égalité  entre  la  defcente 
a&ueile  Se  lafcenfîon  potentielle  des  corps.  Le 
grand  Newton  (  1.  1  ,  propofition  ^6  )  confidere 
l'eau  comme  fi  elle  deicendoir  de  la  hauteur 
qu'elle  a  au-deiTus  de  l'orifice.  On  peut  remar- 
quer aufli  que  les  particules  d'eau  qui  jaillilTenc 
d'un  orifice  ouvert  ne  fuivent  pas  toutes  unedi* 
reâion  perpendiculaire  à  la  furface  de  l'orifice  ; 
mais  plufieurs  en  coulent  vers  les  bords,  par  des 
mouvemens  obliques  Se  convergens  ,  ce  qui  ref- 
ferre  la  veine  de  l'eau  coulante  &  la  rétrécit  4 
une  petite  diftance  de  l'orifice.  On  peut  recon- 
noître  ces  mouvemens^  en  jettant  de  la  pouf- 
fiere  dans  l'eau  ,  ainfi  que  i'a  fait  le  Savant  Da- 
niel Bernoulli  ;  comme  on  peut  le  voir  dan's  fon 
Hydro-dynamique  ,  patrie-  ^  ,  feftion  4.  M.  New- 
ton a  trouvé  qu'à  un  demi^pouce  à  peu  piès  do 
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Torifice  le  diamècre  de  la  veine  reiTerrée,  éft  â 
lui  de  Torifice  comme  21  :  25.  D'autres  ont 
trouvé  d'autres  rapports.  Il  y  en  a  qui  onrobfervé 
que  la  conrraâion  de  la  veine  n'a  voit  lieu 
que  pour  les  petits  orifices  de  trois  ou  quatre  li- 
gnes de  diamètre  >  &  qu'à  peine  elle  ctoit  fenfi- 
ble  pour  de  plus  grandes  ouvertures. 

11  eft  aifc  de  comprendre  combien  font  éloi- 
gnées de  la  force  de  ù  démonftration  les  raifons 
par  lefquelles  Toricelli ,  Vatignon  ,  Herman  ont 
conjeAuré  que  la  vîtefle  de  Teau  étoit  propor- 
tionnelle à  la  racine  de  la  hauteur  ,  &  combien 
eft  éloignée  de  la  vérité  Thypothcfe  de  Newton  & 
de  Daniel  Bernoulli ,  que  l'eau  qui  coule  par  un 
orifice  eft  defcendue  de  toute  la  hauteur  du  vafe. 
Cependant  par  les  expériences  de  Mariotte  ,  Gu- 
lielmini,  Polenus,  répétées  avec  foin  par  Tilluftre 
Lecchi ,  commeon  peiit  le  voir  dans  fon  hydrof- 
tatique  imprimée  en  ly^jj,  on  peur,  avec  aflez 
de  confiance  fuppofer ,  que  la  vîteffe  eft  propor- 
tionnelle à  la  racine  de  la  hauteur.  Les  expérien- 
ces  font  voir  que .  les  orifices  doivent  avoir  un 
certain  xapport  avec  la  capacité  des  vafes.  Si 
les  orifices  font  trop  grands,  il  peut  fe  faire»  à 
caufe'de  la  cohéfion  des  parties  du  fiuide  ,  que  la 
nouvelle  eau  ne  fuccede  pas  tout  de  fuite  à  celle 
qui  vient  de  s'écouler.  Si  les  orifices  font  trop 
petits ,  le  frottement  &  la  cohéfion  des  parties 
peuvent  retenir  le  fluide.' Gulielmini  ayant  rem- 
pli fucceffivemenr  le  même,  tube  d'eau  &  de  mer- 
cure ,' obferva  que  le  .tems  des  écoulemens  étoic 
le  même  dans  les  deux-  cas.  On  peut  traiter  en 
peu  de  mots  ce  qui  regaidc  l'équilibre  des  fluides, 
mais  la.  théorie  de  leur  mouvement  ii'eft  appuyée 
que  fur  des  hyî>othçfes  &  n'offre  que  des  doutes 
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&  des  incertitudes.  Lorfqu'il  s*agit  de  déterminer 
les  mouvemens  des  corps  les  problêmes  font  d'au- 
tant plus  compliqués  qu'il  y  a  un  plus  grand 
nombre  de  corps  qui  agifTent  les  uns  contre  les 
autres  ;&puifque  les  particules  des  fluides  agifTenc 
ro.^»tes  les  unes  fur  les  autres  en  fe  preflant  &  enfe 
mouvant  d'une  manière  que  perfonne  ne  connoît  &: 
ne  connoitra  peut-être  jamais  y  il  efl:  vifible  que  le 

f problème  par  lequel  on  demande  de  déterminer 
eurs  mouvemens ,  leur  aftion  &  leur  rcfiftance  fur- 
palFe  les  forces  de  la  Géométrie  &  de  l'analyfe 
connues,  &  que  c'eft  en  pure  perte  que  Ton  feroit 
des  efforts  pour  réfoudre  de  tels  problêmes ,  puif- 
qiie  la  folution  ne  pouvant  être  appuyée  que  fur 
des  hypothèfes  qu'on  ne  fauroit  démontrer ,  ne 
peut  jamais  erre  bien  rigoureufe. 

107.  Problème.  Sole  un  tube  cylindrique 
A  B  H  G  (Jig.  8  4)  ouvert  de  tous  côtes j  plein  d'eauy  de 
manière  que  trayant  enfoncé  jufques  en  /G  (Tr 
rcpréfentant  le  niveau  de  Veau  du  vafe  N  D  C  M  )  o/î 
retire  fubitement  le  pouce  avec  lequel  on  tenoit 
V orifice  G  H  fermé  ,  on  demande  à  quelle  profon^ 
deur  au'dejjous  de  T  t  l'eau  pourra  defcendre.  Soit 
la  longueur  du  tube  A  G  =  ^ ,  le  cercle  dont  le 
diamètre  efl;  A  B  =  c  ,  la  gravité  fpécifique  de 
l'eau  =  n ,  /G  =  b  ,  réfpace  A  P  ,  par  lequel 
l'eau  defcend  =;c.  Il  eft  vifible  que  l'eau /G  H  ^ 
étant  en  équilibre  avec  celle  du  vafe  ne  contribue 
en  rien  au  mouvement  de  l'eau  du  tube  j  de  forte 
que  la  puiflance  motrice  eft  feulement  égale  à  la 
maflTe  Pmgf,  qui  fe  trouve  au-deffus  du  niveau. 
MaisP/=tf — b  —  x;  donc  Pmgf={  a — h 
—  x)n  c:  or  cette  mafle  motrice  doit  mouvoir  à 
chaque  inftant  la  maffe  P  H  =  (  a  —  x)nc.  Donc  la 
force  accélératrice  du  âuide  dans  le  tube  efts=? 
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— — •  Soit  V  la  vîteflTe  du  fluide  au  point  P  , 

a  —  X 

g  refpacequela  gtavité  fait  parcourir  aux  corps 
dans  une  féconde  de   tems  ,    on   aura  vdv  = 

(a — X — B)dx  xgBdx    .  , 

^S-  a-x  =—f^—-^tgdx,SC 

a  ■— aP  A  —  X 

v^=i^gbL.  ( j  -f-  ^gx  ^  en  ajoutant  une 

confiante  C  =  —  L.  ^ ,  qui  rende  v  =  o ,  lorf^ 
que  jc  =  G.   Si  donc  on  fait  v  ==  o  pour  avoir 

4gi.L.  ( j  -4-4^xi=o  j  X  indiquera  la 

profondeur  A  R ,  à  laquelle  le  fluide    defcendra 
dans  le  tube. 

io8.  Théorème*  Les  ofcillaùons  <f  un  fluide  qui 
monte  &  defcend  par  les  branches  d*un  Jiphon 
B  A  S  T  D  C  (  fign  8  5  )  font  tautochrones  j  c'ejl^ 
a-dire  légale  durée.  Suppofons  que  le  niveau  du 
fluide  foit  reprcfenté  par  la  ligne  M  P  ,  la  longueur 
du  canal  MTP  étant  =  L.  Soit  le  finus  de  lan- 
gle  B  Q  R  =/7.  Suppofons  encore  que  le  fluide  en 
montant  dans  la  branche  A  S  QB  parvienne  en 
mn  y  tandis  qu'elle  defcend  dans  l'autre  branche 
jufqu'en  p  o.  Soit  B/2  =  jc,BN  =  û,  &N/2  = 
a  —  X  y  la  grandeur  de  l'amptitude  A  B  =  tf  ,  celle 
de  l'amptitude  correfpondante  CD=/  Puifqu'il  ' 
doit  monter  autant  d*eau  dans  une  des  bra^nches 
qu'il  en  defcend  dans  Tautie  ,  on  aura  e.N  n  == 

/.P/7,  mPp=-, '- 

Maisenfaifantlerayon=i,ona  i  :ç==/&2.QRC 
—fln.LOC=::fln.lOo::Oo:^?p:lo=LK.Donc 

LK  =  iili^pfA  DeplusQK:QZ::>.QZK 


/ 
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=;?:  I  ::LK:NZ»ou;;:i  ::LK:NZ=--r-f  fl — x). 

fp 

Donc/iZ  =  /2N  +NZ  =  a  —  je-+.ilx 
(a-x)=. =__-,en 

faifant/^!L±ii==A.  Enfin  ZQ:  QK  ti/zZri?  K, 

ou  1  :  I)  :  :  ;i  Z  :  Q  K  =  (  ^  —  ;c  )  A.  Maintenant  il 
eft  vihble  que  la  quantité  de  fluide  /nZ  eft  ==:. 
(ah  —  hx)e.  Donc  la  maffe  de  fluide  B,  conte- 
nue dans  le  fiphon  eft  foUicitée  par  la  force  mo- 
trice (  ati —  h  x)  e.  Soit  la  vîtefle  de  Teau  qui 
defcend   =  v  ,  nous  aurons  v  rf  v  == 

ainfi  le  rems  employé  à  parcourir  /zN  fera  r==? 

S--  =  S.(- ^ ^).VB=: 

V  \   y(eg,^éthx — legnxx)  / 

/    'B        ^  <^*  /     B        .  ^      jp 

Si  Ion  fuppofe/2N  =  BN  =  NZ  =  x=tf,ron 
aura  le  rems  d'une  demi-ofcillation  ,  &  ce  tems,' 

X         ,  c 

i  caufe  de  l'arc  A  Jin.  —  qui ,  dans  ce  cas  =  — 

(  c  étant  la  demi-circonférence  d'un  cercle  dont  le 

c        /     B 
rayon  =  1  ) ,  fera  t  =  — •  \/  — ; — •  Comme  Tef- 

*     V     *àgt 

pace  qui  doit  être  parcouru  n^între  point  dans 
cette  expreflion,  il  s'en  fuit  que  dans  le  même 
(îphon  ,  les  demi-ofcillations  &  par  conféquenc 
les  ofciUations  entières  font  tautochrones* 


4tfo  Cours  de  Ma the'ma tiques. 


r 

109.  Problème.  Déterminer  la  longueur  d'un 
pendule  qui  fait  fes  demi-ofcillations  dans  le  tems 
que  le\  fluide  dujiphon  du  théorème  précédent  em^- 
ployé  à  monter  ou  à  defcendre.  Le  tems  d'une 
demi*  vibration  dans  un  pendule  dont  la  Ion* 

gueur  eft  a ,  étant  ==  -*-%/  —  y   nous   aurons 

c       /  a           c        /     B  ,  B 

— \/  —  =  —A/  — ; ;   donc   a  =  -7-  =s 

Bf 

-7 — ; — ^»  Si  nous  fuppofons  que  les  branches 

I        du  fiphon  font  verticales  &  que  e  =/,  il  viendra 

Bf  B 

a  =  — — ■  =î  — -•  Mais  la  longueur  du  canal  étant 
iff        2/  ^ 

fuppofée=A5on  aB  =  i/;donc  a=  -—  =  —  j 

c'eft-à-dire  que  dans  ce  cas  la  longueur  du  pen- 
dule eft  égale  à  la  demi-longueur  de  la  colonne 
de  fluide  (*). 

(  *  )  Le  favant  Newton  a  comparé  (  Principes  de  /« 
Tkiiofopkie  naturelle  ^  Liv.  II,  Sedion  S  We  monvcment 
des  ondes  avec  celui  de  Teau  dans  les  fiphons  ou  canaux. 
Si  Ton  conçoit  que  par  une  adton  quelconque  dirigée  for 
le  point  A  (fig.  8^  )  ,  il  s*eft  produit  une  cavité  A  dans 
une  eau  ftagnante  /G  ,  l'équilibre  de  cette  eaa  en  fera 
troublé ,  &  les  eaux  s*élcveronc  à  droite  &  à  gauche  juf- 
ques  en  C  &  B  pour  rcdefcendre  enfuite  par  leur  gravité, 
en  partie  du  côté  de  A  »  en  partie  du  côcé  de  G  &  de  F. 
Jl  eft  vidble  que  par  les  vîtefTes  ducs  aux  hauteurs  B^, 
Ce  les  eaux  formeront  des  nouvelles  cavités  en  F  &  D» 
d*ou  elles  s'élèveront  de  nouveau  en  H  &  £,  &  aînfi  de 
fuite  le  mouvement  des  ondes  fe  propagera  en  cercles  autour 
du  point  A  par  des  montées  &  des  defcentes  fucceffives. 

AC 
Si  on  fpppofc  un  pendule  dont  la  longueur  foit  »> 


*>  ■  I      m 
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Si  on  fuppofe  c^=^f,  on  a  B  =  bf=ip  & 

a  = :  c'eft-àdire  que  dans  ce  cas  la  longueur 

in  pendule  eft  égale  à  celle  du  canal  occupé  par 
l'eau ,  divifée  par  la  fomme  des  finus  d'inclinaifon 
des  branches  du  (îphon. 


BA 
^=s  —  ,  àcaa(e  de  A  C  =aBA,  l'onde  defcendra  dans  le  creux 

BA,  oa  montera  an  fommet  du  filîon  AC  dans  le  même 

tems    que  ce  pendule  fera  une   vibration.    Ainiî  il  fera 

deux  vibrations  entières  pendant  le  tems  que  l'onde  montera 

&  defcendra  ,  c'eft-à-dire ,  pendant  le  tems  que  Tonde  par- 

'conrra  fa  largeur  B  C  ou  A  D.  En  effet  il  fera  une  demi-ofcil- 

lation  dans  le  tems  que  l'eau  B  parviendra  en  h  qui  eft  le  point 

-où  elle  s'arréteroit  fi  elle  ne  continuoit  à  fe  mouvoir  par  le 

mouvement  acquis  de  B  en  ^  ;  de  forte  que  le  tems  que  le 

point  B  met  à  parcourir  Bft  eft  le  même  que  celui  d'une  demi* 

ofcillation  dans  un  fiphon  dont  une  des  branches  feroic 

Bh  Se  l'autre  (  D  =  3  B.   Mais  le  nombre  des  vibrations 

des  pendules  fuit  la  raifon  rcnverfée  foudoublée  de  leurs 

AB 
Jongueurs  5  donc  un  pendule  dont  la  longueur  feroit  4  — 

=i.AB,  fera  une  ofcillation  dans  le  tems  que  l'onde  parcourra 
•fa  largeur  BG,  qu'on  peut  fuppofer  =»  i.  A  B,  àcaufe  du 
peu  de  profondeur  des  ondes.  Si  Ton  fait  =  ^  la  longueur  d'un 
pendule  qui  fait  une  vibration  dans  une  féconde ,  la  pro- 
portion  yp  :  x^'  :  :  V  B  C  :  t  donnera  le  tems  d'une  vi. 

Vbc* 

bration  d'un  pendule  de  la  longueur  BC,  onf^  — r — • 

Si  Ton  dîvife  l'efpace  BC  par  le  tems  r,  on  aura  la  vitefle 
de  Tondcv^rm^CBCp)^  de  forte  que  la  vîtcfTe  des  ondes 
fuit  la  raifon  fous -doublée  de  leurs  largeurs  >  &  ft  Ton 
fuppofe  B  C  =>  p  >  V  fera  =  p.  Les  ondes  qui  ont  ;  pieds 
Zi  lignes  de  largeur  parcourent  cet  efpace  en  une  féconde , 
&  par  conféquent  1 83  pieds  6  ponces  6  lignes  dans  une  minute. 
Cependant  ces  chofes  ne  font  vraies  qu'à  peu-près ,  parce 
qu'on  £uppofe  que  dans  les  ondulations  les  parties  de  Teaa 
montent  &  delcendent  en  ligne  droite  >  au  lieo  que  leur 
mouvement  fe  fait  en  ligi^e  courbe. 


j^6t   Cours  de  Mathb^matiques. 

II o.  Problème.  Déterminer  le  choc  de  Peau 
qui  frappe  horifontalement  les  ailes  inférieures  de  la 
roue  d* un  moulin  {fis*  87),  Soit  le  rayon  A  G 
de  la  roue  =&,  CB  =  â,  la  longueur  de  l'aîle 
fera  =  a  —  b  ^  foit  la  largeur  de  Taîle  =/,  la 
vîteffe  de  l'eau  =  c  ,  celle  du  poinr  B ,  extré- 
mité du  rayonCA  =  v,  la  vîtefle  avec  laquelle 
leàu  choque  le  point  B  fera  =  c  —  v.  Mais  ik 
on  fuppole  CP=x  ,  on  aura  la  vîtefTe  du  point 

P  =  —  :=2xv\a  y   &  celle  avec  laquelle  Teau 


choque  ce  point  fera=c— — •  Mais  Tclément 
MN/zm  de  l'aîle  étant  =/(/x  ,  l'aftion  de  l'eau 
contcecet élémentfetaexprimee  par/Se f  c J  dx, 

Dontrintégtaleeft/(-~— f^Vi^-**) 

/c*x*           %cx^v         x^v^\    -  .     ^ 

c=  ( ; 1 7  ^  ^  -4—  C ,  en 

ajoutant  une  confiante  C.  Majs  au  point  A  le  choc 
eft  nul:  donc  en  faifant  a:  =  ^»  l'on  aura  C=s 

^        /c*ft*  icb^v         h^v^\       ..    -  p 

—  faa[ . —H )•   Ainfi  lac- 

S  %  aa  }tf>  4a*/ 

tion  de  l'eau  fur  la  partie  D  M  N  £  de  Taîle  fera 


Xéia  jtf)  4^4  xaa 

lex^u         «4y* \  ^        /         A  V 


p4y*\  ^        /         A- 

4^^  /  ^  « 


b 


B 


i4-  — T")  >  ^^  faifant  x  =  tf,—  e=:/,ou  i  — 


Problèmes  Physico-Mathe'mat,  463 


—h 


(— — )  (1  ^/)  =  C,&lafurface/:(tf— A) 
de  l'aîle  =  m.  On  peut  regarder  ce  moment  de 
percuffîon  comme  un  poids  d'eau  =  c  *  /n  f  —  — 

B  -4-  — ^  j  appliqué  au  rayon  â  =  C  B. 

III.  Problème.  Déterminer  la  conflruSion  Jtun 
moulin  qui  doit  produire  le  plus  grand  effet  pojpile. 
Puifque  l'effet  d'une  machine  doit  s'eftimer  par 
la  vîtefTe  du  fardeau  qu'elle  doit  élever  &  par 
le  poids  de  ce  fardeau ,  fi  nous  faifons  ce  fardeau 
=  P  &  fa  vîtefle  =V,  Teffet  du  moulin  fera=P. V. 
Mais  la  puilfance  motrice  appliquée  au  rayon  C  B  eft 


c 


*  m  f  B 1 p  j  &  fa  vîcefle  eft  =  v  j 


donc  en  faifant  —  =  î>  ouv  =  c:{.  Se  mulci- 

pliant  cette  puiifance  parc:[  =  v,c^m:{(B-*-Aç 
-+-C  If  ^  )  fera  comme  PV.  Or  en  faifant  ^  variable 
le  maximum   de    cet    effet  donne    c^  m  (  B  — 

iAîH-3Cî^)=oidoncî  =  ^±y/(^ 

— -•  )•  Mais  dans   le  cas  du   maximum  on  doit 

faire  r  = \/  ( — ^\  comme  il  eft 

facile  de  le  conclure  de  ce  que  nous  avons  die 
fur  les  maxima  &  les  minima  dans  le  calcul  diffé- 


4^4  Cours  de  Mathe'matiques. 


rencîel.  Comme  la  valeur  de  ç  eft  non-feulemenc 
très-compliquée ,  mais  qu'elle  eft  encore  differenre 
félon  les  valeurs  de  a  &  de  ^  ,  il  eft  à  propos  de 
chercher  une  valeur  moyenne.  Or  il  n'eft  pas  conve- 
nable que  b  foit  <[  — ,  ni  ]>  — •  Si  nous  fuppo- 

ions  b  =  —  ,  nous  aurons  p  =  —  =  ^  ,    & 

j{.  D*où  Ton  tire  î,=  "7  =o-45  i  c'eft-à-dire  que 
V  fera  =0.4 je.   Dans  le  fécond  cas  ou  ^  = 

^.  il  vient  4=/'  =  iV,  A=  H.  B  =  H, 

C=:~,  d'où  l'on  .tire  v  =  o.  ji.  c.    Donc  la 

viteiTe  de  la  roue  eft  plus  grande ,  lorfque  les  ailes 
font  plus  courtes  (*)• 

Comme  les  vîteflfes  de  la  roue  dans  ces  deux  fup- 

podtions  extrêmes  ne  différent  pas  beaucoup  prenons 

une  valeur  moyenne  arithmétique  entre  celles  de/? 

OU  de  —  ,  cette  valeur  fera  (  î  H-  ^  )  :  1=  0.7, 

&  alors  la  longueur  de  l'aîle   a  -^-^  b  fera  = 

( )  «  =  —  =  - —  ,  c'eft-à-dire  que  la  Ion- 

\    tf    /  10  7  ^ 


(^)  Mais  il  eft  Tifible  que  pour  qu'il  fe  FaHe  une 
cfpece  de  compenfation  ,  il  -eft  n^ceffaîre  que  les  ailes  aient 
unecenaÎDc  longueur  j  car  fi  elles  font  trop  courtes  le  choc 
fera  moindic^  que  £  elles  fout  plus  loogues. 

gueur 


^ 


hUMMMp 
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Tr-n-m — i ' „..^_ — . ^ — . r  1 1       ' 

gaear  de  i*aîle  doic  être  les.f  du  rayon  de  la  roue 
&  alors  i  fi=  —  =a  o.  j8  à  peu-près  J  donc  la  v£- 

te(re  des  aîles  doit  être  à  peu-près  les  ^^  de  celle 
du  âaide  ou  à  peu-près  les  deux  cinquièmes  de 
celle  du  fluide  (  *  ).  On  voit  par  là  que  la  théo- 
rie vulgaire  que  nous  vivons  expofée  ci-deiTus  ne 
saccord»  pas  avec  celle-ci»  ce  qui  vient  de 
ce  que  I'ob  y  a  regardé  Taîle  comme  un  plan 
mu  dans  la  même  direâion  que  le  fluide  ;  mais  la. 
folution  que  nous  venons  de  dbnner  s'accorde  à 
très-peu  près  avec  Texpérience. 


(  ***  )    Si  ToQ  fubditue  la  Taleur  de   ^    dans  YcxprtC' 
Éôn  dm  (  B-—  A^-|-t{*),on  trouvera  que  h  pins  grand 

7  ç  3  m 
efct   eft  comme  — " —  ;   mais  fi  râtlc  étoit    en    repos 

lé  choc  du  fluide  feroit  «ii  c^m  »  &  le  moment  de  ce 
choc  ^=  cm^.  Donc  le  plus  grand  efFct  ef^  un  peu  plus 
petit  que  la  feptième  partie  de  celui  que  le  fluide  peut  pra«^ 
duire  par  foa  choc.  * 

Combinons  avec  la  grande  roue  du  moulin  un  afTembla^^^ 
de  roues  dont  la  derniete  qui  fait  mouvoir  le  fardeau  P  fafle 
Qo  nombre  n  de  révolutions  avec  la  vlcefTe  V ,  tandis  que  la 
grande  n^enfaic  qu'une ,  nous  aurons  v  :  V::i:  n,  &V»« 

• — =»o«i8.cA.    Ainfi  ^  =0.  «gPf/i,  D'oùion 

I  '  50 

tite  II  *^ jT^  >  équation  qui  déterminera  la  conftruc- 

tion  de  la  machine. 

Mais  en  faifant  "»  ^^>    la  circonférence   d*un  cercle 

%  a  p        lOù.pa    « 
dont  le  rayon  «^  i ,  :  •   '-  =  — "'         exprimera  le  tcms 

d'une  révolution  de  la  grande  louc  ,  pendant  lequel  celle  * 
Tome  V.  G  g 


»         «K 
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m.  Problème.  Déterminer  le   moment  iun* 

yjfuljion  des  aîUs  d^un  moulin  à  vent.  Soie  M  M  la 

coupe  d'une  aile  perpendiculairement  à  fon  axe 

A  C  (  fig.  8  9  } ,  &  fuppofons  que  le  vent  aille 


qui  foit  moaToic  le  poi(h  P  JFait  le  nombre  n  des  révo» 
luttons. 

Si  la  réfîdaoce  de  la  meule  qui  écrafe  le*  bled  cft 
déiîgnée  par  ?.  q  »  ayant  pris  q  pour  le  kvfer  auquel 
cette  réfiftauce  eft  cenfé  appliquée  ,  hous  aurons  "Lpax 

vnq         ^^.cnq  jc^m 

ai)/n?::v:V  =5  — —  =o •  Donc  P V  =» 

■'^    ^  a  100.  a  §o 

5«-P^««      j.   ^  ,  7C^«tf. 

d  ou  ion  tire  n  =» 


lOO.  tf  I^'P^ 

Si  i*aâion  de  l'eau  «A  comme  le  quarré  âe  la  vîtefle 
multiplié  far  tf  ,  â  l' ^  eiprimera  cet  cffbn.  Si  l'on  appelle 
X  la  hauteur  dont  un  corps  devroit  tomber  pour  acquérir 
cette  vkeiTe ,  l'on  aura  vdv'=^x  g,dx^  tg étant  la  vîte^le 
que  la  gravité  coilimunique  dans  une  féconde,  &  v^  »» 

4^.  jc  =  tfo.  X  >  Ou  JC  "=  -—  »  &  la  réfiftancc  par  rap« 

vO 

pprt  à  la  furface  /  fera  exprimée  par  a  xf.  Or  /*  eft  an 
pifme  qu'il  faut  multiplier  par  le  poids  n  d*un  pied  cube 
d'eau  en  fuppofant  ce  prifme  exprimé  «n  pieds.  A  l'égard 
du  coefficient  a  il  paroît  par  certaines  expériences  qa'o^ 
peut  le  faire  à  peu-près  égal  1.7;  ainfi  r.  7/'iiA  déngoera 
Talion  de  l'eau  corrcfpondante  à  la  vitelTe  c  due  à  la 
hauteur  A. 

Voici  à  peu -près  comme  il  pavoit  qu'on  peut  s'y  pren- 
dre pour  déttrmintr  tt  nomhrt  des  aiiis  d\ne  roue  de 
moulin  pour  que  le  choc  de  Peau  ne  foi t  pas  ûffoilf/i  par  leur 
nombre  (^fig'  8S  ).  Nous  fuppofons  que  les  direâions  des 
aîlcs  forment  un  ongle  B  C  £  au  centre  de  la  roue.  Cela 
pofé,  menons  la  ligne  horifontale  N  A  qui  indiquera  la 
direâion  du  âeuve  ,  il  eft  vi(ibU  que  la  partie  F£  de 
Taîle  D  E  cft  frappée  par  Teau  ,  auffi  -  bien  que  la  panie 
HB  de  l'aile  verticale  AB«  Âfiji  donc  que  le  choc  de  l'eau 
fur  la  roue  ne  foit  pas  diminué  par  Tinterpoiicion  de  l'aila 
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frapper  cette  coiipe  (  fig.  90  )  avec  la  vîteffe  & 
la  diredion  VP.  Soit  PE  la  vîtelTe  de  IVile 
qui  fle  peut  tourner  que  dans  line  direâion  per« 
peiidiculaire  à  PV  ,  ou  EL.    puifque    pendant 

D  E ,  il  eft  DécefTaire  que  Paâion  de  Teau  far  les  parties 
H  B^  EF  (bit  tfgale  à  celle  qui  auroir  lieu  fur  Taile  verci* 
cale  A  B  fans  rinterpofition  de  TaSle  D  Ë« 

Sappofons  pour  ne  pas  nous  jetcer  fans  liéccflité  dans 
des  calculs  complic^ues  ,  que  la  roue  eft  en  repos  ,  & 
que  Teau  Tient  hrapper  avec  la  vîteffe  C  les  atles  immo- 
biles AB,  DE.  Soit  Tangle  BC£  =p,  CA  — i,CB  = 
d,  la  longueur  des  ailes  =  a  —  i,  leur  Jargeur  «a  ^^  ^ 
le  rayon  =  i.  Le  triangle  reâ:angle  H  C  £  donne  i:  a  :i 
€of.  ;?  :  C  H  =«  <i.  cof,  p  j  donc  H  B  =  tf  -»-  <î.  cof,  p,  Ainfi 
fe  choc  de  la  furface  HB  fera  =./C*  (a  —  a.  cof,p). 
Mais  FG  =  AH=  CH  ^CA  =  4i.cofp  -^h.  Donc 

a,  cof,  p'^h 

F  E  = 7 i  ainfi  le  choc  de  la  furfacç  F  £  (qui 

co],  p  ^  ^ 

*            .     [a.toÇ.pn  —  ^\        ■     ^?f — » 
eft  oblique)  ,  fera  =  \^ — -^ )•/./«.  C  F  A.  C  *  -=* 

Maïs  le  choc perpendkalaire de  Taîle  ABeft^^Ctf — h)f.C\ 
ûonc  (a  —  ^}./,  C  *  =«( tf.  €of,p  —  h.  cofip).fC *  +  (^4 
'^a.cof.p^.f.C^.  Donc  tf — B^^a.cof.p  '-^h.cof.p-^a 

' —  a.  cof.  p  9  ou  cof.  p  —  l 1.  cofp=si j  8c 

».,-(i±i)*V'['(i±i)--i]  = 

ta        V    \  4«<«  /  »^  \iûj^ 
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qu  une  particule  d'air  fait  le  chemin  V  P  =  L  E, 
le  point  P  de  Taxe  de  Taîle  fait  le  chemin  PE, 
il  eft  vîfible  qu*ên  décompofant  LE  en  PE=: 
LnSc  PL=  E /2 ,  PL  fera  la  vîtelTe  &  la  direc- 


ionc  ccf.p  =  I ,  &  cof,pt^  — •  Si  cof.p  =  i  »  on  aara 

p  ss  B  C  £  ==:  po* ,  c'cft-  à-dirc ,  que  la  ronc  ne  de vrott  avoir 
que  quatre  ailes  diftantes  Tune  de  l'autre  d*uD  quart  de 
cercle.  Mais  parce  que  Timpulfion  de  Teau  fur  la  ruue  doit 
(tre  coDtinu  Se  non  interrompu  »  il  eft  convenable  que  le 
Aoffibre  des  ailes  foit  plus  grand.  Il  faut  donc  rejetrer  la 
première  valeur  de  cof.py  éc  employer  la  féconde  cof,  p  = 

B                                (          **\ 
—  5  donc  pn.  p  =  \/  l  i r  )  •  ^^^  pourquoi  félon  les 

•*  '  *  • 

5 
différentes  valeurs  de  —  le  nombre  des  ailes  de  la  roue  doit 

être  àifférent.  Suppofi>ns  «pour  les  limites  de  la  valeur  de 

• —  *  T  &  ^«  Si  —  a»  4  >  on  aura  fin.  p  ^^fin.  ^o®.  AinC 

h 
dans  ce  cas  la  roue  doit  avoir  6  ailes.  Si  —  "»  ^  >  il 

vient  fin, p^=^ fin.  15».  4^',  c'cft-à-dire  ,  cjue  la  roue  doit 
alors  avoir  14  ailes.  Âinfi  une  roue  ne  doit  avoir  ni  moins 

B 
de  fis  ailes  »  ni  plus  de  quatorze.  Si  —  »>  17  »  on  au^ 

B 
fin.  -^  SB  fin,  43^.  jé'  ;  ainfi  uue  telle  roue  doit  avoir 

neuf  aîles. 

Remarque  I.  L*on  doit  toujours  prendre  pour  la  lon- 
gueur a  —  B  de  Taîle,  la  profondeur  à  laquelle  l'aîle  ver- 
ticale A  B  peut  s'enfoncer  dans  l'eau.  La  tnéorie  des  mou- 
lins dont  les  roues  font  Iiorifoncales  eft  appuyée  fur  les 
mêmes  principes. 

Remarque  II.  Quelque  fpécieufe  que  foit  cette  théorie. 
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^^■■■^■— '———■— ——■*■■     ' ■ 

tîon  apparente  de   l'air.    Donc  l'efFort  P  E  fera 

comme  PL. jfo. LPM.T&z. EPH  (voyez  le  n^. 

25  )  =PL.//2.  LPM.  cof.VPH.  Maintenant 
PL:LH:://2.PHL=/r/2.PHEt=//2.VPH=: 
Jin.pien  faifant  langle  V  PH  =/?).:  T&î- LP  M. 
DoncPL.^/2.  LPM  =  LH.7Sv2./?.  Mais  etr  fai- 
fant PE  =  v  j  Ton  trouve    EHœ  v  cot.  p  s=a 


•♦  C'eft  pourquoi  en  fappofant  VP 


tang.  p 

Ton  aura  LH==c •  Donc  enfubftituant, 

tang.  p 
?.E—cof.p.Jin.p{^c———\  ;==^cof.p[cfin.p 

— v.cq/!p)*.Soit  Taxe  AC(fig.89)deraîle==î^, 
AP  =  Ar,  P;;  =  ix,  MM=n=y,  rélémenç 
M  m  m  M  de  Taîle  fera=3y  rfx.  Soit  encore  la  vîcefle 
de  TextrémitéCde  Taîleas;^,  la  vîcefTedupointP 

fera  v  3=5:  ^ —  j  donc  Timpulfion  fur  le  plan  clcm^n- 

l7Aityixit^7i^s=.ydxcof.p[€.Jin,p ^j  • 

Multipliant  îette  quantité  par  la  v\it^t  du  point 
P,  le  moment  d'impulfien  fur  le  plan^^xfera 

i=-^— r.coj.pl€.Jin.p  —  i \  ,  dont  lin- 


^^m^m^m^ÊmmmmmmmÊta^i^t^mÊmt^^amÊt^ 


je  douce  qu  elle  foit  vraie  ;  car  un  Savant  prérend  avoir 

irouvé  par  expérience  que  la  roue  produit  un  plus  grand 

cfFec  lorfqu'ellc  a  48  ailes  que  quand  elle  n'en  a  que  14 

ou  12.    Or  les   dimenfions  de  la  roue  qu*ii  a  employé^ 

h 
font  telles  qnê  —  çft  s?  ^  à  pcu-pr^« 
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tcgcale  exprimera  le  moment  d'impulfion  de  Taîle 
enriere  NDc/z,  Supppofantla  largeur  MM=:i^ 
c*€ft-â-dire,  fuppofant  Taîle  redangulaire,Ie  morr.enr 

d  impuluon  cherche  lera =-i ( — 

x.^x^fin.f.c4.p.^  Llfllf?£fL!N  _j.  c.  Dans 

cette  intégrale  j  S<p  font  des  quantités  qu'on  re- 
garde comme  confiantes. 

Pour  déterminer  la  confiante  C  ,  je  remarque 
qn'en  fuppofant  jc  =  A  B  =  /tz  ,  Timpulfion  de 
Taîle  doit  être  nulle  \  puifque  Taîle  commence  au 
point  Bj  donc  le  moment  d*impulfion  cherché  eft 

^l^of.p  /    .fin.p  ^^        ^cxfin.p.cof.T[, 

=  — = (  C  * [x^-^m  j ^ X 

a        \         %     ^  xa 


5 

t 


{x^—m^  )^llS^{x^  —  m^^\  Enfinen 

fuppofant  jr  =  tf ,  &  négligeant  la  quantité  m 
qui  dans  les  moulins,  tels  qu*on  les  conftruit, 
eft  *très  -  petite  par  rapport  à  la  quantité  tf,  on 
trouvera  facilement  que  le  moment  d*impulfion 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  fi  en  fuppofant  « 
=  a:  =  AF,  on  trouve  le  moment  d'impuifionde 
la  partie  L/c  n  pofitif  ,  &  qu'en  retranchant  ce 
moment  du  moment  total  de  Taîle ,  on  trouve 
une   quantité   négative    pour    le   moment  d*im- 

[>uîfion  de   la  partie  reftante  ,  il  eft  vifible  que 
c.  plan  NL/D  bien   loin  d'être    frappé  par  le 
vent  frapper^  l'air   au  contraire  :    ainfi  il  «"^ 


i«i«i 
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faire  la  longueur  de  l'aile  demaiiière  qu'il  n'y  en  aie 
aucune  partie  qui  ne  reçoive  l'impulfion  de  l'air 
&  la  terminer  au  point  F,  ou  la  quantité  ejîn.p  — 
V  cof.  p  devient  3=  o ,  ou  bien  faire  enforte  que 

c  loit  toujours  ^ ,  ou  du  moins  que  c=: 

— ^ =  r,  cot.  p  =  — ^ —  ,  en  railam  x 

car  fi  C  -<[  — — ^  >  la  vîtefTerelative de  Timpulfion 

devient  négative ,  &  l'impulHon  par  rapport  à  la  par* 
tie  correfpondante  de  l'aile  fe  change  en  répulfion. 

1*15.  Problème.  Déterminer  la  conjlruciion  <fun 
moulin  à  vent  propre  à  produire  le  plus  grand  effet 
poffîble.  Soit  A  B  la  réfiftance  que  je  'confidere 
comme  un  poids  P  appliqué  aii  levier  r ,  fa  vî- 

tefle  fera  — ^*  Donc  l'effet  de  la  machine  fera  ssasi 

a 

— t*  Mais  parce  que  le  moulin  porte  quatre  aîlcs  » 

c  — -l 

Prj  /c^fin.p      ^cr 

nous  aurons  — - =±ap x.cou p  (  — - — ^ ^ X 

fin.p.cof.p-^ '—\  (*)  ^ssn^ac^hTi.cof.py^ 

(  ^  )  Selon  certains  Auteurs  Tadion  d'on  fluide  eft  égale  aa 
poids  d'une  colonne  de  fluide  dont  la  hauteur  feroit  ^gale  à  celle 
donc  un  corps  doit  tomber  pour  acouérir  la  vicefTe  du  mpbile» 
d'autres  paroifTenc  mie'ux  fondas  fur  l'expérience  en  la  fai- 
fane  à-pea-près  double»  De  forte  oue  fclon  ces  derniers  en  ' 
fuppofanc  h  cette  hauteur,  /la  furtace  plane  que  le  fluide 
frappe  direâement,  m  le  poids  d'un  pied  cube  de  fluide,  kfm  h 
fera  Pimpulflon  direâe  du  fluide  fur  la  furface/»  en  faifanc  A 
=  1,  à-peu-prèss  je  penfc  que  A  eft  à-pcu-prcs  =  1,7 
quand   il  s*agit  de  Tçau, 
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^;  n  -  li^i^  -h  ^^^  V  Soit  if?if =« 

^  ,  ou  -i-  ==  y.  eang.  p  ^    on   aura  — 2^  =a 

4  tf,  A  >'  c  ^  JT'p  Çl—^^^y    Dont  [e 

maximum  en  regardant  ^  comme  variable  ,  donne 

f =^  +  -^ —  =  o,doulonnreya= r— • 

)  4  9 

Mais  pour  le  maximum.  Von  doit  avoir  j'  =» 
-i-  cot.p  a= : (  voyex  ce  que  nous  avons 

die  fur  les  maxima  &  les  minima  dans  le  Calcul 
différentiel).  Suhftjtuant  cette  valeur  dans  l'équa- 

cion  de  TefFet  de  la  machine  ,  il  viendra  ^— ^ 

a 
.s=f  a  ù  c\  { J.  jin.p.    Donc  le  plus 

grand  effet  de  la  machine  fuit  la  raifon  triplée 
du  (inus  d'obliquité  de  l'aile  par  rapport  à  Taxe 
du  moulin  qu'on  doit  toujours  placer  dans  la 
'direftion  du  vent. 

1 14.  P  R  o  BX E  ME.  Déterm'mcr  finctinat/hn  des 
aîUs^  par  rapport  à  taxe  pour  que  lé  moulin  pro- 
duife  le  plus  grand  effet  poffible.  Si  dans  Texpref- 

r      yi*dx             .  /                        Z»cof.p\^ 
fion  ^^-i cof.  pic.  Jin.  p î U^  j     -- 

-j-  xcof.pdx  i^Jin.p  —  ^—^J   ,  en  faifant 
j/  =;  i  j,  on  cpnfidere  ^  comme  conftant ,  &  qn^on 
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fafTe 


X  cof.p  ifin.p '• — ^j   =  r ,  la  quef- 

cion  fe  réduit  à  chercher  \q maximum  deS  tdx.  Mais 
de  ==  dx  cof.  p  [cjin.p j    — dxx 

' •  [jin.p — 2 )  — xdp.Jin.p[Jin.p 

\x.cof.p\^  /•    /  /•  ix.cofp"^ 


-j-J    '^xdp.cof.pi^Jin.p — -J  X 

(  1  cof.  p  -f-     ^        —  ]  •  De  plus  en  fuppofaiit 


dt  s=3  p  dx  -4—  lAdp  ,  dans  le  cas  du  maximum  ^ 
la    quantité   M  doit   =   o   (  *  )  ;    donc  — 

X.  fin.  p  (  fin.  p j    Hh   i  X.  cof.  p  X 

D'où  l'on  tire//»,  p  (jin.  p  —  î^^)   =» 


• 


("^  )  Cela  eft  fondé  fur  ce  beau  Théorème  :  P  étant  une 
fonSion finie  yfidts=*VdX'\-lAdpy  lAfera  =  o  ,  lorfque 
S. r ixfera  un  maximum.  A caufc de  dt*=^Vdx'^}Adp, 
Ton  a  r  *=  S.P</x+  S.MJ;»,  &  tdx  =  ixS.?dx  + 
dxS.}Adp;A*oàVonÙTcS.td.x=S.dxS.?dX'^S.dxS.Udp9 
Donc  le  maximum  donne  rix  ^=3  o  =  dxSVdx  -H 
dxS.  ULdp  ;  donc  Pifx  +  M <fp  =  o.  Or  dans  le  cas  du 

dx  dx  U 

maximum  -. —  eft  =  o  ;  donc  -; —  =  —  -^  =»  o  ^  c'cft  • 
dp  dp  ^ 

pourquoi  M  =s  o  ^  parce  que  P  eft  une  quantité  finie.  Il  eft  vi- 
£btc  d ailleurs  que  l'équacion  rd»  =  o»  fuppore  dx'sso. 
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iB. 


X.  cof.  p  [  cof.p  -4-  ^— — --)•  Donc  en  divifanc 
par  cof.  p  j  Ton  aura  tang.p —  ^ — ^^^g*P  =  2-1- 


A  C 


On  voit  par  U  qu'a  chaque  diftance  x  répond 
une  inclinaifon  différente  >  Se  qu'ainfi  laîle  doit 
erre  courbe  dans  toute  fa  longueur  ,  car  x  croif- 
fant,  iang.p  augmente.  Si  Ton  fuppofe  a:=o, 
oaaura  tang.p=z^iz=z  i.  ^r^  =  tang.  54^.44'. 
Ainfi  la  plus  petite  inclinaifon  de  l'aile  auprès 
de  Taxe  doit  être  de  54®.  44'  ,  tandis  que  là 
jplus  grande  inclinaifon  de  l'extrémité  de  l'aîlefe 

détermine   par   tang.  p  /==  —  -*-  V^  (  * 
— ^  j  ,  en  fuppofant  x=ia. 

Vfagc  du  calcul  intégral  dans  la  recherche  des 
mouvemens  qui  dépendent  étune  force  accélé^ 
ratrice. 

IIJ.  Problème.  Valfcijfc  AP  étant  fuppofie  repris 
fenter  U  ttms  »  &  t ordonnée  P  M  /â  vite^e-  corrë/pondante 
ûcquife  par  une  force  accélératrice ,  trouver  tefpaet  parcouru 
(fii-  9'  )•  Ayant  mené  Tordonnée  pm  infiniment  proche 
de  PM,  je  fais  AP=r,  PM  =  Z,  Pp  =  dt  Vêlé- 
jrïentVMmprtT2  =  Zdt,  Mais  parce  que  pendant  le 
tems  infiniment  petit  ^«,  le  mouvement  peut  être  re- 
gardé comme  uniforme^  Tefpace  parcouru  pendant  le 
tems  de  fera  conunç  le  produit  de  ce  tems  par  la  vi- 

/ 
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tcffc  Z,  ou  fera  =  Zdf  =  PMmp5  &  S.Zdt  ou 
Taire  APM  exprimera  Tefpace  parcouru  pendant  k 
teins  A  P  ou  pendant  le  tems  r. 

Corollaire.  Si  le  mouvement  eft  uniformément 
accéléré,  c'eft-à-dirc  fi  les  ordonnées  font  propor* 
tionnelles  aux  abfcifles  ,  Taire  APM  Cfig.91)  de- 
viendra un  triangle  (  fig.  91  ).  Qonc  fi  les  abfcifles  ou  les 
tems  A  P,  A  B  >  AD  font  dans  le  rapport  des  nombres 
naturels  1 3  i,  3>  les  aires  correfpondantes  qui  font 
comme  les  quarrés  de  ces  abfcifles ,  à  caufe  des  trian- 

Î;lcs  femblables  A  P  M ,  ABC,  ADN,  feront  comme 
es  quarrés  i ,  4 ,  9.  En  général  les  efpaces  parcourus 
par  un  mouvement  uniformément  accéléré  (  comme  eft 
celui  des  corps  qui  obéiflent  librement  i  l'aâion  de 
la  gravité  auprès  de  la  terre  )  font  comme  les  quarrés 
des  tems.  Mais  les  vîtefles  font  alors  proportionnelles 
aux  tems  ;  puifqu'une  force  confiante  doit  communiquer 
une  vitefle  double,  dans  un  tems  double,  une  vitefie 
triple  »  dans  un  tems  triple ,  &c.  donc  les  corps  qui  obéif- 
fent  librement  à  l'aâion  de  la  gravité,  parcourent  des 
efpaces  proportionnels  aux  quarrés  des  tems  &  des  vi« 
tefles  y  M  forte  que  les  vitefles  &  les  tems  font  comme 
les  racines  des  efpaces. 

Si  l'on  fuppofe  APM=i, A B«=i. AP,  Tefpace parcouru 
pendant  le  tems  2.  A  P  fera  =  ^.  Donc  Tefpace  parcouru 
pendant  la  féconde  féconde  doit  être  triple  de  celui  qui  a 
été  parcouru  dans  la  première  féconde.  Mais  Taâion  de 
la  force  accélératrice  étant  fuppofée  uniforme ,  cette 
aâiqn  ne  peut  faire,  parcourir  à  un  corps  pendant  la 
féconde  féconde,  qu'un  efpace  égal  à  celui  qu*elle  lui 
a  fait  parcourir  pendant  la  première  féconde  5  ainfi  la 
vitefle  acquife  dans  la  première  féconde  eft  capable  de 
faire  parcourir  pendant  la  féconde  féconde  un  efpace 
double  de  celui  qui  a  été  oarcouru  dans  la  première 
féconde.  En  général  puifque  D  N  ==  A  ^  repréfente  la  vî- 
tefle  acquife  pendant  le  tems  A  D ,  il  eft  vifible  qu'avec 
cette  vîtefle  le  mobile  A  parcouroit  dans  un  tems  A  D 
un  efpace  exprimé  par  A  a  X  A  D ,  c'eft-à-dire ,  un  efpace 
exprimé  par  Taire  du  parallélogramme  A aND^ tandis 
qu'il  n'a  parcouru  pendant  le  même  tems ,  qu'un  ef- 
pace moitié  |>Ius  petit,  exprimé  par  Taire  du  triangle 
A  D  N  2  moitié  du  parallélogramme  A  D  N  d. 


/ 
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Dans  cette  même  fuppoficion  de  la  farce  accélérar 
trice  confiante  »  les  eipaces  parcourus  fucceflivemenc 
croîtront  comme  les  nombres  impairs  i  >  3  >  f ,  7  >  9> 
II,  13,  &c.  c'eft-à-dire ,  que  fi  le  mobile  parcourt  dans 
un  tems  donné  que  j'appellerai  un  inftant  (  ^  )  un 
efpace  comme  un  ,  il  parcourera  dans  le  fécond  in- 
ftant de  fon  mouvement  un  efpace  comme  3  »  dans  le 
croifieme  inftant  un  efpace  comme  s >  &c«  ^^  effet, 
en  fuppofant  AP  -=  PB  =  BD  ,  fi  l'efpace  APM 
=  1 ,  1  efpace  A  B  C  fera  =  4  &  Tefpace  A  DN  =i  9. 
Maintenant  Tefpace  APM  ayant  été  parcouru  dans  le 
premier  inftant ,  il  eft  vifible  que  P  M  C  B  exprime  l'ef- 
pace  parcouru  au  fécond  inftant ,  &  B  C  N  D  l'efpace 
parcouru  au  troifieme  inftant.  Or  PMCB=  ABC 

—  APM«4  — 1  =  3.  De  même  BCND  =  DAN 

—  BAC«=9 — 4=*=  y*  On  prouvera  par  un  raifonnement 
(èniblable  que  Tefpace  parcouru  au  quatrième  inftant 
doit  être  >»7,  &  ainfi  de  fuite. 

Mais  parce  que  le  mouvement  dçs  corps  qui  mon^ 
cent  contre  l'aâion  de  la  gravité  doit  être  retardé 
dans  la  montée  de  la  même  nianiere  qu'il  a  été  accé* 
1ère  dans  la  defcente  $  car  la  caufe  retardatrice  eft 
^a  même  que  la  caufe  accélératrice  3  les  efpaces  par- 
courus en  montant  doivent  être  comme  les  nombres 
impairs  i ,  ^  ,  J,  7  ,  &c.  pris  dans  un  ordre  renverfé, 
&  fi  deux  mobiles  D  &  B  remontent  contre  la  gravité 
iufqu'à  ce  qu'ils  ayent  perdu  toute  leur  vîtefTe  en  A  , 
les  efpaces  parcourus  par  ces  mobiles ,  feront  comme 
les  triangles  DNA,  BCA,  c'eft-à-dire  comme. les 
quarrés  des  rems  D  A  &  B  A. 

116.  Problème.    Si  AB  (fig.  91  )  repnfentant  tef" 

pace  pûrcouru  par  un  mouvement  acciUri  »  les  ordonnits 
A  D ,  P  Q  [ont  comme  les  forces  (jai  agiffent  dans  les  points 
A ,  P  tanidis  que  P  M  repréfente  la  vitejfe  acquife  par  U 


i"^)  Selon  ce  aue  nous  avons  dit  dans  notre  méraphy- 
fique  Tinftant  n'cft  autre  chofe  que  la  limite  qui  fépare 
le  tems  pafTé  du  tems  futur.  Mais  nous  prenons  ici  ce  terme 
dans  un  autre  fens ,  c*eft-à-<lire  ,  que  nous  fuppofoos  ^pft 
l'inftanc  repréfente  un  tems  déterminé. 
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moitié  au  point  P,  trouver  la  vUeffe  correfpondante  à  cka» 
que'poine  de  fefpace,  SoitPQ  =  tf,  AP==r  ,  PM  =  î,  la 
mafle  du  mobile  =m  ^  on  aura  P/>=»dr.  Mais  la  vî- 
teffe  pendant  le  tems  d  t  employé  à  parcourir  Vp  pouvant 
être  regardée  comme  uniforme ,  on  aura  dr=:(,dt  ,iziiz 

dr  dr 

-y  ^8cdt^=s  — •  De  plus  la  quantité  de  mouvement 

at  T 

engendré  pendant  le  teins  dt  fera  ^=^md!f  y  &  parce  que 
la  quantité  d'aâion  qui  répond  au  tems  dt  eft  égale 
à  la  force  mouvante  multipliée  par  le  tems>  om  udt=^ 

mdr  dr  dr 

mdXé  ou  dt=» •  Maisrf^=  —  j  donc=  — «t 

^  «*  Il 

iffdi[  o  7  7 
>  ou  udr  ^=sm\d[^  8c  S.  tf<^r:^îin{j=a  ■^— 

en  fuppofant  m=  i.  Mais  S.  udr^^S.  (  PQqp)  »» 
APQD.  Donc  fi  la  mafTe  eft  fuppofée  confiante,  la 
moitié  du  quarré  de  la  vitefle  &  par  conféquent  le 
quarré  de  la  vitefTe  fera  proportionnel  à  Taire  des  for- 
ces APQD. 

117.   P  R  O  B  L  i  M  B.    Suppofant    que  les  forces  AD, 

P  Q  ,  font    comme  Us  diftances    A  C ,    PC,   au   point 

C ,    trouver   la  viteffe    dans   chi^que   point   P    de    l'ejpacc 

(fig.  9J  ).    Puifque    (  par  l'hypothèfc  )    A  D  :  P  Q  :  : 

A  C  :  PC,  I  aire  des   forces  A  C  D   fera  un  trian* 

glc  ,  &  CD  une  ligne  droite.  Soit  AC  =  a,  ÀP 

B3  X  ,  la  force   Correif  ondante  au  point  P  =»  u  ,    on 

auraPC=fl  — *,  &  parce  que  PQ  eft  comme  PC, 

on  aura  c  par  le  problême  précédent  )  ,   en  fuppofant 

•  '''^ 

toujours  la  vîtefle  exprimée  par  i^S.  udx  =  —  «• 

m 

S'(adx — xdx)=^  ax —  ,   ouz4Uv —  ««*=  çj. 

Mais  fi  du  centre  C  on  décrit  le  quart  de  cercle  A  M  B , 
PM  fera  =  v^(2dx — xx)  =  ç.  Donc  fi  du  centre 
C  avec  le  rayon  C  A  on  décrit  un  quart  de  cerclé 
par  le  point  A  où  commence  le  mouvement ,  les  vi- 
cefles  dans  chaque  poiot  P  compris  entre  C  &  A  feront 
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comme  les  finus  des  arcs  correfpondancs  du  quart  de 
cercle. 

IiS.  PHOBLEME.  Dans  cette  même  hypothefe  ^  on  de* 
mande  te  tems  de  La  defcente  le  long  de  AC,  PC,  &c.  juf^ 
qu'au  point  C.   Il  cft  viiible  que  P/>  =  </:c=ç<ir=5 

£Îrv/{i  a  J^— «  x),  &  par  conféquent<îf==  -7^ 

^auatîon  que  je  défigne  par  (  A  ).   Mais    les  triangles 
PMC,«Mm  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  (ont  * 
femblables  &   donnent  PM:Cm  ::M/t:Mm^  ou 

iii  X 
\^(tax^xx):a::dx:Mm=    .    ^^^_    ^     j  donc 

Ml»  d x  .^  ^  Mm 

— -  =-7- ;—<*',  &r  =  S. 5  c*eft- 

a  y^tax — xx)  a 

à-dire  fi  Ton  fuppofe  A  P  =  AC  ,  oux^^a,  le   tems 

AMB   „     .       .         :       ^  . 

i  fera  = •  Par  la  même  raifon  fi  le  mouvement 

a 

commence  au  point  P ,  le  tems  de  la  defcente  le  long 

PHG 

de  P  C  =  t  fera  exprimé  par  — - — •  Maïs  il  eft  v ifible 

que  le  rapport  du  quart  de  la  circonférence  au  rayon 
cille  même  dans  tous  les  cercles ;ainfi  dans  cette  loi 
des  forces,  le  mobile  arrivera  au  point  C  dans  le  me* 
me  tems  ,  foit  qu'il  parte  dii  point  A  ,  ou  du  point  P. 

Nous  avons  vu  ci-deffus  (  yi^  que  cette  loi  des  for- 
ces a  lieu  pour  les  vibrations  d'un  pendule  qui  fait  fes 
ôfciJIations  dans  des  petits  arcs  de  cercle  >  donc  les  vi- 
brations d'un  tel  pendule  doivent  être  d'égale  durée  ^ 
quoiqu'elles  ne  foient  pas  égales. 

119.  l?KOBLEMn,0  Suppo/ant  que  le  mobile  parcourt  une 
droite  Aa  (  fig>  94)  qui  ne  pa//e  pas. par  le  centre  C  des 
forces  y  &  que  le  mouvement  commente  au  point  A ,  trouver 
la  viujfe  dans  chaque  point  B  de  re/pace.  Je  mené  la  ligne 
C  A  au  point  A  ou  commence  le  mouvement  ^  la  ligne 
CM  perpendiculaire  fur  A  a  ,  &  je  fais  AM  =*  ^ , 
CMa»A,CB  =  Ar,  cour  avoirB  M=  ^  {xx  —  hb), 
Soit  u  ta  force  qui  agit  fur  le  mobile  au  point  B  dans 


0 

i 


Problèmes  Physïco-  Mathémat.    47P 


la  ilîreâion  C  B  »  la  décompofant  en  deux  autres ,  Tune 
(èlon  BM.  l'autre  félon  Bc  perpendiculaire  i  ha  Se 

{laralleleà  MC  }  ileft  vifibleque  la  force  perpendicu- 
aire  à  la  ligne  A  a  fera  détruite  par  le  plan  Aa  ^  8c  que 
la  feule  force  félon  BM  produira  le  mouvement   Main- 
tenant la  force  abfolue ,  que  je  fuppofe  exprimée  par 
JSC 9  fera  à  la  force  refpeûtve  comme  B  C  :  B  M  :  :  x  : 
^(xx — Bb).  Ccft  pourquoi  x:  V(x x-^Bb)::  u: 

u  ^(  XX  -^^  h b  ^ 

,  force  refpeûîve  qui  produit  le  mouvc- 

X 

-ment* 
SoitAB  — AM  — BM-^fl—  V  (**~-^S)=r, 

t>n  aura  i  r  =5 --^r ,,  '  •  Ceft  pourquoi  fi  dans 

Téquation  S.  iidr=  —  trouvée  ci-deifus  Cii<î}  à  la 

place  de  la  force  qu'on  a  exprimée  [>ar  u  dans  l'endroit 
<:ité,   on  fubfiitue  la  force  refpeâivc  qui  eft  ici= 

^V(xx  —  hh)  —xix  ^ 

.  &  qu  on  mette  —77 ,    •    a  la 

X  '        ^  V(*«  —  bb) 

m 

place  de  dr,  on  aura  —  —  S.  (  —  ttifflp)^  c*cft-à-dire 


• 


fi  Ton  fait  CP— CB«=ji:  ,  &  qu'en  prenant   A  C 

Î>our  axe ,  on  décrive  la  courbe  des  forces  D  O  donc 
es  ordonnées  Q  P  repréfentent  les  forces  centrales  u , 

on  aura  au  point  B,  —  =ADQP-  Ainfi  la  vîtefle 

acquife  :^a  point  B  le  long  du  plan  incliné  A  B  eft 
égale  â  celle  que  le  mobile  auroit  acquife  en  tombant 
verticalement  le  long  de  A  P ,  pourvu  que  les  points 
P&  Bfoient  également  éloigfies  du  centre»  &  que  la 
loi  des  forces  foit  la  même  (  voyez  le  n^.  xi6). 

CoRoiLAiRE.  Le  mouvement  fera  donc  accéléré 
depuis  le  point  A  jufqu'au  point  M  »  où  la  force  âc*- 
céiérante  B  M  s'évanouira.  Depuis  le  point  M  le  mou- 
vement fera  retardé  en  allant  vers  b.,  à  caufe  de  la  force 
^M  qui  repouflera  le  mobile  vers  M^  &  â  la  diftance 
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M  tf  =  M  A  ^  le  mouvement  fera  totalement  éteint.  En- 
fuite  le  mobile  reviendra  de  â  en  A  par  un  mouvement 
accéléré  depuis  a  jufqu  en  M  ,  &  retardé  depuis  M 
jufqu'en  A ,  &  ainu  de  fuite  j  de  forte  que  s'il  nV  avoit 
aucun  obftacle  ni  de  la  part  du  plan  ou  du  milieu,  le 
mobile  fe  mouveroit  perpétuellement  de  A  en  a  &  de 
n  en  A. 

IlO.  Problème.  Suppofons  que  ia  force  accélérante  efi 
confiante  ,  &  quelle  efi  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre  , 
9H  demande  dans  quel, rapport  la  forci  reJpcBive  qui  pouffe 
un  mobile  le  long  d'un  plan  incliné  A  C  (  fig»  9S  ^9  efi  k  I4. 
force  verticale  qui  le  pouffetoit  le  long  de  A  B.  Soit  la 
force  abfolue  (qui  pouflTe  le  mobile  m  vers  le  centre 
de  la  terre)  exprimée  par  Mm  parallèle  à  A  B  ^  &  dé- 
compofons  cette  force  en  deux  autres  3  Tune  Ma  per* 

Senaiculaire  au  plan  AC^  l'autre  m  n  =  M  N  qui  agit 
ans  la  direâioji  mC  s  i  caufe  des  triangles  M  Nm^ 
ABC  dont  le  côtés  font  perpendiculaires  &  qui  par* 
conféquent  font  femblables  ,  on  a  la  proportion  M  m  t 
MN::  AC:  AB  ,  c'eft-à-dire  la  force  rcfpeâive  qui 
£ait  mouvoir  le  mobile  m  «  le  long  du  plan  incliné  eft 
confiante  ,  &  elle  efi  à  la  force  abfolue  qui  la  feroit 
mouvoir  le  long  du  plan  vertical  A  B  ^  comme  la  hau- 
teur du  plan  incliné  efi  à  fa  longueur. 

CoROtLAiR£.  Si  l'on  mène  BL)  perpendiculaire  i 
A  C  ,  les  triansles  re^angles  MNw,  ABC  ,  ADB 
feront  tous  femblables ,  &  l'on  aura  Mm  :  M  N  :  :  A  C  : 
A  B  :  :  A  B  :  A  D.  Donc  fi  A  B  repréfcnte  la  force  ver- 
ticale ,  A  D  repréfentera  celle  qui  fait  mouvoir  le 
corps  m  le  long  du  plan  incliné  $  &  parce  c^ue  cette 
force  eft  confiante  ,  les  cfpaces  A  D ,  A  C  font  comme 
les  quarrés  des  tems  employés  à  les  parcourir.  Donc 
en  appellant  ces  rems  r  &T,  nous  aurons  rr:TT^:: 
AD:AC»  &r:T::y^AD:VA  C.  Mais  parce  que 
dans  une  proportion  continue  le  premier  terme  eft  au 
troifîeme  comme  le  quarré  du  premier  à  celui  du  fé- 
cond 9  ou  comme  le  qûarré  du  fécond  i  celui  du  troi- 

fieme ,  la  proportion  A  C:AB::AB:AD,  ou  AD: 

AB  ::  AB;  ÀC,  donnera  A  D  :  AC::  AD  :Xb\ 

ôc 


..^_. — ^,..^^^^_  ,  ,    ...■■.  ^ 
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«A 


&  VAD  :  VACr.AD:  AB.  Donc  ci  T:  :  AD.- 
AB::3A:AC 

D'un  aucrtt  c6té  les  ^itefies  acquifes  p>r  des  forces 
«ccélcîsitriccs  conilantcs  ibnc  comme  les  produits  des 
tems  âe  des  forces^  ou  en  raifon  compofée  des  tems  6s 
des  forces  $  donc  ta  vîvefle  accfaife  le  long  du  plan  incliné 
A  C  eft  à  la  viteÛe  qui  fdroic  acquife  par  la  chute  le  long 
do  plan  Tertical  A  S  de  même  hauteur  en  raifon  com- 
pofée de  AC:AB&de  AB:  AC,  ou  comme  AÇx 
A  B:  AB.  A  C  :  :  i  :  i  ^  ou  en  raifon  d'égalité. 

Menons  fg  parallèle  à  A  ^  ,  &  B  ^  perpendiculaire 
au  loéme  plan  A^.  Si  AB  repréfente  la  force  con« 
ftante  de  la  gravité  auprès  de  la  furface  de  la  terre  é 
A  D  &  A  i  repréfenteront  les  forces  accélératrices  le 
long  des  plans  A  C  ^  Aa(  ouf  g  }.  Et  parce  que  ces 
forces  ibnt  en  raifon  compofée  de  A  D  a  A  B ,  ou  dé 
AB  à  AC  &  de  Aa  à  AB  ou  de  h  à  /"B  ,  c'cft-â- 

àAC: 


dire  dans  le  rapport  de  A  B  x/g  à  A  C  X/  B  (  car  A  D 

AB*  ÂB* 

Xô  ,  A  i  «=«  T"  >  donc  AD:Ai::Atf:AC}  mais  i 

«  .         AB./^ 

caufe  des  triangles  A  «  B,  /^B ,  Ton  a  A  tf  «^  — TjT —  } 

donc  Atf  :  AC  ::  AB./^  f  AC.fB) ,  il  eft  évident 
qu'elles  font  eo  raifon  direâe  des  hautaurs  des  plans 
A  B  &/B  &  en  rai(<ni  inverfe  des  longueurs  A  C  Scf^. 

Puififoe  la  force  le  long  de  A  C  eft  à  la  fprce  le 
long  de  A  B  comme  A  D  :  A  B ,  les  efpaces  A  D  M  B 
feront  parcourus  en  tems  égaux  :  comme  cela  fuit  évi- 
demment de  ce  qu'on  a  dit  ci'deiTus  (  uS)  Par  la 
même  caifon  l'efpace  A^  fera  parcouru  dansr.  lemême 
tems  que  A  B.  Si  donc  on  mène  les  cordes  AD ,  A  b 
i  fig.  96 )  perpendiculaires  aux  cordes  bD^  Bby  ces 
cordes  feront  parcoorues^  dans  le  même  tems  que  le 
diamètre  vertical  A  B ,  &  par  conféquent  elles  feront 
Mrcourues  en  tems  égaux.  £t  fi  l'on  fuppofe  les  cordée 
BN  ,  BM  refpeâivemenc  égales,  8c  par  conféquent 
parallèles  aux  cordes  AD ,  Aè ,  elles  feront  évidem- 
ment parcourues  dans  le  même  tems  ,  puifqa'elles.  font 
également  inclinées  à  Thorifon,  d'où  il  fuit  que  toutes 
les  cardes  oui  abouriffem  aux  extrémités  A  2k  B  d*un 
diamètre  vttttcal  font  parcofrtuet  en  aems  égaiu^. 

T0m€  ^^  r  H  il-- 
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La  théorie  que  nous  venons  de  développer  peut  fervir 
à  réfoudre  ce  beau  Problème:  Etant  domnée  uneiigm  Pfi 
(  fi  ^*  97)  ^"^^f^^  ^  i'honfçn  ,  &  ar»  peint  A  fur   U  yer- 
ticalt  B  D  ,    trcuvtr  la  ligne  droite  A  P  que   doit  fuîvrt 
It  mohdt  A  pour  arrivsr  d  la  ligne  B  P  dans  le  moin-- 
dre  tems  poffiùle.  Ayant  mené  A  Q  perpendiculaire  fur 
B  P  y   clivifez  l'ançli:  D  A  Q  en  deux  éçilemenc  par 
ligne  P  A ,  cette  ligne  fera  le  chemin  qui  doit  fuivre 
le  mobile.  Par  le  point  P  ou  la  liçnc  A  P  rencontre 
la  ligne  donnée  B  Q ,  menez  P  C  parallèle  à  A  Q  ;  les  an- 
gles alternes  internes  Q  A  P ,  A  PC  feront  égaux.  Mais 
par  conftruûion ,  Q  A  P  =C  A  P  }  ainfi  A  P  C  =«  C  A  P 
&  le  triangle  C  A  P  eft  ifocelle.  Ceft  pourquoi  fi  du 
point  C  pris  pour  centre  avec  le  rayon  C  P  on  décrit  ' 
un  cercle  »  il  pafifera  par  le  point  A  $  &  fi  Ton  mette 
les  lignes  A  M  ,  elles  feront  plus  grandes  que  les  lignes 
correfpondantes  A  t.  Maintenant  les  cordes  Ar,  AP 
font  parcourues  en  cejns  égaia  %  donc  le  tems  emplové 
à  parcourir  A  P  fera  plus  court  que  le  tems  employé  à 
parcourir  A  M  ;   &  partant  A  P  eft  la  ligne  droite  le 
long  de  laquelle  le  mobile  A  arrivera  le  plus  promp- 
tement  à  U  li^ne  B  P.   Si  D  A  eft  parallèle  à  Q I^ 
l'angle  C  À  P  fera  de  45^ 

1 II .  Problème.  Trouver  la  vitejfe  qu'un  mobile  peut  oc- 
ouinr  en  defcendant  le  lon^  d'une  courhe  A  D  (  fig.  98  )• 
Soit 'A  m  la  force  qui  poufle  le  mobile  A  félon  la  ver- 
ticale A  b  ^  comme  ce  corps  ne  peut  pas  fuivre  cène 
li^e  >  à  caufe  de  la  courhe  A  M  »  je  décompofe  cette 
force  en  AN  perpendiculaire  à  la  courbe,  fir  A  M  que 
je  confidére  comme  un  plan  incliné.  La  force  AN  étant 
détruite  par  la  réfiftance  de  la  courbe ,  la  feule  force 
A  M  produira  le  mouvement ,  &  félon  ce  qu'on  a  dit 
ci- devant ,  la  vitefTe  acquife  le  long  de  A  M  fera  égale 
à  la  vitefie  acquife  le  long  de  .la  verticale  A  m  ,  & 
comme  on  peut  faire  le  même  raifonnement  pour  tous 
les  élémens  de  la  courbe  «A  B,  il  s'enfuit  que  la  vî- 
teflc  acquife  le  long  de  l'arc  A  B  fera  la  même  que  celle 
que  le  mobile  acquéreroits'il'tomboit  delà  hauteur  A^. 
•  Otf  obifttiera  peut-être  que  le  mobile  en  choquant  la 
coufbe  d'oie  perdre  un  .peu  de  fa  vîtefle  &  qu'ainfi  il 
ne>eut  avoir  i*  la  fin  de  fa  chute  en  B  la  même  virefle 
qn'il  juirptt  acquife  en  tombaot.lpjoog.de  Ai«  Pour 
répondre,  à  cette  difficulté  ^  je  Tuppofe  que  le  mpbile 


Problèmes  Physico-Mathe'mat.    483 

ait  déjà  parcouru  l'arc  A  a  (  fig.  90) ,  il  eft  certain  qu'il 
tend  à  continuer  fôn  mouvement  le  long  de  fa  ligne  a  g 
tangente  de  la  courbe.  Il  eft  donc  évident  que  le  mobile 
fera  un  effort  que  je  repréfente  par  a  g^  pour  parcourir  cette 
ligne.  Ayant  décompofé  laforce%g  en  «jD  perpendiculaire 
à  la  courbe  &  af  =  gD  qui  repréfente  la  fçrce  ref- 
tantc  ,  l'angle  fag^^  agD  fera  infiniment  petit,  puif-, 
que  la  tangente  s'éloigne  infiniment  peu  de  la  courbe  ; 
&  parce  que  dans  un  triangle  quelconque  les  finus  des 
angles  font  comme  les  côtés  oppofés  à  ces  angles^  le 
côté  a  g  fera  au  côté  a  D  comitie  le  rayon  eft  au  iinus 
d'un  angle  infiniment  petit ,  ou  comme  i  :  ^.  De  même 
•  ^D  fera  infiniment  plus  grande  que  aD  5  c'eft-à-dire 
que  â  D  eft  une  quantité  infiniment  plus  -petite  que  la 
vitefle  ûg  ou  D^.  Maintenant  pour  favoir  de  com- 
bien tf^  eft  plus  grande  que  ^/ou  D^^dn  points  comme 
centre  avec  le  rayon  a^^  je  décris  farc  an  jufqu'à  la 
i^nc-ontre  du  prolongement  de  g  D.  Il  eft  vifible  que 
l'angle  naD  ett  infiniment  petit  ;  car  l'atiglie  aÙnctt 
droit  &  l'angle  anD^tn  confidérant  l'arc  n  a  comme  une 
ligne  droite,  ne  peut  différer  qu'infiniment  peu  d'un  an- 
gle droit  i  donc  le  côté  D  ;2  eft  infiniment  plus  petit 
Se  aU.  Mais  a'D  eft  infiniment  plus  petit  que  g  a. 
onc  &  ga repréfente  une  quantité  finie  y  aD  (érz  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre  yÔcDnun  infiniment 
petit  du  fécond  ordre  5  de  forte  que  les  quantités  ae^af 
ne  différent  que  d'une  quantité  infiniment  petite  du  fé- 
cond ordre  y  qui  répétée  une  infinité  de  fx>is ,  c'eft-à- 
dire  autant  de  fois  qu'il  y  a  d  arcs  infiniment  petits  dans 
la  courbe  A  B»  ne  peut  produire  qu'un  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  Donc  la  viteile  acquife  le  long  de 
A  B  ne  peut  différer  de  la  vateffe  acquife  le  long  d'un 
plan  vertical  de  même  hauteur  que  d'une  quantité  in- 
finiment petite  par  rapport  à  elle  3  donc  ces  vxteffes  doi- 
vent être  fuppofées  égales. 

Si  l'on  fuppofe  que  les  élémensN«,Mm  (fig.  100) 
appartiennent  a  des  arcs  de  cercle  femblables  N  B ,  M  ^  ^ 
&  que  ces  élémens  font  dans  le  rapport  de  ces  arcs,  on 
pourra  les  confidérer  comme  des  plans  également  incli- 
nés à  rhorifon  &  dont  les  longueurs  font  comme  les 
quarrés  des  tems  employés  a  le$  parcourir.  La  même  chofe 
aura  lieu  dans  tous  les  autres  élémens  d«s  arcs  N  B ,  M  i  ; 
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de  forte  que  ces  arc^  feront  parcourus  dans  des  tetns  pro- 
portionnels aux  racines  de  leurs  longueurs^  parce  que  les 
vlteffes  acquifes  le  long  de  N  a  &  Mm  font  comme 
les  racines  des  longueurfN  n  &  M/r  &  par  conféquent 
proportionnelles  aux  vitefles  oui  auront  lieu  (  par  Tac- 
cion  de  la  gravité  )  dans  les  élemens  fuivatis  &  fembla- 
blesiD^mC^  &  ainii  de  fuite.  Donc  les  tems  em- 
ployés à  parcourir  les  arcs  fembtables  N  B ,  M  &  font 
comme  les  racines  des  longueurs  de  ces  arcs  ^  ou  comme 
jes  racines  des  rayons  AB,  ah. 

Si  NB&.M3  font  fuppofés  deux  arcs  femblablesde 
deux  paraboles  défignées  par  les  équations  y  ^"»tf«,  . 
y^zzzbx^  qui  font  des  courbes  femblables  >  &  quon 
prenne  les  abfcifles  BP  ,  hp  dans  le  rapport  des  para- 
mètres a  &^^  les  arcs  {sB  &M^  feront  dans  le  même 
rapport ,  &  les  tems  eipployés  à  parcourir  N  B  &  M '^ 
feront  comme  les  racines  des  paramètres.  Ainfi  fi  a  = 
253,  ces  tems  feront  comme  f  :  i. 

♦ 
Des   cordes   vibrantes. 

112.N0US  fuppoferonsque  les  cordes  font  d'un  très-petit 
diamètre  d'une  gro(feur  uniforme  ,  de  même  matière  $ 
ce  n^'eft  pas  qu'on  ne  puiiTe  comparer  les  tems  des  vi- 
brations des  cordes  de  différente  matière  ;  mais  il  faut 
alors  connoitre  par  expérience  Télafticité  de  cha- 
cune i  car  les  forces  élaftiques  de  Tacter  trempé, 
de  l'or ,  de  l'argent .  &c.  ne  fuivenr  pas  la  raifon  des 
gravités  fpécifiques  de  ces  matières.  Nous  fuppoferons 
encore  que  les  vibrations  ,  font  très-petites  &  telles 
quelles  ont  lieu  dans  les  cordes  de  violon  ou  de  baife 
par  l'aâion  de  l'archet. 

113.  Problème.  Trouver  le  rapport  des  tems  des  W- 
hrations  fort  petites  quoiqu  inégales  et  une  même  corde  A  B. 
(^fig,  loi  ).  Si  une  force  M  fléchit  cette  corde  de  ma- 
nière que  le  point  M  parvienne  jufqu'cn  D ,  la  force 
élalliquc  de  cette  corde  oourra  être  fuppofée  çropor-' 
tionnelle  à  la  ligne  M  D  >  fi  le  point  M  parvient  en 
m  ,  la  force  reftituante  fera  cenfée  proportionnelle  à  la 
ligne  M  m.  Donc  les  efpaçes  que  les  parties  de  la  corde 
auront  i  parcourir  pour  arriver  à  la  ligne  horifbntale 
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A  M  B  feront  comme  les  forces  c^us  font  parcourir  ces 
cfpaces.  Donc  ,  félon  ce  qu*on  a  dit  ci-deiTus  (  n8  ) ,  ces 
cfpaces  feront  parcourus  dans  le  même  tems  $  c*eft-à- 
dire  que  les  vibrations  très-petites  d'une*  même  corde 
fe  feront  en  tems  égaux ,  quaiqu  dles  foient  inégales. 

114.  Problème.  Trouver  le  tems  des  vibrations  de  det/LX 
cordes  A  B ,  a  ^  qui  ne  différent  que  par  la  longueur,  Sup- 
pofons  que  la  première  corde  foft  neuf  fois  plus  gran- 
de que  la  féconde  ;  il  eft  vifîble  que  fi  une  force  N 
Put  fléchir  la  corde  j  5^' la  profondeur  N  n  comme  i  , 
même  force  pourra  fléchir  la  corde  A  B  à  une  pro- 
fondeur M  m  que  je  fuppoïeraî  =9.  Ni.  En  effet  la 
force  élaftique  de  A  B  ne  peut  faire  équilibre  à  la  puiG- 
fance  fléchiflante  que  lorfque  les  parties  de  la  corde 
A  B  feront  autant  écartées  les  unes  des  autres  que  le 
font  les  parties  correfpondantes  delà  corde  ah,  c*eft- 
à-dire  qu'il  eft  néceflaire,  pour  que  la  force  reftituante 
foit  la  même  dans  les  deux  cordes ,  que  les  allonge- 
mens  des  cordes  foient  comme  les  longueurs  des  cor- 
des ,  &  que  les  angles  A  m  B ,  «  n  3  foient  égaux  5  donc 
les  triangles  îfoccIles&  femblablçs  A  mB,  n^  4  ont  leurs 
hauteurs  M  m  ^  N  n  proportionnelles  aux  bafes  A  B  & 
ab y  ou  ce  qui  revient  au  même,  les  inflexions  pro- 
duites par  la  même  force  font^  comme  les  longueurs  des 
cordes. 

Concevons  à  préfent  les  efpaces  M  w ,  N  «  dîvîfcs 
en  un  grand  nombre  d'élémens  infiniment  petits,  de 
manière  que  chaque  élément  de  Mjw  fait  à  chaque 
élément  de  N  n  comme  M  m  :  N  «  ,  &  cherchons  le  rap- 
port des  tems  employés  à  parcourir  chacun  de  ces  élé- 
ment. 11  eft  vifible  d'abord  que  la  force  reftituante  en 
m  eft  la  même  que  la  force  reftituante  en  « ,  &  qu'en 
fuppofant  otT  =  9  nf,la  force  reftituante  en  T  fera  la 
même  que  la  force  reftituante  en  r ,  puifque  dans  ce 
cas  MT  fera  =9.N  r ,  &  ainfi  de  fuite  pour  tous  les 
autres  élémens  de  M  m  &  de  N  n  ;  maintenant  foit  A  ==» 
toT.  az=zut\bc  confidérons  la  force  reftituante  com- 
me étant  uniforme  pendant  le  tems  employé  à  parcou* 
rir  les  premiers  élémens  A  &  tf. 

Faifons  encore  attention  que  A  étant  =  9.  n ,  la  mcme 
force  qui  peut  faire  parcourir  un  efpace  comme  un  1 
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la  maSe^de  la  première  corde  ab  ne  peut  faire  par> 
courir  qu'un  efpace  comme  ^  à  la  féconde  corde  A  o  = 
B  =a  9.  ^  S  mais  une  force  accélératrice  conftante 
<)ui  peut  fatr«  parcourir  un  efpace  comme  ^  dans  un 
tems  comme  un,  fera  parcourir  un  efpace  =  i  ,  dans 
un  tems  comme  «3  ,  &:  un  efpace  =»  9  dans  un  temS 
comme  9  5  ainfi  le  premier  élément  A  fera  parcouru  dans 
un  tems  comme  9.  La  viteife  acquife  à  la  fin  de  la  defcrip- 
tion  du  premier  élément  étant  la  même  de  part  &  d'autre  ; 
elle  fera  parcourir  2  A  =»  i8.//z  dans  un  tems  =«9  à  la 
grande .  te  la  dans  un  tems  comme  i  à  la  plus  courte 
corde.  La  nouvelle  force  que  je  fais  ==/,  fera  parcourir 
l'élément  c  dans  la  plus  courte  corde  ,  &  un  élément 
9  c  dans  la  plus  longue,  mais  dans  un  tems  neuf  fois 

Î>lus  grand  :  &  parce  que  2A  +  9c=9(2a  H-^)> 
es  nouveaux  élémens  feront  parcourus  dans  des  tems 
proportionnels  aux  longueurs  des  cordes.  Par  Un  raifon* 
nement  femblable  on  prouvera  que  toutes  les  parties  cor* 
refpondantes  des  efpaces  M  m  «  N  r  font  parcourues  dans 
des  tems  proportionnelles  aux  longueurs  des  cordes.  C'eft 

f Pourquoi  le  tems  des  vibrations  entières  feront  comme 
es  longueurs  des  cordes. 
1 15.  Problème.  Si  Us  deux  cordes  AB&  aB(fig.iQi) 

font  Juppojées  tendues  par  des  poids  égaux ,  de  même  longueur ^ 
mais  de  difïrens  diamètres  ,  quel  fera  le  rapport  des  tems 
de  leurs  vibrations»  Si  le  diamètre  de  la  première  corde 
eft  =iR,  &  celui* dé  la  féconde  =  i/-,  ces  diamè- 
tres feront  comme  R:r.  Suppofons  R=9'',  la  pre- 
mière corde  pourra  être  conçue  comme  compofée  de 
neuf  cordons  dont  chacun  fera  égal  à  la  féconde  corde 
&  fupportera  la  neuvième  partie  du  poids  .tendant  P  > 
de  forte  qu'il  fera  neuf  moins  tendu  que  la  cordeau; 
maiâ  quoique  chaque  cordon  réfifie  neuf  moins  à  la 
force  flexiffante,  les  neuf  cordons  enfemble  oppoferont 
une  réfiftance  égale  à  celle  de  la  corde  ab ,  &  les  deux 
cordes  feront  fiexies  à  la  même  profondeur  par  Taûion 
de  la  même  force. 

Cela  pofév  concevons  les  lignes  Mm,  N«  qui  dans 
le  casprcfent  doivent  être  fuppofécs  divifées  en  un  même 
nombre  d'élémens.  Puifque  chaque  cordon  de  la  corde 
A  wB  eft  neuf  moins  tendu  que  la  corde  anb^l^,  force 
relative  qui  fera  parcourir  le  premier  élément  de  M  « 
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ftra  à  celle  qui  fait  parcourir  le  {>reinier  élément  de 

N  n  comme  i  :  9.  Donc  fi  le  premier  élément  de  N  « 

€ft  parcouru  dans  un  tettis  comme  i ,  le  premier  éhé- 

ment  de  M  m  fera  pàrtbuni  dans  lintems  comme  5:  En 

effet  fi  nous  concevons  cet  élément  comme  compofé  de 

oeuf  parties  égales  ,    la  fotce  -5  qu'on   doit:  regarder 

comme  confiante  pendant  que  le  premier  élément  eft 

parcouru,  faira  parcourir  la  première  partie  dans  iiii 

rems  comme  i ,  &  les  neuf  parties  pendant  un  tems  comme 

3  y  parce  que  les  efpaces  îbnt  comme  les  quarrés  des 

tems,  lorfque  la  force  eft  conftante.  La  force  qui  agit 

pour  faire  parcourir  le  fécond  élément  de  M  m  eft  corn- 

pofée  de  deux  parties.  Tune  qui  peut  faire  décrire  dans 

an  tems  triple  an  efpace  double  du  premier  élétnent, 

&  l'autre  qui  peut  raire  parcourir  dans  le  même  tems 

un  autre  efpace  que  j'appellerai  a.  De  même  dans  la 

féconde  corde,  la  force  qui  agit  au  commenceijnent  du 

Cecond   élément  dé  N  n  èft  compefée  de  deux  parties 

dont   Tune  peut  faire  parcourir  dans  un  tems  comme  t 

un  efpace  double  du  premier  élément  de  Nn  ouMm , 

l'autre  qui  pendant  le  même  tems  peut  faire  décrire  un 

efpace  qui  en  évidemment  «=  a.  Donc  les  féconds  élémens 

de  Min  &  de  N  A  font  parcourus  par  des  forces  qui  font  en-» 

tr'e liés  comme  i  &  9  8c  comme  d'ailleurs  ces  élémens 

fioDC'ûipppfés  égaux  de  part  &  d'autre  ,  ils  doivent 

étrepjarcoutus  aans des  tem$  qui  foient  entr'eux  comme 

i  :  I9  ou  comn^  les  diamètres  des  cordes.  On  prouvera 

par  un  raifonnement  femblable  que  les  élément  fuivans 

de  Mxn  âcde  N  /z ,  &  par  corvféquent  M  m&  N  »  doivent 

être  parcourus  dans  des  tems  qui  foient   dans  le  rap-* 

port  d^  diamètres  j  J&i  parce  qu'il  eft  façilq  de  xoir  quie 

cela  arrivera  de  m^me,  quelle  que  foit  la  groffeur  descor-^ 

des,.^  peut  dire  en  vénérai  que  les  tems  des.vibrVtions  des 

çotdes  nomogènes  de  même  longueur  &  tendue»  par  des 

poids  é^aux ,  font  commeJes  diamètres  de  ces  cordes.  . 

126.  Problème.  Silescûrdes  AB  &  ah  font  pippoféês 
également  groj^es  &  égaltment  longues  y  maisiérrdiiés  par  des 
poids  dîfférens  P  &  p  y  ûttel  fera  le  rapport  des  tems  de  leurs 
^ihrationi'i  Suppofons  F  =^  9.  f',  la  même  forcé  qui  flexira 
la  corde  A  B  a  une  profondeur  comme  i  pourra  flexir 
tf^'à  uoe  profondeur  comme  9,  car  ab  étant  neuf 
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tnoins  teodoe  p^oppoCcK:^  HH/e  K^fiftance  capable  de  faire 
équilibre  avec  la  force  fiexifl^nte  qpe  lorfque  N  n  fera 
>f=  9.  M  m  -t  parce  .que  d»if  Je^  petites  inflci^ians  dcf 
cordes  médiçcrefnenr  tcndoes^.  iclles  qu'on  le  fuppoiê 
ici  ,  la  force  àA  rélafticitt'  êft  proportioROclle  a  la 
crandeur  .  de  rinflexion  \  ^  par  ;  conféqucnt  en  di vifanc 
1n/2    &    Mm   en    un    même  pombre    d'élémenç    iné- 

Î;aux  y  mais  cependant  tels  qi^e  chaque  élément  de  Nit 
bit  neuf  fois  pli^s  ^tand  qi^e  Velepient  correipondaiie 
dans  Mm  ^.  le  premier  élément  4e  Mm  fera  parcouru 
dans  un  tems  comme  i  »  tandis  que. le  pfemier  élémenc 
de  N  n  fera  parcouru  par  ra&ipn  d'une  f<Kc^  égale  » 
dans  un  tems  comme  3  ^  &  en  raifonnant  c^mme  dans 
Ja.folution  de  l'avant  dernier  problême,  on  verra  que 
toutes  le$  parties  correfpondaotes  de  N  n  &  de  M  m  font 

f^arcoutues  dans  des  tems  pcoporciotuicls  aux  racines  des 
ongueurs  de  ces  parties  ou  proportionnels  aux  raci- 
nes de  N  n  &  M  m  ^  ou  dan^  de^  tems  qui  feront  ea 
raifon  inverfe  des  racines  des  poids  tendans. 

.  117.  IhlOBLEMÉ.  Trouver  h  rapport  des  ttms  des  W- 
hrdtions  de  deux  cordes  A  B ,  ^^  et  afférentes  longueurs  & 
grolfeurs ,  &  tendues  par  des  poids  éifptrens,  Sott  L  là  lon- 
gueur de  A  B ,  M  fon  diamètre  &  P  le  poids  qui  la 
rend  ,  /  la  longueur  de  ^  ^  ,  m  fon  diamètre  &  p  le 
poids  tendant.  Il  eft  vifiMe  par  les  trots  théorèmes 
précédents  que  le  tems  T  d'une  vibration  de  la  corde 
A  B  ei^  au  tems  t  d'une  vibration  de  «t  ^  en  r«t{bn 
compofée  de  la  directe  des  diamètres  ,  des  longueurs, 
&  en  raifon  inverfe  des  racines  des  poids  tendants.  De 

forte  queT  :r:î — r-r-  •' — > — ::  M.L.v^p  :w^.  VP« 

Si  T  =3rf  ,  on  aura  M.  L.  ^ p  ^=  mi.  VP.  Enfin  les 
Rombref  des  vibrations  étant  en  raifon  inverfe  des  tems 
employés  à   faire  chaque  vibration  ;  pVL  étatit  comme 

1      1  yp      Vp 

-izr  '  — ,  feront  comme   ,.  ^  ■  • j-* 

T        f   *  M,  L  ml 

Maintenant  fi  les  forces  élaftiques  repréfencée$  pas 
les  poids  tendants  font  les  mêmes  j  leslpngueurs  &  Ui 
groÔeurs  égales  j  ipais  les  majOTes  oti  les  foli4itési.  deft 
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cofdcs  différentes  ,  il  eft  vifibk  qne  ia  même  force  né 
iérz  pas  parcourir  aux  cordes  des  efpaces  égaux  entems 
égaux. 

Soit  fixppoTéa  «kfinàflii  ou  folidké  d'ane  des  cordes  » 
14 sa 9* s. la  toïtdijsé',  ptt  la  mafTe  de  la  féconde  cordej 
&  (uppofant  qu'elles  foienc  flexie»  à  une  profondeur 
comme  i.  Si  dans  un  tcms  comme  t  >  la  première  corde 
|)^rçourt  TeQ^ace  ly  U  féconde  ne  parcoorera  évidem^c 
ment  que  l'efpace  ?  daas  le  même  cems  $  & 'parce  que 
flous  pouvons  fuppofer  que  l'aâion  du  poids  tendant 
eft  uqiforme  pendrantJa  durée  deJa  rellnution  de  la 
<:orde  y  cetce,  iecondc:  çqrde  parcourera  dans  le  fécond 
inftant  ^al .  au  premier  un  efpace  =  -J ,  &  dans  le 
Uoifieme  inftant  un  efpa<;e  =s  j  »  ain&  elle  parcourent 
pn  efpace  comme  i  dans  un  rems  comme  $•  On 
prouvera  par  un  .  raifonnement  femblable  que  lel 
rems  des  vibrations  des  cordes  font  toujours  'comme 
les  racines  des  folidicés  M  ,  m  de  ces  cordes.  £il 
général  fi  les  longueur^  4e  d^ux  cordes  font  L  & 
l,  les  foliditésM  &  jpij.les  poidsi  tendants  P  &  ^ 

Jes  tem^  des  vibrations  feront  comme  — -/rr-  •  — yr^ 
&  le  nombre  des.  vibrations  d^une  corde  fera  toujours 
comme •'  '»'..> 


Si  Pon  fuppoft  que  les  poîds'  tendants  de  deux  cor- 
des métalliques,  homogènes  &  femblables  A  &  B ,  lor(^ 
qu'elles  font  ûir  le  point-de  fe  rompre  font-en  raifon  di» 
n&c  des  folidités  8e  èn'raUbn'inVerl^  des^  longueurs^ 
les  nombres  des  vibi^ations  dans  le  m£me  tems  feront 

comme     /-     yi  .':  •»  i'/ .'^  ^>.  ■  ■  î  :- /  :  L  ;  &  parce 
.     y  L  V-L  M      .  y  ^V  <  /" 

que  dans,  les  cordes. pu  cylindres  honu>gênes  &  fenv* 

piables*,  les  longueurs  foQC  comme  les  racines  cubes 

des  '  folîdîtés  ,  l'on  aura  L  î  /  :  :  ^  M  :  y /».  Donc  les 
nombres  des  vibrations  dans  le  mèipé  tems  feront 
len  ralfqrt'  mverfefou$i-' triplée  des  fofîdités  ,  &  fi 
f*ott  iflippofe  que  les  cylindres  fembtables ,  les  pa- 
talkfipipedes  femblablos ,  ks  cloches  femblables^  8i 


*      «    • 
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homogènes  font  conpoCées  d'uA  égal  nombre  de  fibres 
ou  cordes  fembiables  auffi  tendues  qu'il  efi:  podible 
fans  fe  rompre  ,  1  on  pourra  dire  que  les  vibrations  foro 
petites  des  foi  ides  feinblables  &  homogènes  font  dans  le 
pnême  tems,  en  raifon  inverfe  fous-ciiplée  de  leuc% poids 
ou  de  leurs  (blidités. 

Méthode  pour  mefuttr  la  hauteur  des  lieux  par  le 

moyen  du  baromètre. 

llS.  Lns  Pkyficîetis  ^nt  trouvé  par  expérimee  que  tairfe 
tamprime  ttt  raifon  des  poids  dont  H  efi  chargé  ,  de  manière  que 
les  volumes  auxquels  il  peut  être  réduit  font  fenfiblement ,  dû 
moins  auprh  de  la  terre  ^  en  raifon  inverfe  des  poids  dont 
ileft  chargé.  Dans  un  tube  de  verre  ahc  (  fig.  lOj  )  dont  la 
branche  ag  foît  d'environ  quarante  pouces  &  dont  la 
branché  he  foit  par-tout  de  même  diamètre  &  fermée 
hermétiquement,  faites  couler  du  mercure  jufqu'à  ce 
que  la  capacité  ^»  la  plus  bafle  foit  remplie,  8e  ayant 
appliqué  une  échelle  fur  la  branche  cB ;  obfervés  le 
nombre  dec  divifions  depuis  la  ligne  horifont^le  h  n  juf- 
qu'en  c^  je  fiippole  que  ce  foît  10  pouces.  Verfex  du 
mercure  dans  la  branche  â^  jufqu'à  ce  que  l'excès  de 
la  hauteur  du  mercure  au-deflus  dé  la  ligne  horifontale 
gf  qui  paffe  par  la  furface  du  mercure  contenu  dans  h  c 
foit  d'environ  27  pouces  &  demi  ;  l'air  qui'  occupoit 
toute  la  partie  l^c  ^  n'en  occupera  phis  queia  motitié. 
Si  on  conttpuoic  de  verfer  du  nciercure  dans  la  bran<» 
che  <i|r(quil  faudroit  fuppofer.  «ffez  longue }  jufqu^ 
ce  que. la  hauteur  du  mercufe  -dans  cette  branche  au» 
defliis  la  ligne  ^'/fât  double,  ^a  triple  ou  quadruple 
de  27  pouces  &  demi,  l*^r  reftantn'occuperoit  que  le 
tiers  ou. le  quart.  de-^r,-Ôr  ainfitle  fuite. 

Mais  lorfqu'il  n'ji:  âvoît  du  mercure  que  dans  la  ca- 
pacité inférieure  B  n  ,  l'air  conteh\i  dans  c ^  étoit  chargé 
du  poids  de  foute  ratmoTpbère  ;  poids  équivalent  à  une 
colonne  de  pierGure  d'environ  27  pouces  &  demi  de 
hauteur.  Donc  ^puifqu'cn  ajqut^nt  une  co tonne  de  mer<* 
cure  de  même  hauteur  on  a.  chargé  cet  air  d'un  poids 
double ,  8f  que  fon  volume  eft  oevepu  deux  fois  plus 
petit  .  les  volumes  auxquels  on  peut  réduire  l'air  ibnf 
fenfiblement  en  raifon  des  poids  comprimants^     *  ' 
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COROLLAIRE.  Les  denfîtés  de  l'air  font  proportion- 
nelles aux  poids  qui  le  compriment. 

1 1$.  Suppofons  que  le  poids  total  de  ratmofphère  foie 
repréfenté  par  A  »»  3^18  lignes  de  mercure ,  le  poids 
B  qui  pelé  Air  la  tranche  la  plus  bafle,  que  je  nomme* 
rai  première ,  fera  «=>  347  lignes  de  mercure.  Soit  C  le 
poids  qui  pefe  fur  la  féconde  tranche  ,  D  celui  qui 
pefe  fur  la  troifieme  y  &c.  Il  eft  vifible  que  A  —  B 
fera  le  poids  de  la  première  de  ces  tranches  (  que  je 
fuppofe  d'une  même  épaiffeur  aflez  petite  )  $  donc 
A  —  B  (  poids  de  la  première  tranche  )  :  B  (  poids 
qui  comprime  cette  tranche  )  ;  :  B  —  C  (  poids  dp  la  fé- 
conde tranche )  :C  (  poids  qui  la  comprime  ) $  &  de 
même  B  — C:C::C—  DiDjdonc  A  — B-+-B:B:: 
B  —  C  +  C:C.  ouA:B:  :  B  :  C ,  &  par  la  même  raifon 
B  :  C  :  :  C  :  D  Donc  -^  A  :  B  :  C  :  D  :  &c.  c'eft-à-dire 
que  les  poids  A  ^  B ,  C ,  &c.  font  en  progreffion  géo- 
métric^ue^  &  par  conféquent  les  denfités  dts  tranches 
de  Tair  (  que  nous  fuppofons  d'une  très-petite  épaiffeur  > 
font  auffi  en  progreflion  géométrique  decroiffante.  Donc 
fi  on  obfervoit  le  baromètre  entre  chacune  de  nos  tran- 
ches depuis  le  bas  de  Tatmofphère  y  les  hauteurs  fe- 
roient  proportionnelles  aux  poids  A^  B,  C,  D,  &c. 
&  elles  feroienc  en  progremon  géométrique.  £t  puis 
A  =  348  ,  &  B=  347  ,  en  multipliant  chaque  terme  par 
7^7 ,  On  aura  le  fuivanc.  D'un  autre  côté  comme  les  tran* 
ches  d'air  comprifes  entre  les  points  ou  cette  fuite  de 
hauteurs  du  mercure  feroient  obfervées  font  d'égale 
épaiffeur  >  les  fommes  de  ces  tranches,  ou  les  hauteurs 
des  colonnes  d'air  qui  en  feroient  fucceffivement  formées 
feroient  en  progremonarithmétique;  mais  les  logarithmes^ 
comme  tout  le  monde  le  (ç^it .  font  auffi  des  nombres  en 
progreffion  arithmétique.  De  plus,  les  différences  des  haif- 
teurs  des  colonnes  d*air  correfpondantcs  aux  différences  dq 
hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  font  égales  quand 
les  hauteurs  du  mercure  font  en  proereffion  géométrique^ 
conune  les  différences  des  logarithmes  de  deux  termes 
d'une  progreffion  géométrique  font  toujours  égales  à  la 
fomme  des  différences  égales  des  termes  intermédiaires 
correfpondants  »  donc  les  différences  de  hauteur  de  l'air 
fuivenc  la  même  loi  que  les  différences  des  logarithmes 
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des  hauteurs  du  mercure ,  &  leur  font  par  cooféquent 
proportionnelles. 

Dans  la  table  des  logarithmes  avec  7  décimales  ,  la 
di£Férence  des  logarithmes  des  nombres  348  &  547  eft 
11497  (  on  ne  fait  pas  attention  aux  décimales  )  mais  par 
une  certaine  température ,  l'épaiffeur  de  la  couche  d'air 
interceptée  entre  deux  dations  ,  â  Tune  defquelles  le 
mercure  fe  tiendroit  dans  le  baromètre  à  4^  lignes» 
tandis  qu'il  ne  fe  tiendroit  à  l'autre  qu'à  547  lignes  >  cette 
ëpaiiTeur,  dis -je  ,  a  été  trouvée  de  I2.  497  toifes; 
&  félon  ce  qu'on  vient  de  dire  ^  la  même  différence 
règne  entre  toutes  les  différences  des  logarithmes  des 
hauteurs  du  mercure  &  les  épaiffeurs  des  couches  d'air. 
Donc  pour  une  température  déterminée  les  différences 
des  logarithmes  des  Hauteurs  du  mercure  «  donnentim- 
médiatement  en  millièmes  de  toife ,  la  différence  des 
hauteurs  des  lieux  où  l'on  a  obfervé  le  baromètre. 

Mais  on  fent  bien  que  cette  épaiffeur  ne  peut  pas 
£tre  la  même  lorfque  la  température  fera  différente  y  Se 
que  la  chaleur  différente  de  aifférens  lieux  dans  lefquels 
on  obferve  le  baromètre  doit  caufer  quelque  dérange- 
ment à  la  loi  dont  on  vient  de  parler.  Il  a  donc  ^llu 
chercher  un  moyen  de  connoître  les  effets  de ,  la  cha- 
leur fur  l'air  &  fur  le  mercure  même. 

13a.  Soit  a  le  nombre  des  demi  «degrés  d'un  ther- 
momètre donc  on  donnera  plus  bas  la  conftruâion  ^ 
obfervés  en  -«-  .&  en—  ,  c'elUà-dire  au*deflus  &  au- 
deâbus  du  point  zéro,  h  la  hauteur  du  mercure  dans 
le  baromètre  obfcrvée  à  une  certaine  ilacion  ^  r  fa  hau- 
teur obfervée  au  même  moment  à  une  ftation  plus  bafle  ^ 
la  régie  que  M.  de  Luc  employé  pour  avoir  en  toifes 
la  différence  de  hauteur  des  deux  lUtions^fe  réduit  àr 

L.  c  — t,h±CL.  c  —  L.h),a 

ICOO 

cette  formule ,  dans  Ia« 

1000  * 

quelle  L  défîgne  des  logarithmes  tabulaires.  On  fe  fert 
du  figne  4-  lorfque  la  chaleur  cfl  au-deffus  de  zéro  & 
du  ligne  — ,  lorfqu'elle  eft  au-de(fous  >  au  point  zéro 

L.c — L.ô 

la  quantité  a  étant  =  0,  la  fofmulc  devient • 

'  1000 

# 
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Mais  n*y  a-t-il  pas  apparence  que  les  exhalaifons  &  le^ 
vapeurs  de  Tair  font  tantôt  plus  tantôt  moins  ébfti-* 
ques  ,  &  que  Tair  eft  fujet  à  des  mélanges  qui  rendent 
fon  élafticité  variable  auffi  bien  que  fa  dennté  ?  D'ail^ 
leurs  dans  les  régions  fupérieures  de  Tair  &à  une  cer-^ 
taine  hauteur,  les  vapeurs  n'ayant  pas  la  même  denfité, 
n'influeront  pas  Air  lélafticité  &  le  re/Tort  de  Tair  com- 
me dans  les  régions  bafles  de  ratmofphère.  àf  feroic 
donc  important  de  trouver  un  moyen  fur  de  taire  une 
correâion  à  la  formule  générale ,  relativement  à  cette 
caufe. 

• 

Je  penfe  cependant  que  fi  l'on  avoit  deux  Obrervaceurs 
dont  l'un  obfervât  un  baroinètre  &  un  therfnomètre  » 
tels  que  ceux  dont  on  a  parlé  ci-devant  à  des  inftans  conve- 
nus ,  tandis  qu'un  Voyageur  obferveroit  aux  mêmes 
inftails  un  baromètre  &  un  thermomètre  femblables  ^ 
on  pourroit  mefurer  avec  affez  d'exaâitude  les  diiTé^ 
rences  des  hauteurs  des  différens  lieux  aflez  éloignés  8c 
niveller  une  route.  On  pourroit  auffi  mefurer  avec  afle^^ 
de  facilité  la  hauteur  éks  différences  villes  de  l'Europe 
relativement  au  niveau  de  la  mer  s  il  fuf&roit  d'avoir 
un  Obfer^ateur  dans  chaque  ville  &  de  convenir  du 
moment  des  obfervations  >  qu'il  faudroit  répéter  un 
certain  nombre  de  fois ,  Se  l'on  prendroit  un  milieu 
entre  les  réfultats  de  ces  obfervations.  On  doit  éviter 
les  obfervations  faites  au  lever  de  l'aurore  ;  les  plus 
favorables  font  celles  quCon  fait  pendant  la  moyenne 
chaleur  du  matin  ,  qui  correfpond  a  la  cinquième  par- 
tie du  tems  pendant  lequel  le  foleil  doit  demeurer  fur 
l'horifon.  Il  y  a  apparence  que  dans  cette  partie  du  jour 
la  denfité  de  i*air  eil  plus  exaâement  telle  que  l'exige 
la  température  ,  c'eft-  à-  dire  ..qu'on  eft  éloigné  de 
ces  momens  ou  pour  Tordinaire  il  fe  fait  des  con- 
denfations  ou  des  dilatations  fubites  qui  troublent  la  loi 
générale.  Peut  -  être  aufTi  que  le  terrein  n'étant  pas 
échauffé  »*conime  il  l'eft  plus  tard  ,  les  exhalaifons  Sr 
les  réverbérations  de  chaleur, n'agiiTenr  pas  encore  aufll 
puiflamment  pour  altérer  l'efFet  des  loix  générales.  Les 
obfervations  faites  à  huit  heures  du  matin  ,  i  une 
heure  après  midi ,  &  à  dix  heures  du  foir  ,  méritent 
àuffi  quelque  confiance  s  mais  on  doit  avoir  foin  d'ex- 
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.  caufe  du  rapport  des 
!l  ici  queSion  ,  Se  de  ■ 
Valeur,  on  prendra  11 
repréfentera  des  demi- 
Ibtions  le  thermomèiTa 
,  la  fonitne  —  4  indi- 
la  hauteur  trouvée  à 
V  réelle.  Ainfî  dans  U 
■iigne  la  femme  des  de- 
;;s  aux  deux  limitons.  A 
fait  pas  attentloii  aux  - 
mple  que  (i  la  hauteur 
it.ms  une  ftatïon  &  de 
■ffi'tence  entre  l.f  18514 
ichmes  de  ces  nombres 
lime  fi  c'étoit  des  nom- 
,  diEfciciKe  des  loga- 

fiics  qui  ont  7  décima- 
les toifes  i  donc  en  Te 
t  que  6  décimales,  il 
jouter  un  zéro  i  la  fin 
e  cas  dont  on  vient  de 

difTérence  41)9}  pour 
X) ,  le  quotient  41  }'9jô 
:iir  en  toifcs  ,  en  (up- 
gue  zéro. 
le  augmentation  de  cha- 

thetniomètre  depuis  le 
li  de  l'eau  bouillante,  la 
vinR^fept  pouces  envi- 
lu  de  H  de  Hçne.  Ceft 
ûes  égales,  l'intervalle 

l'eau  dans  la  glace  fur 
;s  parties  correfpondra 
as  d'employer  les  ther- 
lenrs  changcmens  Toienc 
ible  à  ceux  que  la  cha- 
étr».  Le  zéro  dans  le 

ici  &  qiù  doit  accom^ 
■te  itn  ruTpeDduàcâté 
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pofer  au  vent  &  au  foleil ,  autant  qu'il  eft  poffible  ,  le 
thermomètre  dont  on  fe  fervira^  on  doit  employer 
un  baromètre  qui  ait  été  purgé  d*air  par  le  feu  , 
&  avoir  foin  de  le  fecouer  avant  Toblervation  »  afin 
d'empêcher  l'effet  de  l'adhéfion  du  mercure  par  rapport 
au  tube  de  Tindrument. 

I  )  I*  Le  thermomètre  dont  s*eft  fervi  M.  de  Luc  eft  de 
mercur9^  fon  tube  eft  très-capillaire  ^  &  le  diamètre 
extérieur  de  fa  boule  n'aK]ue  trois  lignes.  Uéchelle  eft 
divifée  en  i86  parties  égales  ou  degrés  >  le  point  o  eft 
regardé  comme  le  point  fixe  de  choeur.  L'eau  bouil- 
lante correfpondà  -f- 147  dans  l'échelle  &  l'eau  dans 
la  glace/  à — 39$  de  forte  que  o  répond  à  39.  Les 
degrés  de  ce  thermomètre  ont  une  grandeur  telle  que 
lorfque  la  chaleur  de  l'air  eft  au  zéro ,  la  différence 
des  logarithmes  des  hauteurs  du  mercure  exprime  en 
millièmes  de  toife  la  différence  des  hauteurs  des  lieux 
où  le  baromètre  a  été  obfervé»  tandis  qu'aux  environs 
du  point  zéro  du  thermomètre  »  un  degré  de  ce  ther- 
momètre répond  à  ^  ,  &  un  demi-degré  à  un  t^W  de 
changement  dans  le  volume  de  l'air  ,  en  exprimant 
ce  volumer"  par  1000.  L'opération  à  faire  pour  rame- 
ner les  expériences  à  une  température  fixe  eft  bien 
fimple  par  ce  moyen  ;  il  fuffit  de-  multiplier  la  hauteur 
trouvée  ,  ou  la  différence  des  logarithmes  des  hau- 
teurs du  mercure  exprimées  en  lignes  ,  par  le  dou- 
ble des  degrés  indiqués  fur  le  thermomètre  &  de  di- 
vifer  enfuite  par  icxx).  Ainfi  nommant  H  la  hauteur  du 
lieu^'D  la  différence  des  logarithmes  des  hauteurs  du 
mercure ,  g  les  degrés  obfervés ,  h  la  hauteur  que  four« 

nît  le  baromètre ,  la  correûîon  fera  ± ,  &  la  hau- 

*  1000* 

xgh 

teur  fera  k  ±: =  H ,  le  figne  4-  a  lieu  fi  les  degrés 

i 

indiqués  par  le  thermomètre  font  en  plus  ,  &  le  figne-— 
fi  ces  degrés  font  au-deifous  de  zéro. 

Si  dans  une  ftation  les  degrés  du  thçrmoniètre  étoicnc 
H- 10  &  dans  l'autre  ftation  ^f-  12  ,  on  ajouteroit  ces 
degrés ,  pour  avoir  5I  >  dont  la  moitié  16  indiqucroic 
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la  température  moyenne.  Maïs  à  caafe  du  rapport  des 
degrés  du  thermomètre  dont  il  eft  ici  queftion  ,  &  de 
la  côrreâion  à  faire  pour  la  chaleur ,  on  prendra  la 
fomme  entière  }i  &  ce  nombre  repréfentera  des  demi- 
degrés.  De  même  £  à  l'une  des  ftations  le  thermomètte 
marquoit  -f-  6  &  —  lo  à  l'autre  ,  la  fomme  —  4  indi- 
queroic  autant  de  millièmes  de  la  hauteur  trouvée  à 
retrancher  pour  avoir  la  hauteur  réelle.  Ainfi  dans  la 
formule  générale  ci-deffus ,  a  défigne  la  fomme  des  de- 

5;rés  indiqués  par  les  thermomètres  aut  deux  dations.  A 
'égard  des  logarithmes ,  on  ne  fait  pas  attention  aux  • 
décimales,  c'elt-à-dire,  par  exemple  que  fi  la  hauteur 
du  baromètre  eft  de  330  lignp  dans  une  ftation  &  de 
300  dans  l'autre ,  on  prendra  la  différence  entre  2.^8514 
&  2.477121  qui  font  les  logarithmes  de  ces  nombres 
exprimes  avec  fix  décimales  ,  comme  fi  c'étoit  des  nom* 
bres  entiers  pour  avoir  41395»  différeiKe  des  loga* 
rithmes. 

ki.  de  Luc  fe  fert  des  logarithfhes  qui  ont  7  décima- 
les &  le  quotient  donne  alors  des  .toifes  ^  donc  en  fc 
fervantde  logarithmes  c^ui  n'ont  que  6  décimales^  il 
faudra  pour  plus  d'exaâitude  ajouter  un  zéro  à  la  fin 
de  la  oiflFérence  trouvée.  Dans  le  cas  dont  on  vient  de 
parler  j'ajouterois  un  zéro  i  la  différence  41393  pour 
avoir  415930 ,  ScmvKzm  par  1000  ^  le  quotient  41 3. 930 
donneroit  la  différence  de  hauteur  en  toifes  ,  en  Tup- 
pofant  que  le  thermomètre  indique  zéro. 

132.  On  a  remarqué  que  par  une  augmentation  de  cha- 
leur capable  de  faire  monter  le  thermomètre  depuis  le 
Eointdela  glace pilée  jufi^u'à  celui  de  l'eau  bouillante^  la 
auteur  du  baromètre  étant  à  vingt- fept  pouces  envi- 
ion  ,  auçmentoit  de  fix  lignes  ou  de  ff  de  ligne.  C'eft 
pourquoi  en  divifant  en  96  parties  égales^  l'intervalle 
compris  entre  Teau  bouillante  &  l'eau  dans  la  glace  fur 
le  thermomètre ,  chacune  de  ces  parties  correfpondra 
à  -nr  de  ligne,  ûf  il  eft  à  propos  d'emplo/er  les  ther- 
momètres de  mercure  ^  afin  que  leurs  changemens  foient 
le  plus  Conformes  c^il  eft  podtble  à  ceux  que  la  cba-^ 
leur  occafioane  dans  les  baromètres.  Le  xero  dans  le 
thermomètre  dont  nous  parlons  ici  &  qui  doit  accom«- 
pagfier  le  barot^èixe:^^  c  eft-à-dirç  être  fitfpendu  à  côté 
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de  bi^  cft  placé  à  la  12  divifion;  de  (brte  que  l'eai 
à  la  glace ,  répond  à  *—  xz ,  &  Teau  bouillante  à  +  84» 
Si  on  avoir  un  thermomètre  donc  l'échelle  ne  fût  que 
de  80  parties  ilferoic  facile  de  trouver  à  quelle  partie 
de  l'écnelle  de  ce  thermomètre  doit  répondre  un  degré 
obfervé  fur  celui  donc  oa  vient  de  parler  &  récipro* 
quement. 

Suppofons  deux  baromètres  tels  que  celui  dont  00 
vient  de  parler ,  placés  l'un  au  fommet  d'une  monta- 
gne où.  Je  mercure  fe  foutîent  à  15  4  pouces  y  par 
exemple.  &  1  autre  au  pied  de  la  montagne  ou  le  mer- 
cure fe  (ourlent  à  17  pouces  Si  les  thermomètres  qui 
accompagnent  les  baromètres  font  à  0 ,  il  n'y  a  point 
de  corredion  à  faire  pour  cette  température  q  air  ; 
mais  s'ils  font  tous  deux  i- —  16  »  on  ajourera  ff-  dé 
lif^ne  ou  une.  liene  à  la  hauteur  obfervée  an  baromètre 
placé  au  pie(l  de  la  itiontagne.  A  l'égard  de  celui  qui 
eft  placé  au  fommet  ^  fera  facile  de  trouver  ce  ou'il 
faut  ajouter  à  là  hauteur  du  mercure ,  en  faifant  ^tte 
règle  de  trois  17  :  77  :  :  M  f  :  *=  A  =t  ligne.  Ainu 
il  faudra  ajouter  une  demi-ligne  i  la  hattteut  du  mer* 
cure  dans  ce  baromètre.  «. 

..Si  les  degrés  de  ces  thermomètres  étoient  en+j 
on  feroit  les  fouftraâions  dans  le  même  ordre  y  tant 
pour  les  températures  égales ,  que  pour  celles  qui  font 
différentes  ;  &  de  cette  manière  ,  on  raroehera  les  tem« 
pératures  à  un  terme  fixe  ,  ce  qui  produira  le  même 
effet  que  fi  les  condenfations  du  mercure  étoient  tdu* 
jours  les  mêmes.  En  général  la  hauteur  du  mercure 
dans  le  baromètre  étant  d'environ  27  pouces ,  on  ajou- 
tera autant  de  -7  de  ligne*  que  le  thermomètre  indiquera 
de  degrés  au-defious  de  zefo  «  &  on  retranchera  au- 
tant de  Ti  de  ligne  qu'il  indiquera  de  degrés  au  -  defful 
de  zéro. 

• 

Exemple.  Suppofons  que  la  hauteur  du  Hiercure  dans 
Je  baromètre  fort  de  511  lignes ,  te  degré  du  thermo- 
mètre qui  l'accompagne  ,  &  qu'il  tfk  bon  .de  plaçât 
vecs  le  milieu  de  fa  iongueur  étant  ess-^ao  ,  vous,  fe* 
Tes  la  règle  Clivante  27  poucea^^  ^14  lignes  :  )ii:: 
rf*  ao  ixsB  M  -^  Tîfkas  19»  en  nécofeoac  h  fraâion; 

c  eit-a-dirc 
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c*eft-â-dire  q(f il  fsmt  retrancher  f|  de  ligne  de  la  hau** 
ttvLT  iîi ,  pour  avoir  309^  7^  de  ligne  ;  1 9  eft  donc  le 
nombre  des  -nde  ligne  au'il  faut  retrancher  fie  311. 
J'appellerai  cette  quantité  qu'il  faut  ainfi  retrancher  les 
degrés  réduits  du  thermomètre  qui  accompagne  le  ba* 
romètre ,  ou  pour  abréger ,  en  appellant  ce  thermo* 
mètre  B  >  les  degrés  réduits  du  thermomètre  B.  Si  le  ' 
mercure  Te  tenoit  à  29  pouces  dans  le  lieu  où  le  ther- 
momètre donne  H-  20  »  on  feroit  17  :  29  :  :  20  :  x  le 
quatrième    terme  donneroit  le   nombre  des  7;^  de  li- 

Îne  qu'il  faudroit  retrancher  de  la  hauteur  xq  perces.  ^ 
)aas  les  obfervations  que  je  vais  rappotter  les  ^i  dd  ' 
ligne    ont  été  réduits  à  ceux  qu'on  doit  ajouter  ,  ou 
retrancher  4e  la  hauteur  obfervée  du  mercure  dans  le 
thermomètre,  ^  .'  '  .      . 

Le  18  iitinfurje  corridor  qui  règne  autour  de^.fe* 
nêtres  qui  introduifent  la  lumière  dans  le  donxe  de'Su-  * 
per^e ,  églife  iituée  au  fommet  de  là  montagne  de 
Turin  ,  M.  de  Luc  ob(ervâ  à  4T*du  foir  la  hauteur  du 
mercure  à  311  lignes ,  les  degrés  réduits  du  thermomè- 
tre qui  accompagne  le  barofnètre  ou  du  thermomètrà 
B  étant  -H  9 ,  ce  qui  donne  r^  à  ôter  de  ^n  pour  avoir  » 
la  température  commune  de  310  ^.  Un  mftanc  après  il 
robfcrva  fur  le  pavé  de  l'Eglife  à.. .,  312  jr|^  &  les 
degris  réduits  du  thermomètre  B  à....  H-o,  ce  qui 
donne  pour  la  hauteur  corrigée  512-^'.  Datislemème 
temsle  thermomètre  ifplé  ou  qui  n'accompagne  pas  le 
baromètre ,  &:  qui  éroit  fufpendîi  dans  1  intérieur  du 
dôme  ,  étoît  à  —  4.  Donc  félon  la  règle  ci-deflus  > 
en  fuppofant  que  le  degré  ityijqué  par  le  fécond  ther* 
mometre  étoit  zéro,  la  différence  de  hauteur  des  deux 
ftations  étoitde  156  pieds  11  pbuces,  qui  fe  réduifenc 
à  X  f6  pieds  9  pouces  »  -en  déduifant  ce  qu'exige  le  i  de- 
gfé  au-deiTous  de  zéro  qui  exprimoit  là  chaleur  de  Tair  i 
&  la  m/sfure  par  le  baromètre  »  eu  égard  à  là  chaleur 
de  l'air ,  n'excédé  qbe  de  fept  pouces  celte  qui  aVoit 
été  prife  au  cordeau,  • 

Le  22  Juin  17 f  7  au  pied  du  Fanal  de  G4pes  ,  en- 
viron 2Q  toifes  au-deifus  du  niveau  de  là  nier^  la  hau- 
teur corrigée  du  mercure  à  6  heures  du  matin  étoit  de 
3  j7  lignes  y;^  le  même  jour  à  4  heures  du  foir ,  elle 
Tome  F.  l  i 


mi 


498   Cours  de  M athe'matiques. 


étotcde  j^yji.Lt  1}  du  même  moisâ  9  h.  f  du  matin 
de, . . .  )4  A-  Le  même  jour  i  f  h.  i  du  foîr  de  537 
ff .  Le  ^é  Juillet  i  I  h.  du  foir  de  5  57  ^.  La  fomme 
de  ces  5  obfervations  donne  1688  ri  >  divifant  ceue 
fomme  par  f  ^  le  réfultac  5^7  H  donnera  le  terme  moyen 
de  la  hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre. 

Thermomètre  en 
Hauteurs  corrigées,    plein  air  au  houe, 

du  ftuutL 


Le  la  Juin  1757 , 

matin    •    .    .    •    .     HS-h 

Le  même  jour» 
foîr  .....    . 

Le  1}  Juin  ^  ma- 
tin  '. 

Le  même  jour, 
foir  »••••• 


i« 


Le  16  Juillet  •    • 

Somme  des  cinq 
obfervations  du 
baromètre  &du 
thermomètre  *• 

«  *     • 

_  • 

Terme  moyen  . 


îîf 

3J474 

JÎ4H 


6i. 
18. 

II. 


i«74H 

ma 


6^. 


Hauteur  par  la 

règle 121  pieds  un  pouce  :  ce  -qui 

ne  diffère  que  de  12  pouces  de  la  hauteur  réelle.  • 

1^^.  Lorsqu'on  voudra  avoir  la  hauteur  en  pieds, il 
fuffira  de  multiplier  la  formule  dont  on  a  parlé  ci-denus 
par  6  &  1i  on  la  multiplioit  par  72  ^  on  auroit  des 
pouces. 

Dans  la  montagne  de  Saleve  près  de  Genève ,  M.  de 
Luc  obfef^a  le  mercure  du  baromètre  i  une  ftation 
élevée  de  ijSa  oieds  ^  pouces  au-delTus  de  la  plaine 
où  M.  fon  père  oofervoit  en  méme-ten^s  un  autre  baro- 
mètre. 


m 
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DiUes   & 
heures^ 

Barô*- 
mètre 

infé- 
rieur. 

—  9 

Ïi7i 

Ji9i 

—  1 

S  m 

—  I 
;iî7 

Baro- 
mètre 
fupi- 
rieur. 

• 

474  f 

—  j 

47  p 

4688 

—  î 

4691 

47  H 
+  î 

47Î» 

I7fo, 

Ji  Févr. 

m>  heOY.  T 

foir. 

ài  Avtil 
'8  heur.  ^ 
matin. 

l  Oaob. 
10  heur. 
7  matin. 

Digi- 

rences 

des 

Baro- 

mètr. 


5*» 


Sox 


soè 


^Zl  ^47 


Képd- 

tats 

parUh 

jgarith» 

mes. 

1  A^rjiio- 
métrt  fu- 
périeur ^ 
inférieur. 

»7I7 

-161 

Z649 

—  îl 
"~"  7 

r 

2648 

—   0 

« 

mes. 


-"  -.18 


=:,?.-Mr 


^ns 


^sh 


La  première  colonne  de  la  gauche  contient  les  date9 
des  obfervations ,  la  féconde  ks  hauteurs  du  mercure 
dans  le  baromètre  inférieur  réduites  en  y^  de  Ugne  ^ 
avec  les  degrés  réduits  du  thermon.ètre  €|ui  Taccompa- 

S;noit.  La  troifieme  colonne  a  rapport  au  baromètre  de 
a  montagne  8c  au  thermomètre  qui  l'accompa^e.  Le 
nombre  ■ —  9  de  la  féconde  colonne  indique  9'fciztemes 
de  ligne  à  ajouter  à  la  hauteur  du  baroniètre  ^  qui  fera 
fayi  vraie  hauteur  réduite.  De  même  47C0  exprimera 
en  feîxiemes  de  ligne  la  hauteur  réduite  du  .baromètre 
fupérieur.  La  colonne  fuivante  contient  la  différence 
àcs  hauteurs  du  mercure  exprimées  en  feiziemes  d^ 
ligne.  La  cinquième  colonne  contient  la  différehce  de 
hauteur  des  deux  lieux  en  pieds  y  n'ayant  pas  égard  aux 
coredions  indiquées  par  les  thermomètres  en  plein  air* 
Dans  la  colonne  fuivante  ont  voit  les  degrés  obfervés 
de  ces  thermomètres  ^  dont  la  fomme  *-47  fi:  uouva 
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i  la  fe{>cseme  colonne»  De  forte  que  par  la  règle  on  aura 
xj8^  pieds. 

Si  l'on  prend  les  troh  réfultats  2f89,  2î7f .  ly^jt 
leur  Tomme  7747  étant  divifée  par  3  donne  2^81  7  qui 
dîCfere  -bien  peu  de  la  véritable  hauteur.^ 

Il  eft  aîfé  de  conclure  de  ces  etpériences  que  la 
asefure  des  hauteurs  pat  le  baromètre  peut  être  de  la 
plus  grande  utilité ,  Si  que  cette  méthode  a  toute  la 
jufteue  qu'on  peut  ralfonnablement  defirer.  \ 

1x4.  Sx  l'on  veut  connoitre  le  rapport  de  la  àetAté 
de  1  air  à  celle  du  mercure  dans  un  lieu  donné  ,  voici 
comment  on  pourra  s*y  prendre.  On  obfervera  le  ba- 
tomètre  &  le  therjnotnetre  qui  l'accompagne  ,  au£Q- 
bien  que  le  tbermoJndtre  en  plein  air.  On  ^montera  en* 
fuite  lur  une  co]ine,«ou  fur  une  tour  jufqu'à  ce  que  le 
mercure  baifle  d'une  ligne  dans  le  baromètre.  On  ob- 
ferrera  encore  les  thermon\ètres  dont  on  vient  de  par^ 
jer  &  l'on  cherchera  par  la  règle  donnée  la  difiFérence 
de  hauteur  des  deux  dations*  Suppofons  que  l'on  trouve 
80 pieds»  '6  pouees»  clignes,  on  conclura  que  la  tran- 
che d'air  qui  fait  équilibre  avec  une  ligne  de  mertnre 
dans  un  lieu  moyen  entre  les  deux  dations»  a  11^07 
lignes.  C'eft-pourquoi  la  detifité  de  l'air  fera  à  celle  du 
snercure  dans  ce  lieu  comme  1 1 1  r  ^07» 

Suppofons  que  la  température  de  l'air  foit  celle  qui 
tft  incuquée  par  le  xero  du  thermomètre ,  8c  que  la 
hauteur  du  mercure  foit  de  17  pouces  dans  un  lieu 
donné.  Si  l'on  veut  fçavoir  quelle  eft  la  hauteur  de 
l'atmosphère  depuis  ce  lieu ,  jufqu'à  celui  ou  le  mer- 
cure ne  fe  tiendroit  plus  qu*à  une  ligne  de  hauteur  »  on 
prendra  la  différence  entre  le  logarithme  o  d'Une  ligne 
&ifioc4pquieft  celui  de  ^14 lignes»  &  la  divifant  car 
iooo  »  le  quotient  ijiof .  4fo  ==:  11  lieues  &  3  toifes  in- 
diquera la  hauteur  de  l'atmofphère  depuis  le  lieu  donné 
jufqu'à  l'endroit  cherché»  en  n'ayant  pas  égard  à  la 
chaleur  de  Fair. 

Mais  la  loi  des  condenfations  de  l'air  dont  nous 
avons  parlé  ci-deflus ,  n'a  certainement  lieu  que  jufqu'à 
ue  certaine  hauteur ,  autrement  l'atmofphère  feroit  in- 
finie ,  puifqu'une  progreifion  géométrique  décroiflànte 

telle  que  -ir  A  :  B  :  C  :  D  :  &c«  contient  une  iofinité  de 
termes. 
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1 3  f  •  Supposons  que  la  forcccentrifoge  qui  tend  à  éloi* 
gner  les  parricules  de  Tait  de  la  fur&ce  de  la  terre  fuive  \% 
railbn  des  diftances  au  centre  de  notre  globe.  &  C|ue  la 
force  centripète  ou  l'attraâion  fok  en  raifofir  kivef 
fe  des  quartés  des  diftances  \  fi  nous  faifons  le  rayon 
de  la  terre  ««r,  &  le  rapport  de  la  gravité  à  la  foix^e 
centrifuge  fous  l'équateur  égal  i  celui  de  a:  iv  ^  1* 

diftanee  x  du  centre ,  la  force  centrifuge  fera  =s  ~  &  U 
gravité  =  — r**  En  effet  on  aura  r  ;  i.  :  ;  x  :  —  força 


centrifuge  à  la  diflance  x\  &  «*:r*::<i:  —7-  force 

de  la  gravité  \  la  même  diftance  x.  Mais  il  eft  vifible 
que  ratn^ofphèr^  doit  être  terminée  au  point  auquel 
ces  deux  forces  font  égales  \  car  au-delà  de  te  point 
la  force  centrifuge  diffiperoic  les  particules  de  Tair  dans 
l'efpace  ^  à  moins  qu'on  ne  prétende  que  ces  particules 
n'ont  pas  la  même  vîtefle  angulaire  que  le  refte  de  l'at* 
mof^ère.  Auquel  cas  négligeant  ces  particules  ^  fans 
doute  fort  rares  fi  elles  exiftent ,  &  les  regardant  com^ 
me  ne  faifant  pas  panie  de  notre  atmofphére  >  nous 

fuppoferons  qu'elle  eft  terminée  au  point  auquel  -^'  "■ 

41.  r*  »  r* 

•  Nous  aurons  donc  *ï«-"tff>.  &«««rv^  4.  Si 

XX  *  ^ 

la  gravité  à  l'équateur  eft  à  la  force  centrifuge  comme 

189  :  i^  nous  trouverons  je-»  r  1/(189  )  S  de  forte 
que  dans  cette  hvpothèfe  les  limites  de  notre  atmo- 
fphère  feroient  éloignées  du  centre  de  notre  globe  de 
plus  de  fix  demi-diamètres  terreftres. 

I3<^..  Supposons  que  par  inadvertence  ou  autrement 
on  eût  enfermé  de  l'air  dans  l'efpace  B  T  (  fig.  104  )  d'un 
baromètre  ordinaire,  il  eft  facile  de  trouver  \  quelle 
hauteur  fe  foutiendra  le  mercure  dans  un  tel  baromè^ 
tre.  SoitBT  =  ^  Tefpace  que  l'air  renfermé  dans  BT 
occuperoitfi  le  bout  fupérieur  Bétoit ouvert,  y  lahau- 
ceux  a  laquelle  la  pieiBoo  de  l'atmoipbjr^  peut  foutçuii 


501  Cours  de  Mathe'matiques. 


^^1 


une  colonne  de  mercure  »  la  hauteur  AB  =  tf^  la  hau^ 
cear  A P  à  laquelle  fe  Soutiendra,  le  mercure  =» x ;  lef- 
oace  BP,  que  l'air  occupe   après  Ton  expanfion  pourrai 


ic  que  cette  force  diminue  dans  le  même  rapport  que 
fon  expanfion  augmente ,  fi  nous  faifons  BP=«tf  —  x  i 

hp  ■  ' 

^:;p: ,  nous  aurons  Texpreflion  de  la  force  élaf- 

tique  de  Tair  B  P.  Mais  cette  force  jointe  au  poids  de 
la  colonne  de  mercure  A  P  =»x  doit  être  équivalente  au 

poids /y  $  donc (-*  =  P-  Equation  par  laquelle 

connoiflant  trois  des  quatre  quantités 3,  P»  x^  a^  oh 
trouvera  facilement  la  quatrième. 

X  37 .  On  fait  (|ue  la  preflîon  de  Tair  fait  élever  Teau  dans 
les  pompes  afpirantes»  &  comme  le  mercure  pèfe  en- 
viron quatorze  fois  plus  que  Teau  »  dans  les  lieux<où  la 
hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  eft  d'environ 
27  pouces  6  lignes^  la  preiSon  de  l'air  peut  élever  l'eaa 
à  environ  31  pieds.  Suppofons  que  le  niveau  de  l'eau 
eft  repréfenté  par  RS(ng.  iof)&  que  l'eau  eft  déjà  par- 
venue  en  Z.  J  appelle  h  la  hauteur  depuis  le  point  Q 
jufqu'au  niveau  RS.n  le  )eu  du  pifton  ou  l'efpace  CQ 
qu'il  parcoure,  x  la  diftance  ZQ,  CZ  fera=* — «, 
&  la  hauteur  du  point  Z  fera  =^  h  —  x.  Suppofons 
que  Teau  foit  déjà  parvenue  en  ZI,  il  eft  clair  que 
TaiV  renfermé  dans  refpace  ZIDC  ne  peut  pas  avoir 
plus  de  reflort  que  Tair  extérieur  (  du  moins  abftraâion 
faîte  du  poids  &  du  frottement  de  la  foupape  L  )'  au- 
trement il  s*échapperoit  en  foulevant  cette  foupape.  Rap- 
pelions nous  maintenant  qiïeCQ  =  Dm  repréfenté  le  jeu 
du  pifton  ou  l'efpace  qu'il  parcourt  à  chaque  levée.  Lorf* 
que  la  bafe  C  D  fera  arrivée  en  Q  m  ,  l'air  oui  occupoit 


%x,  aiurs  luu  rcilurr.  icra  «   cciui  uc  *  ait  iiaiurci  «.uuiiiic 

C  Z  :  Z  Q.  Ceft  pourquoi  fi  Tadion  de  ce  reflort  jointe 


J 
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au  poidsde  la  colonne  d'eau  qui  auroit  pour  hauteur  la 
diftance  de  RS  àZ  I  équivaut  à  un  poids  p  de  ^z  pieds 
d*eau  en  hauteur  ^  qui  repréfente  leffbrt  que  l'air  exerce 
fur  la  furface  de  Teau  R  S  ^  il  eft  évident  qu'il  y  aura 
équilibre  &  que  l'eau  ne  pourra  plus  monter.  Si  le 
poids  p  eft  plus  grand  que  ^i  pieds  ^  l'eau  retombera 
avant  guc  la  foupape  E  puifle  fe  fermer  s  mais  fiji  eft 
^32 pieds,  l'eau  continuera  de  monter. 

Rappelions -npus  que  h  exprime  la  hauteur  depuis 
le  niveau  RS  jufquen  Q^  n  le  jeu  du  pifton  ou 
C  Q  ,  X  la  diftance  Z  Q  ^  ce  qui  donne  C  Z  «a  « 
—  «  ,  &  la  hauteur  du  point  Z  =  A  —  « ,  &*  appel- 
Ions  a  le  poids  d'une  colonne  d'eau  de  31  pieds  de 
hauteur.  Puifque  le  reflbrt  a  de  l'air  renfermé  dans 
lefpace  C  Z I  D  eft  à  celui  du  même  air  occupant l'eP- 
paceQmlZ  comme  DI:Im  ^  oo  aura  xix  —  a  ::<f  : 

,  eflFort  de  l'air  qui  occupera  l'efpace  QinIZ, 

X 

Si  l'on  ajoute  cette  quantité  à  la  colonne  h  —  x  o\l 
au  poids  de  l'eau  comprife  enAre  Z I  &  S  R  >  oa  aura 

•  4-A  —  X  wm  a  —  iy0UX=s  i 


^/[(i±i)■-..]. 


'  Il  eft  évident  que  l'eau  s'arrêtera  fi  f  a>o.  Mais  alors 

h           / (  hk  \ 

«eft«  —  ±Y/  l ^«  )  3  quantité  réelle  tou- 

hh 

tes  les  fois  que fera  plus  grand  tf  nni)2.xr. 

4 
De  là  il  fuit  que  fi  le  quarré  de  la  moitié  de  la  plus 

frande  hauteur  de  la  bafe  du  pifton  au-deflus  du  niveau  de 
eau  eft  plus  grand  que  }a  fois  le  jeu  du  pifton,  il  y  a 
deux  points  od  l'eau  peut  s'arrêter  dans  la  pompe  afpi- 
rante.  Si  le  contraire  arrive ,  les  valeurs  de  x  que  Ton 
sf  en  fuppofant  r  =  p  deviennent  imaginaires  \  donc  alors 
il  eft  abfurde  de  fuppofer  r  =  o,  c'eft- à-dire  quer  ne  peut 
alors  .être  "*o&  reaune  peut  s'arrêter  :  ainfi  untpompt 

Il  4 
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ûfpiranti  produira  infûillMtmtnt  fon  efftt  fi  It  quarri  de  la 
moitié  di  la  plus  granit  hauteur  du  pifion  au- diffus  du  ni- 
veau  de  teau  tfi  pluspetk  que  jt  fois  le  jeu  du' pifion. 

1)8.  Nous  avons  AippoH^  que  h  pompe  étoit  par- tout 
d'une  groffeur  uniforme ,  lorsqu'elle  neieft  pas  ,  fe  pro* 
blême  n'eft  pas  plus  difficile;  car  pour  calculer  TefFort 
de  Tair  intérieur  quand  on  fuppoU  que  Teau  n'eft  pas 
encore  dans  le  corps  de  pompe  YT,  lorsqu'elle  eft  en 
M N,  par  exemple,  il'fuffit  de  faire  la  proportion  fuivante  r 
refpace  Qm  VN  MTQ :  DC  T  M  N  V  D  :  :  «  *=  ji  : 
1 3  ajoutant  la  valeur  de  {  au  poids  d'une  colonne  d'ean 
qui  a  pour  hauteur  M  R ,  on  égalera  la  fomme  à  la 
quantité  a^^t  commet  ci-  deflus. 

I'Î9.  Supposons  que  Teau  qui  eft entrée  par  la  (oupape 
L  remplifle  la  capacité  Q  C  D  m ,  fi  Ton  élève  le  pifton 
cette  eau  fa  dégorgera  en  m.  Pour  connoitre  l'efForc  que 
foutient  la  puiflancequi  met  le  pifton  en  mouvement. 
Remarquons  que  lorfque  la  machine  eft  bien  en  train  , 
que  l'eau  eft  parvenue  à  la  plus  grande  hauteur  Qm, 
éc  que  le  piuon  eft  cit  C  D  le  plus  bas  qu'il  eft  pof- 
fible ,  il  foutient  i^.le  poids  de  l'eau  QCDm.  2®.  Le 
poids  d'une  colonne  de  3i  pieds  de  même  bafe  que 
celle  du  pifton^  qui  vient  de  la  prefTion  de  l'atmofphè- 
re  fur  la  bafe  Q  m ,  tandis  ^ue  la  prefTion  contraire 
appliquée  en  RS  pouffe  le  pifton  en  haut  avec  une 
force  égale  à  celle  d'une  colonne  d*eau  de  ^x.  Donc 
Teffort  effeâif  de  la  prefTion  de  l'air  fur  R  S  po«r  fou* 
lever  le  pifton  eft=a — ^en  appellent  a  une  colonne 
d'eau  de  3z  pied^ ,  &  b  une  colonne  d'eau  de  la  hauteur 
C  R  'y  donc  le  pifton  eft  prèfTé  en  bas  par  une  colonne 
d'eau  de  même  bafe  &  dont  la  hauteur  feroît  =  d  +  c  — 
tf  H-  ^  =  c-f-  ^ ,  en  faîfant  Q  C  =  c ,  c'eft-à-dire  que  la 
charge  du  pifton  eft  4gale  au  poids  d'une  colonne  d'eau 
de  même  bafe  &  dont  la  hauteur  eft  égale  à  la  diftance 
verticale  du  point  où  il  faut  élever  l'eau  au  niveau  de 
celle  du  réfervoir  »  ce  qui  a  lieu  même  dans  les  coups  èc 
pifton  fuivans. 

Pour  paffer  de  l'état  d'équilibre  â  celui  de  mouve- 
ment ,  on  augmentera  cette  force  du  tiers  à  peu- près  d^ 
Ta  valeur;  mais  cette  détermination  n'a  rien  de  fixCj 
elle  dépend  du  frottement  &  de  la  viteffe. 
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La  quantité  d*eau  que  le  pifton  élève  i  cha(|ue  fois  eft 
égale  ïAcpaa^A  étend  le  poids  d'un  pied  cube  d*eau ,  e 
le  jeu  du  pifton ,  p  la  circonférence  du  diamètre  i ,  ica 
le  rayon  de  la  bafe  du  pifton* 

J'appelle  pompe  ûfpirante  parfaite  celle  dans  laquelle 
Teau  eft  élevée  jufqu*i  la  foupape  E  du  tube  d'afpira- 
tion  dans  le  premier  coup  de  pifton* 

140.  Problème*  Déterminer  Ta  lonjnuur  du  tuyau 
iWpiratioa  dans  une  pompe  afpirante  parfaite*  Suppofons 
que  le  diamètre  du  tuyau  d  afpiration  eft  le  même  que 
celui  du  corps  de  pompe ,  &  faifons  la  longueur  du 
tuyau  d'afbiration  =  «,  CT=^,CQ=/i.  Puif- 
que  le  pifton  étant  parvenu  de  CD  en  Qm,  l'eau  doit 
monter  jufqu'en  T  V  ,  l'air  qui  occupait  dans  la  pompe 
refpacejr-f-^9  occupera  l'efpace  a -i-/9.  Donc  l'on  aura 
i -)r nix *^h \  \ a  \a  —  x ^  ou^d-f-ittf  — Bjr  —  «»==• 

tf*-f-^4i.ou»tf  =  «(tf  +  t+n)&»a» — -"i~: — •  Si  5 
*  »       I     /  a'^Or\rn 

eft  <=»  I  pied  ^  a  ■»  3  pieds  ^  l'on  aura  xa»  i|  =  2  pieds 
8  pouces  C*). 

•  Si  le  diamètre  du  tube  d'afpiration  n'écolc  pas  le 
même  que  celui  du  corps  de  pompe  y  la  folution  ne  feroit 
pas  beaucoup  plus  diflScile  ;  car  foit  l'amplitude  du  corps 
de  pompe  =m ,  celle  du  tuyau  d'afpiration  étant  =^p  , 
fi  l'on  multiplie  p  par  x ^  px  fera  la  capacité  du  tube 

'    p  X 

d'afpiration.  Si  l'on  divife  cette  capacité  par  m ,   — 

(  m 

fera  la  hauteur  que  cet  air  pourroit  occuper  (  dans  fon 
état  naturel  )  dans  le  corps  de  pompe  s  c'eft  pourquoi 


C*^)  Si  on  connoi/Toit  la  longueur  dp  tuyau  d^afpira- 
tîon  ,  ta  force  naturelle  a  de  l'air,  èc  by  on  *trouvcroit 
facilement  le  jeu  n  du  pifton.  En  général  crois  des  quatre 
quantités  a  y  6^  a  y  9c  la  longueur  du  tuyau  d'afpiracioa 
étant  connues  »  on  trouvera  la  quatrième  par  l'équacioa 
«««*■«  (fl  -H  *-*-«)• 


• 
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•  p  X 

on  fera  J+'*  •^+  —  ::attf  — jf,  ou3a  — 3;e4-tfii 

m 

dp  X 
•— n«=:3tf-f- ,  on  a.n„mssx(ap'^Bm'^mn)^ 


m 


ou*  = 


ap'^Bm'^  mn 

Du  Son  &  de  la  Mujique. 

1 41  •  I L  eft  certain  que  les  corps  qa*on  frappe  ne  devien- 
nent fonores  que  pa*r  le  trémou(rement  de  leurs  parties 
infenfibles.  On  ne   doutera  point  de  ce  frémiffemeDt 
pour  peu  qu'on  applique  la  main  fur  un  corps  qui  rend 
un  fon  un  peu  fort.  Ce  mouvement  de  vibration  des 
parties  du  corps  fonore  fe  communique  aux  particules 
contiguës  de  1  air  environnant ,  celles-ci  le  communi- 
quent à  celles  qui  les  fuivent  >  &  ainfi  de  fuite  jufquà 
ce  que  Tait  renfermé   dans  nos  oreilles   étant  mis  en 
JDouvement  aille  ébranler  les  fibres  des  nerfs  acouiii- 
ques ,  qui  font  ceux  par  le  moyen  defquels  nous  en- 
tendons  ;  car  ces  nerfs  étant  agités ,  le  fluide  nerveux 
dont  ils  font  remplis  remonte  vers  le  cenforium  &  lut 
communiaue  un  certain  mouvement  auquel  le  Créateur 
a  attaché  la  perception  ou  fenfaiion  du  fon  (  voyex  ce 
que  nous  avons  dit  dans  notre  métaphyfi^ue  fur  les  loix 
de  l^inion  de  l'aitie  avec  le  corps).  Il  pàroit  que  la  vitefTe 
du  fon  n'eft  pas  la  même  dans  tous  les  pays  ;  mais  on 
peut  fuppofer  ft  vîtefle  moyenne  d'environ  175  toifcs 
par  féconde. 

Les  cordes  de  mufique  rendent  des  fons  diflFérens  fe«. 
Ion  leur  longueur ,  les  poids  tendans  &  leurs  diamètres  « 
&  la  différence  des  fons  quant  au  grave  &  a  Yaigu  dé- 
pend de  la  promptitude  &  de  la  célérité  des  vibrations  ; 
de  forte  qu  un  fon  plus  aigu  fuppofe  un  plus  grand  nom- 
bre de  vibrations  (  dans  le  même  temis  )  qu'un  fon  moins 
aigu  ou  plus  grave.  Si  deux  cordes  font  le  même  nom- 
bre de  vibrations  dans  le  même  tems  ont  dit  qu'elles 
font  a  l'ttiiijjon.  Si  les  nombres  des  vibrations  fontcoihme 
2:1,  cette  confonnance  s'appelle  PoUavt  ^  &c«  Or  la 


y 


'■ 
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formule     . ,  ^.  qu'on  a  trouvée  ci-deflus  en  parlant 

y   L.  M 

des  cordes  vibrantes ,  fah  voir  dans  quel  rapport  font 
les  nombres  des  vibrations  que  peuvent  faire  les  cordes 
de  mufique  dans  le  même  tems.  Mais  rien  n'empêche 
de  conudérer  Tair  contenu  dans  la  cavité  d'une  flûte 
comme  une  corde  aérienne;  car  foit  L  la  longueur  de 
la  flûte ,  fon  amplitude  ^^bh  ^  la  gravité  fpécifique  de 
l'air  a>  N  ,  celle  ^u  mercure  étant=  n  ,  la  hauteur  du 
mercure  dans  le  barométie  ==»  A.  11  eft  vifible  que  nhhh 
exprimera  le  poids  tendant  «ou  la  force  élaftique  de 
*la  corde  aérienne  contenue  d^s  la  flûte  ,  tandis  que 
fa  mafTe  M  fera  >»N.L.  ^^;  donc  par  la  fornmle 

TCÛ*  onauray  (  Jnl/^  J  - T V  (  TT )• 

&  parce  que  pendant  les  différentes  faifons  d^  l'année 
la  valeur  de  h  eft  à  peu-près  la  même ,  les  noQibres  des 
vibrations  des  cordes  aériennes  contenues  dans  les  flûtes 
font  en  raifon  inverfe  des  longueurs  des  flûtes  $  de  forte 
que  plus  les  flûtes  font  courtes  »  plus  leur  fon  doit  être 
aigu  y  ce  aue  l'expérience  confirme. 

141.  Mais  un  phénomène  bien  digne  de  remarque  ^ 
c*êft  que  fi  une  corde  A  B  (  fig.  iq6  )  rend  un  certain  fon 
qu'on  zpptllt  fondamentai  o\x  principal ,  on  entend  encore 
loâave  de  ce  même  fon  &  même  d'autres  tons  plus 
aigus.  Il  eft  vrai  qu'on  peut  concevoir  que  la  corde 
AC  Bfe  divife  pour  ainfi  dire  en  deux  parties  égales 
en  C ,  &  <\\xt  les  parties  A  MC  ^  BmC  font  chacune 
deux  vibrations  ,  tandis  que  la  corde  totale  en  fait 
une.  de  forte  aue  la  partie  AMC  rend  l'oûave  de  la 
corde  totale  A  C  B.  &  Ton  peut  concevoir  de  même 
que  la  partie  A  M  C  fe  divi(e  aufli  en  d'autres  parties 
dont  chacune  rend  encore  un  fon  plus  aigu  que  l'oâave^ 
&  ainfi  de  fuite.  Mais  il  eft  difiicile  d'expliquer  comment 
toutes  ces  vibrations  paflent  dans  les  particules  de  l'air  fans 
fe  confondre.  Se  pourquoi  les  particules  aliquotes  &  éga- 
les de  la  corde  faifant  leurs  vibrations  féparément ,  le 
fon  qui  dépend  de  ces  vibrations  n'eft  pas  le  même  ? 

14 ^  Tout  corps  eft  fufceptible  d'un  certain  ébran» 
lement  dans  fes  parties  $  c'eft  pourquoi  tous  les  corps 
peuvent  produire  des  fons.  Dans  une  cofde»  lorsqu'elle 
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n'eft  pzs  trop  mince,  on  peut  voir  ces  ébranlemetus-oa 
vibrations  par  lefquelles  la  cordé  tendue  A.C  B  pafle 
ahernativcmeot  daas  la  fituation  ACB&ANBa  quet 
j'ai  irepréfentées  beaucoup  plus   fenfiblement  qu'elles 
n'arrivent  en  efFet  >  enfuice  il  faut  obferver  oue  ce& 
vibrations  mettent  l'air  voifin  dans  une  femblaole  vi-^ 
bration ,  qui  fe  communique  fucceffivement  aux  parties 
plus  éloignées  de  l'air ^   jufqu'à  ce  quelles  viennent 
frapper  l'oreane  de  notre  oreille  >  c*eft  donc  l'air  qui 
reçoit  de  telles  vibrations  ^  qui  tranfporte  le  Ton  juP- 
qu'à  nos  oreilles  s  &  quasd  nous  entendons  le  Ton  d'uno 
corde  pincée  >  nos  oreilles  en  reçoivent  autant  de  coups  • 
que  la  corde  a  fait  de  vibratîoDS  en  même-^ems.  Ainfi 
fila  corde  fait  icx>  vibrations  dans  une  féconde,  l'o-* 
reille  en  reçoit  aufli  loo  coups  dans  une  féconde  ôc 
Taffeâion  qui  eft  alors  produite  dans  l'air  eft  ce  qu'on 
nomme  un  (bn«  Lorfque  ces  coups  fe  fuivent  également 
les  uns  les  autres ,  ou  que  leurs  intervalles  font  tous 
égaux  ^.le  fon  eft  réguHtr  &  tel  qu'on  l'exige  dans  U 
^ufique  i  mais  quand  ces  coups  fe  fuccèdent   inéga-» 
lement  ou  que  leurs  intervalles  font  inégaux  entr'eux , 
il  en  ré  fuite  un  bruit  irrégulier  ,  tout- à-fait  impropre 
pour  la  Mufique.  Quand  je  confidére  ui^  peu  plus  foi- 

Seufement  les  fons  de  Mufique  dont  les  vibrations  fo 
nt  éjgalement ,  je  remarque  d'abord ,  que  lorfoue  les 
vibrations,  ainfi  que  les  coups  dont  l'oreille  eft  frappée 
font  plus  ou  moins  forts ,  il  n'en  réfuke  d'autre  diffé- 
rence dans  le  fon,  fi  ce  n'eft  qu'il  devient  pkis  ou  moins 
fort  'y  &  c*eft  la  différence  .que  les  Muficiens  indiquent 
par  les  mots  fone  &  piûno  i  mais  une  différence  beaucoup 
plus  effentielle  eft  lorfque  les  vibrations  font  plus  ou 
moins  rapides  ou  cu'il  en  arrive  plus  ou  moins  dans 
une  féconde:  ainfi  quand  une  corde  achevé  ico  vibra* 
tions  dans  une  féconde  ,  &  une  autre  corde  200  vibra-* 
tions  dans  une  féconde ,  leurs  fons  feront  effentiellcment 
différens  entr'eux ,  le  premier  fera  plus  grave  ou  plus 
tas^  &  l'autre  plus  digu  ou  plus  haut,  Voi\i  donc  la  vé- 
ritable différence  entre  les  fons  graves  &  aigus  fur  la- 
ouelle  roule  toute  la  Mufique  qui  enfeignq  à  mêler  des 
ions ,  qui  -différent  entr'eux  par  rapport  au  grave  &  à 
l'aigu ,  mais  unis  tellement  enfemble  qu'il  en  réfultè 
une  agréable  harmonie.  Or  daos  les  fons  graves  il  y  a 
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oioJos  de  vibrations  en  ménoe  tems ,  que  dans  les  fon$ 
aigus,  &  chaque  fon  fur  le  clavecin  renfernne  un  nom- 
bre certain  &  decerminiS  de  vibrations.  Celui  qui  eiimar* 
que  par  la  lettre  C  re^d  à  peu-près  lOo  vibrations  dans 

"dne   féconde  &  le  fon  «narqué  par  la  lettre    c  rend 
1600  vibrations  dans  le  même  tems  >  donc  une  corde 

Îiui  treml>le  100  fois  dans  ifne  féconde  donnera  préci- 
ément  le  fon  C ,  &  fi  elle  ne  trembloit  que  fo  fois» 
le  fon  feroit  encore  plus  1>as  ou  plus  grave,  mais  a 
f  égard  de  nos  oreilles  il  y  a  des  linïites  au-delà  def- 
quelle^  les  fons  ne  font  plus  perceptibles  ;  il  femble 
que  nous  ne  Taurions  plus  fentir  un  ion  qui  fait  moins  de 
lo  vibrations  dans  une  féconde,  à  oaufe  de  la  trop  grande 
^affie ,  ni  un  fon  qui  feroit  dans  «une  feCende  plus  dé 
4000  vibrations  à  caufe  de  C^  ttop  grande  hauttur^  mais 
ces  limites  ne  font  peut-être  pas'bien  certaines. 

14^.  Ok  a  remarqué  qu'en  entendant  uh  fon  fintple  de 
Mùuque,  notre  oreille  eft  frappée  d'une  fuite  de  coups 
iSgaJement  éloignés  entr'eux ,  dont  la  fréquence  od  le . 
nombre  produit  dans  un  certain  tems ,  caufe  la  diffé* 
rence  qui  règne  entre  les  fons  graves  &:  aigus  \  en  forte 
que  plus  le  nombre  de  vibrations  ou  coups  produits 
dans  un  certain  tems  ^  comme,  dans  ua.e  féconde .  eft 
petit ,  plus  le  fon  eft  grave ,  &:  plus  ce  nombre  la  cft 
grand  ,  plus  le  fon  eft  aigu.  Donc  les  coups  que  prô* 
duit  un  fon  fimpte  de  Mufique  dans  les  nerfs  acouftiques 

{>euvent  être  repréfentés  par  une  fuite  de^>oints  éga- 
ement  éloignés  entr'eux  ',  comme  ceux  qu'on  voit  ic^ 

Si  les  intervalles 

entre  ces  points  font  ou  plus  grands  ou  plus  petits  >  le 
fon  qu'ils  repréfentent  fera  ou  plus  .grave  ou  plus 
aigu  ;  il  n'y  a  point  aufli  de  doute  que  l'Impreffion  d'un 
fon  fimple  fur  les  nerfs  acouftiques  ne  foit  femblable. 
ou  analogue  à  la  vue  d'une  telle  fuite  de  points  éga* 
iement  éloignés  entr'eux  >  &  par  ce  moyen  on  peut 
repréfenter  aux  yeux  la  même  chofe  que  les  oreilles: 
éprouvent  lorfque  nous  entendons  un  fon.  Si  les  diftan* 
ces  entre  les  points  n'étoien^  pas  .égales  ,  .&  que  les' 
points  fuffent  rangés  confufément  ce  feroit  la  repréfen- 
•   ptioD  d*ua  bruit  confus  contraire  à  l'harmonie.  CeU. 
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pofé  y  confidérons  quel  effet  deux  fons  rendus  ï  la  fois 
doivent  produire  fur  loreiile  \  &  d'abord  il  eft  clair 
oue  fi  ces  deux  fons  font  égaux  ^  ou  que  chacun  ren* 
terme  le  mdme  nombre  de  vibrations  pour  le  même 
tems^  roreille.enfera  afFeâéede  la  même  manière  que 
d'un  feul  fon  :  &  dans  la  Mufioue  on  dit  que  ces  deux 
fons  font  à  l'uniflon ,  ce  qui  en  le  plus  fimple  accord . 
un  accord  étant  notnmé  le  mélange  de  deux  ou  pluiieurs 
fons  qu'on  entend  â  la  fois.  Mais  fi  les  deux  fons  font 
diiférens  par  rapport  au  grave  ou  à  l'aigu  il  y  aura  un 
mélange  de  deux  fuites  de  coups  dans  chacune   def- 
Quelles  les  intervalles  font  égaux  entr'eux ,  mais  dans 
1  une  plus  grands  que  dans  l'autre  «  celle-là  répondant 
au  fon  plus  grave  tl  celle  -  ci  au  plus  aigu.  Un  tel 
accord  de  deux   fori^  peut  être  repréfencé  aux  yeux 
par  deux  fuites  de 
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points  rangés  fur  deux  lignes  A  6  &  C  D  )  &  pour  avotr 
une  jufte  idée  de  ces  deux  fuites ,  il  faut  s'appercevoit 
de  l'ordre  qui  7  régne ,  ou  ce  oui  revient  au  même 
du  rapport  entre  les  intervalles  de  l'une  &  de  Tautre 
ligne.  Ayanj  numéroté  les  points  de  l'une  &  de  l'au* 
tre  ligne  &  mis. le  numéro  i  fous  le  numéro  i  s  les 
numéro  1  ne  feront  plus  précifément  l'un  fous  l'autre 
&  encore  moins  les  numéros  3  \  mais  on  voit  qu'en 
haut  le  numéro  11  fe  trouve  précifément  au-deifus  du 
numéro  1 1  d'en,  bas ,  d'où  l'on  connoit  que  le  plus  haut 
fon  achève  11  vibrations,  pendant  que  l'autre  n'en  fait 
due  1 1 'j  mais  fans  y  écrire  les  nombres  ,  les  yeuT  ne 
oécouvriroient  preique  point  cet  ordre  y  &  il  en  eft  de 
riiéme  des  oreilles  ,  qui  découvriroient  aufli  difficile- 
ibent  l'ordre  parmi  les  deux  fons  que  j*ai  repréfentés 
par  les  deux  rangs  de  points.  Mais  dans  cette  figure 
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ilVn-haut  contient  deux  fois  plus  de  points  que  celle 
tl  en-bas  ,  &  que  les  intervalles  dans  la  ligne  d'en-bas 
font  deux  fois  plus  grands  que  dan^  celle  d'en-  haut. 
C'eft  fans  doute  le  cas  le  plus  fimple  après  TunilTon  oÀ 
Ton  peut  aifément  découvrir  Torare  dans  ces  deux  fui- 
tes de  points  j  &  il  en  eft  de  même  des  deux  fons  re<* 
préfentés  par  ces  deux  lignes  de  points  ,  dont  l'un 
achèvera  prëcifément  deux  fois  plus  de  vibrations  que 
l*aatre ,  &:  loreille  s*appercevra  aifément  de  ce  beau 
rapport  qui  fe  trouve  parmi  ces  deux  fons  pendant  que 
dans  le  cas  précédent  le  jugement  eft  très  difficile  ^  fi« 
non  impoifible.  Maintenant  quand  l'oreille  découvre 
aifément  un  rapport  qui  règne  entre  deux  fons  ,  leur 
rapport  eft  nommé  une  confonnance  ,  &  quand  ce  rap- 

Krt  eft  très-difEcile  à  découvrir  ou  même  impoffible  , 
ccord  eft  nommé  dijfonana.  Donc  la  plus  fimple  confon- 
nancé  eft  celle  où  le  fon  aigu  achève  précifément  deux 
fois  plus  de  vibrations  que  le  fon  grave»  Cette  con* 
fonnancc  eft  nommée  dans  la  Mufique  une  oâave  5  tout 
le  monde  en  connoît  la  force  ^  &  deux  fons  qui  diflTe-*^ 
rent  d'une  oûave  harfnonient  fi  bien  &  fe  reflem-* 
blent  fi  fort  que  le^  Muficiens  les  marquent  par  les 
tnémes  lettres  y  auifi  voyons  -  nous  fouvent  que  les 
femmes  chantent  d'une  oaave  plus  haut  que  les  hom- 
mes &  s'im^inem  pourtant  entonner  les  mêmes  fons. 
On  peut  s'afturer  aifément  de  cette  vérité  fur  un  cla- 
vecin y  &  s'appercevofr  avec  plaifir  du  bel  accord  en- 
tre tous  les  fons  qui  différent  d'une  oâave  pendant  que 
deux  autres  fons  quelconques  ne  fonneht  pas  fi  bien. 

Ayant  entonné  te  fon  F  on  y  accorde  aifément  le 
ion  /  qui  eft  plus  haift  d'un  oaave  par  le  feul  juge- 
ment de  l'oreille  r&  fi  la  corde  du  fon /eft  tant  foit 
peu  trop  haute  ou  trop  bafle,  l'oreille  en  eft  d'abord 
choquée  :  rien  n'eft  plus  aifé  que  de  la  mettre  parfai* 
tement  d'accord.  Aum  voyons-nous  que  tout  le  monde 
paife  aifément  en  chantant  d'un  fon  ï  un  autre  qui  eft 
d'une  oâave  ou  plus  haut  ou  plus  bas  ;  mais  $*il  faut 
palfer  du  fon  F  au  fon  à ,  par  exemple  , ,  un  Muficieh-: 
médiocre  fe  trompera  aifément  s'il  n'eft  pas  fecouru 
d'un  inftrument.  Avant  fixé  le  fon  F  ^  il  eft  prefque  im» 
pofiîble  d'y  accorder  tout-d'un-coup  le  fon  d.  Quelle  . 
eft  donc  la  ralfon  de  cette  différence ,  qu'il  eft  u  aifé* 


■■ 
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d'accorder  le  roh  F  au  foo  /*  ^  &  fi  difficile  dy  «ccor* 
der  le  Ton  i.  Cela  vient  fans  doute  de  ce  que  le  ton 
F&  le  fôti  /  font  ane  oâave,  ou  aue  le  nombre  des 
TÎbrations  du  Ton/  eft  précifëment  le  double  de  celai 
du  fonF,  pour  appercevoir  cet  accord  il  nes'aeit  que 
de  fentir  le  rapport  de  i  à  i ,  qui  comme  il  faute  d'abord 
aux  yeux  par  la  repréfentation  des  points  dont  je  me 
fuis  fervi  auparavant^  affeâe  les  nerfs  acouftiques  d'une 
manière  femUable  ;  pr  on  comprend  aifément  que  plus 
im  rapport  eft  fimple  ou  exprimé  par  de  petits  nom* 
bres  y  plus  il  fe  préfente  diftinâement  à  Tentendement 
&  y  excite  un  fentiment  de  plaifir.  Les  Architeâes  ob- 
fervent  aufli  très-foîgneufement  cette  maxime  en  em« 
ployant  par-tout  dans  les   bâtimens  des  proportions 
auffi  fimples  que  les  autres  circonftances  le  permettent. 
Dans  les  portes  &  fenêtres ,  ils  font  ordinairement  la 
hauteur  deux  fois  plus  grande  que  la  largeur  }  &   par- 
tout ils  tâchent  d'employer  des  proportions  exprima- 
bles en  de  petits   nombres  puifque  cela  plaît  a  Ten- 
rendement.  Il  en  eft    de  même  dans  la  Mufique  oà 
les   accords   plaifent   lorfque   l'efprit   y  découvre   la 
proportion  qui  règne  entre  les  fons  ,  &  cette  pro* 
portion  s'àpperçoit  d'autant  plus  aifément  qu'elle  eft 
exprimée  par  de  petits  nombres.    Mais  après  le  rap« 
port  d'égalité  qui  marque  deux  fons  «égaux   ou  â  Tu* 
nifTon ,  la  proportion   de  a  à  i  eft  fans  doute  la  plus 
fimple'^  &  c*elt  celle  qui  fournit  Taccord  d'une  oâave  : 
de-là  il  eft  évident  que  cet  accord  eft  doué  de  beau- 
coup de  prérogatives  parmi  les   autres   confonnances* 
Après  cette  explication  de  Taccord'ou  de  l'intervalle 
entre  deux  fons  que  les  Muficiens  nomment  une  oBaye, 

^^M^M        ^^^^m  ^^-k^M  ^ 

confidérons   plufieurs   fons  comme  V  ^  f,  f ,  f  donc 
chacun  eft  d'une  oâave  plus  haut  que  le  précédent. 

Donc,  puifque  Fintervalle  de  F  a /,  de  /  à  /^ ,  de  7* 

4  7>  de  7à7"eftuneoaave,  l'intervalle  de  Fà  /^ 

tcxt  une  double  oâave ,  celui  AeV  i  f  une  triple  oe* 
cave  ^  &c,  àinfi  pendant  que  le  fon  F  rend  une  vibration  le 
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fon  /  cn^  rend  deux  ,  le  Ton  f  quatre,  le  Ton  y  huic, 

le  fen  /  feize  5  d'où  nous  voyons  que  comme  une  qc- 
tave  répond  au  rapport  de  i  à  2  s  ainii  une  double  oâave 
répond  à  celui  de  i  à  4  s  une  triple  oâave  à  celui  de  i  à 
8  3  &  une  quadruple  à  celui  de  i  à  16  ;  or  le  rapport 
de  1^4  n'étant  plus  fi  fimple  que  celui  de  i  â  2, 
piiifqu'il  n^  s'apperçoit  pas  fi  aifément  qu'une  fimple 
oâave  9  tfhe  triple  oâave  ell  encore  moins  perceptible , 
3c  une  quadruple  oâave  encore  moins  >  ainfi  en  aco^r*- 
dant  un  clavecin  &  ayant  fixé  le  fon  F^  il  n'eft  pasfi  ' 

aiCé  d'y  accorder  la  double  oâave  /  que  la  fimple  /, 
&  il  eft  encore  plus  difficile  d'y  accorder  la  triple  oc- 

tave  /^  &  la  quadruple  /  fans  y  monter  par.  les  oc- 
caves  intermédiaires  ,  ces  accords  font  auffi  compris 
dans  le  terme  de  confonnance ,  &  puifque  celle  de  Tu- 
iiiflbn  eft  la  plus  fimple  on  peut  les  ranger  félon  lesde« 
"grés  filivans. 

I.  Degré ,  Tuniâbn  qui  eft  '  indiqué  par  le  rapport 
de  I  à  I. 

I I.  Degré ,  oâave  dans  le  rapport  de  i  à  ^. 

III.  Degré  ,  la  double  oâave  dans  le  rapport  de 
I  à  A, 

1  V .  Degré ,  la  triple  oâave  dans  le  rapport  de  i  à  8. 

V.  Degré  >  I2  quadruple  oâave  dans  le  rapport 
de  I  à  10. 

VL  Degré ,  la  quintuple  oâave  dans  le  rapport  de 
I  à  32. 

£t  %infi  de  fuite  en  tant  que  les  fons  en  font  en- 
core fenfibles.  Ce  font  les  accords  ou  confonnances  à 
la  connoiflancé  defquelles  nous  avons  été  conduits  juf- 
qu'ici ,  âcnous  ne  favons  encore  rien  des  autres  elpeces 
des  confonnances  8c  encore  moins  des.diflpnances  dont 
on  fait  ufage  dans  la  Mufique.  Mais  avrint  de  pafier 
'à  l'explication  de  celles-ci,'^  dois  ajouter  une  remar- 
que fur  le  nom  d'oâavc  qu'on  donne  à  Tintervalle  de 
deux  fons  dont  Tun  fait  deux  fois  plus  de  vibrations 
que  l'autre.  On  en  voit  la  raifgn  dans  les  touches  prln- 
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cipales  du  clavecin ,  qui  montent  par  7  denrés  avant 

Îuc  d'arriver  à  Toâave  ,  comme C,  D,E,r,  G,A, 
l  y  c  'y  de  forte  que  la  touche  c  eft  la  huitième  en 
comptant  C  pour  la  première  i  mais  cette  divifion  dépend 
d'une  certaine  efpèce  de  Mufioue ,  dont  la  raifon  ne 
fauroit  être  expofée  que  dans  la  fuite. 

I4f  •  On  peut  dire  que  tous  les  rapports  de  i  à  i  ,  de  i 
à4,*de  X  aS  j  de  I  a  >6,  que  nous  avoa5  confidérés 
ji^qu*ici  &  qui  renferment  la  nature  d'une  oAave 
fimple  ou  double  ou  triple  ou  quadruple  ,  tirent  leur 
origine  du  feul  nombre  1  i  puifçiue  4  eft  deux  fois 
Xyù  deux  fois  4,  &  16  deux  fois 8;  ainfi en  n'admet- 
tant que  le  nombre  2  dans  la  Mufique  on  ne  parvient 
qu'à  la  connoiflançe  des  accords  ou  confonnances  ,  que 
les  Muficiens  nomment  o&ave  fimple  ou  double  ou 
triple  &c.,  &  puifque  le  nombre  1  ne  fournit  par 
fa  reduplication  que  les  nombres  4>8>i6^3Xj64,  &c. 
Tun  étant  toujours  double  de  l'autre ,  tous  les  autres 
nombres  nous  demeurent  encore  inconnus.  Mais  fi  un 
snftrizment  ne  contenoit  que  des  oûaves  comme  les  fôns 

marqués  C  y  c ,  e  ^  c  »~,&  que  tous  les  autres  en 
fuflent  exclus ,  il  ne  fauroit  produire  aucune  Mufique 
agréable  3  â  caufe  de  fa  trop  grande  fimplicité  :  intro- 
duifons  donc  outre  le  nomore  1  encore  le  nombre  } , 
&  voyons  ouels  accords  ou  quelles  confonnanci^  en 
réfulteront.  D'abord  Ja  proportion  de  i  à  3  nous  pré- 
fente X  fons  dont  l'un  rend  trois  fois  plus  de  vibra- 
tions que  l'autre ,  en  mème-tems.  Ce  rapport  eft  fans 
doute  le  plus  aifé  i  comprendre ,  après  celui  de  i  à  2 , 
&  partant  il  fournira  des  confonnances  fort  belles ,  mais 
d'une  nature  tout-à-fait  différente  de  celle  des  oâaves. 
Suppofons  donc  que  dans  le  rapport  de  i  à  3  le  nom- 
bre I  réponde  au  fon  C  s  puifque  le  nombre  c  eft  ex- 
primé par  le  nombre  i,  le  nombre  j  nous  donne  un 
ion  plus  haut  que  c  ^  mais  pourtant  plus  bas  que  le  fou 

c  qui  répond  au  noml>re  4.  Le  fon  exprimé  par  } 
cfft  celui  que  les  Muficiens  marquent  par  la  lettre  ç,  & 
ils  nomment  l'intervalle  de  c  i  g  une  quinte  ;  puifque 
dans  les  touches  d'un  clavecin  celle  de  ^  eft  la  cinquième 
depuis  c^  conune  dans  la  fuite  c^d,  t,  f^gi  donc  fi 
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le  nombre  i  donne  le  Ton  C  ^  le  itombrei   donne  c; 

le  nombre  3  donne  g,  le  nombre  4  le  Ton  ^  s  &  puif» 

jue  le  fon  g  eft  Toâave  de  g  Ton  nombre  fera  deux 
ois^»  &  partant  6,  &  montant  encore  d'une  pûave^ 

le  fon  g  fera  deux  fois  plus  grand  ,  partant  1 2.  Tous 
les  fons  donc  auxquels  les  deux  nombres  2  &  3  nous 
conduifent  en  indiquant  le  fon  C  par  i  font 


?. 


CtCg,    t^g,c.^g,c^  &c* 

I*   i»   J^Hl    6  *     8,    11,    16,    &C. 

DeU  il  eft  clair  que  la  raifon  de  i  i  3  exprime  un 
intervalle  compofé  aune  oâave  &  d'une  quinte ^  Se 
que  cet  intervalle  à  caufe  de  la  fimplicité  de  fes  nom- 
bres ,  doit  être  après  Toâave  le  plus  fcnfible  à  rorcillci 
auffi  les  Muiiciens  donnent-ils  à  la  quinte  le  fécond 
rang  parmi  les  confonnances,  &  l'oreille  en  e(l  fi-agr^a- 
blement  afTeâëe  qu'il  eft  fort  aifé  d^accbrder  une  quin- 
te i  ainfi  fur  les  violons  les  quatre  cordes  monteht 
par  des  quintes^  la  plus  baffe  étant  G  ^  la  (ècofide 
dj  &c.  ;  elles  font  fi  fenfibles  que  chaque  Muficien 
les  met  aifément  d'accord  par  l'oreille  feule.  Ce- 
pendant une  quinte  ne  s'accorde  pas  pas  fi  aifément 
qu'âne  odave  i  mais  la  qjuinte  au-deflus  de  l'oâave^ 
comme  de  C  à  i^"  étant  exprimée  par  le  rapport  de 
I  à  3  eft  plus  fenfible  qu'une  fimple  quinte  cpmjne  d^ 
C  à  G  ou  de  c  à^,  laquelle' eft. exprimée  par  la  prçi^ 
^ortion  de  i  à  3  ;  8r  l'on  fait  aufli  par  1  e^cpéçiençe 
qu'ayant  fixé  le.fonC,  il  eft  {JlUs  âîfe  d'y  accordei: 
la  quinte  fupérieure  g  que  la  fimple  G.    Ôn^  pTour- 

roit  défigner  le   fon  F  par   1   &•  ,le  fon  c  par   3  , 


en  forte-'que  F,/,   c  t  f  ^    ^  y  f  ^    ^   feroient  mar- 
qués par        1 ,  1 ,  3  ,  4  ,   é  ,  8  ,  12, 

où  de  /  à   c  ^  l'intervalle  eft  une  quinte  contenue  dans 

la  proportion  de  2  à  3  «  de  /  à  ^  ^  de  /  à   ^  ,  11  y  a 
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«uffi  une  quinte  ;  puifque  la  raîfoa  de  4  à  i^  &  de  8  à 
Il  ^  eft  la  même  que  ceUe  de  x  à  3.  /Delà  nous  arrivons  i 
la  connoiiTance  d'an  autre  intervalle  contenu  dans  le  rap* 

port  4c  J  à  4  •  qui  eft  celui  dt  c  i  f^8c  partant  aufli  celui 
de  ci/ ou  de  C  à  F^que  les  Muficiens  nomment  une 
guarte  ,  laquelle  étant  exprimée  par  de  plus  grands 
Dombrcs ,  il  s'en  faut  beaucoup  qu  elle  foit  fi  agréable 
^ue  la  quinte  &  çncore  moins  que  Toûave.  Comme  le 
nombre  5  nous  à  fourni  ces  nouveaux  accords  ou  con- 
fonnances  de  la  quinte  &  de  la  quarte,  avant  que  d'em* 
ployer  d'autres  nombres  prenons  le  nombre  3  encore 

3  fois  pour  avoir  le  nombre  9  »  qui  donne  le  fon  g  , 

en  forte  que  c,  /•  g.   c  feront  marqués  par  6, 8,  9^  12» 

&  prenant  ces  fons  dans  d'autres  oâaves  y  les  propor- 
tions demeurant  les  mêmes ,  on  aura 


C  ,F,  G,  c,  /,  ^:    c^f^g^e^f,g,€ 
6,  8,  9,  I2,i6,i8,z4>  Ji*  j6,  48,  64,  7^*5^- 

P*où  nous  parvenons  à  la  connoifTance  de  nouveaux 
intervalles^  le  premier  eft  celui  de  F  à  G  contenu  dans 
la  proportion  ae  8  â  9^  que  les  Muficiens  nomment  une 
féconde  &  auffi  un  ton  entier.  Le  fécond  eft  de  G  à  ft 
contenu  dans  la  proportion  de  9  à  16,  qu*oD  nomme  une 
fevtieme  >  &  qui  eft  d'une  féconde  ou  d*un  ton  entier 
plus  petit  qu'une  oâave.  Ces  proportions  étant  déjà  ex- 
primées par  des  nombres  confiderablement  grands  »  lep 
intervalles  ne  font  plus  comptés  parmi  les  confonnaD- 
ces^.Se  le^  Muficiens  les  nomment  dijfonances. 

Si  nous  prenons  le  nombre  9  encore  trois  fois  ^  pour 

avoir  17»  ce  nombre  marquera  un  ton  plus  haut  que  c  , 
te  précifément  d'une  quinte  plus  haut  que  g  ;  ce  fea 

donc  le  ton  d  ,  ic  fon  oâave  i   répondra  au  nom- 

bre  1  fois  17  ou  f4>  &  la  double  oâàve  d  au  nom- 
bre 2  fois  ^4  ou  io8*  Repréfentons  ces  tons  ,  mais  pris 
dans  d'autres  oâaves  ^  de  la  manîçre  Suivante  : 
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C,  D,  F,  G,  c ,  à^  /,  ^,  T,   T,    Y»    T , 

^*  i?*  3^.  î<î,48^M*  64*  7i,9<^,  108,  128, 144, 

"«",  "^.  7>  7.^^* 
192,  216, 256, 288,  }84. 

Où  nous  découvrons  que  l'intervalle  de  D  à  F  eft 
contenu* dans  le  rapport  ou  proportion  (car  ici  ces 
mots  font  fynonimes  )  de' 27  à  52^  &  celui  de  F  i  </ 
dans  la  proportion  de  }2  à  54  où  en  prenant  la  moitié ,  de 
iCiij,  dont  la  première  eft  nommée  un  tierce  mineure^ 
&  l'autre  une  fexu  majeure.  On  pourroic  encore  tripler 
le  nombre  27 ,  mais  la  Mufique  ne  pafTe  pas  fi  loin  & 
on  fe  borne  au  nombre  27^  rélkltant  de  5  ^  en  le  multi- 
pliant pour  la  fcconde  fois  par  lui  -  même ,  les  autres 
tons  de  Mufique  qui  nous  manquent  encore  font  intro* 
duits  par  le  nombie  y,  dont  nous  allons  parler. 

146.  LEsprincipesderharmonieferéduifi^nt  à  des  nom- 
bres, comme  on  vient  de  le  voir,  &  j'ai  remarqué  que 
le  nombre  2  ne  fournit  que  des  oâaves ,  enforte  qu'ayant 
par  exemple  fixé  le  ton  F ,  nous  avons  été  conduits  aux 

fons  /»/  9  f  %  f  i  enfuite  le  nombre  3  fouri^it  les  tons 

.__  «i-^BB  *i>a~  ^^^  • 

^9^3  ^  9  ^  9  ^  9  <\^'^  différent  de  ceux-là  d'une  quin^ 
te  s  &  la  répétition  de  ce  même  nombre  } ,  fournie  en*  * 

core  les  quintes  de;  premières ^^  qui  font  G,g,  g  ,  g  , 

^  9   Se  enfin  la  répétition  de  ce    même  nombre  3 

y  ajoute  encore  les  tons  D,  d,  d  ,  d.  Les  prin* 
cipes  de  l'harmonie  étant  attachés  à  la  (implicite ,  ne 
femblent  pas  permettre  qu'on  poufle  plus  loin  la  répé* 
tition  du  nombre  ^y.âc  partant  jufiqu'ici  nous  n'avons 
que  les  tons  fuivans  pour  chaque  oâave  F>  G,  c>  itf>  f  > 

i6,i8,24.27,}2, 

qui  n'admettent  pas  certainement  une  Mufique  bien  va^ 
riée.  Mais  introduirons  au(fi  le  nombre  C,  &  voyons  quel 
fera  le  ton  qui  rend  ç  vibrations  pendant  que  le  ton  F 
n  en  fait  qu'une  s   or  le  ton  /  en  fait  «n  meme-tems  2  , 

le  ton  7^  4  &:  le  ton  <  »  é.  Le  ton  en  queftion  eft  donc 
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entre  f  6c  c  ,  &c  c'eft  celui  que  les  Muficiens  indiquent 

par  la  lettre  a ,  dont  l'accord  avec  le  ton  /  efi  nommé 
«ne  tierce  majeure ,  &  fe  trouve  faire  une  confonnance 
fort  agréable ,  étant  contenu  dans  la  proportion  de  ces 

petits  nombres  4  8r  f  5  de  plus  ce  ton  a  avec  le  ton  ^^ 
fait  un  accord  contenu  dans  la  proportion  de  f  à  6,  qui 
eft  prefque  aufTi  agréable  que  celui-là ,  &  qu'on  npmme 
aufli  xxwc^  tieru  mineure  comme  celle  dont  nous  avons 
déjà  parlé^  contenue  entre  les  nombres  17  &  52  >  pui(^ 
que  la  différence  eft  prefque  infenfible  à  l'oreille.  Ce 
nombre  $  étant  appliqué  aux  autres  tonsG^c^cf,  nous 
donnera  de  la  même  manière  leurs  tierces  majeures» 
prifes  dans  la  féconde  oâave  au-deflus ,  c*eft*à-dire  ^  les 

fons  k,  e  Sr  fs,  qui  étant  tranfpctftés  dans  la  pre- 
mière oâave ,  nous  aurons  maintenant  ces  tons  avec 
leurs  nombres. 

F,  F/,  G,  A,  H^  C     y  d     y  €      y  /. 

ii8,   13  j,   144,  160 ,  180,  192,  216,  240,  25^. 

147.  Otbz  les  tons  F  j,  ^  vous  aurci  les  touches prîn- 
tipales  du  clavecin  qui ,  félon  les  anciens  conftituent  le 
genre  nommé  diatonique  ^  &  oui  réfulte  du  nombre  2, 
du  nombre  5,  trois  fois  répété,  &  du  nombre  j.  En. 
h'admetiant  que  ces  tons  ,  on  eft  en  état  de  compofcr 
de  trés-belIes  &  tr^s* variées  mélodies^  dont  la  beauté 
eft  fondée  uniquement  fur  la  iîmplicité  des  nombres 
qui  ont  fourni  ces  tons.  Enfin  en  appliquant  pour  la  fé- 
conde fois  le  nombre  5  ,  il  fournira  les  tierces  de  qua- 
tre nouveaux  tons  A  ,  &c.  que  nous  venons  de  trouver  > 
&  partant  nous  aurons  les  fons  Cj,  G^^D^&B» 
de  forte  qu'à  préfent  Tôûave  eft  remplie  précifément 
des  mêmes  qui  font  reçus  aâuellcment  dans  la  Mu- 
■fiquc.  Tous  ces  tons  tirent  leur  origine  de  ces  trois 
•nombres  2,5  &  5 ,  en  répliquant  2  autant  de  fois  que 
îcs  oâaves  k  demandent  î  mais  pour  le  3  on  ne  le  mulii- 
ipiie  que  3  fois,  flt  le  nombre  ^  deux  fois  feulement.  Voilà 
.donc  tous  les  tons  de  la  première  oâave ,  exprimés  par 
'les  nombres  fuivans  où  l'on  voir  la  compofition  pai 
les  nombres  2;^  3  &  j* 


^ 
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Pendant  que  le  Ton  C  rend  384  wbrations ,  le  fon  C  j, 
en  rend  400  en  même-tems^  &  les  autres  autant  aue  les 
nombres  y'joints  nnarquent  ;  ainfi  le  Ton  c  Vendra  en 
même-tems  768  ,  ce  qui  eft  précifément  le  double  du 
nombre  384  ;  &  pour  les  oâaves  fuivantes  on  n'a  qu'à 
multiplier  ces  nombres  par  2  ou  par  4»  ou  par  8 ,  ainfi 

le  fon  7"  rendra  2  fois  768 ,  ou  i  J36  vibrations,  le  fon 

c  deux  fois  1^36  ou  3072  vibrations,  &  le  fon  c  deux 
fois  3071  ou  6144  vibrations  Pour  comprendre  la  for- 
mation des  fons  par  ces  trois  nombres  2,  3  &  y>  il  faut 
remarquer  que  les  points  mis  entre  ces  nombres  figni- 
fient  la  multiplication  ;  ainfi  pour  le  fon  V  s  Texpreffion 
2.  1.  3.  3.  3.  ^  fignifie  \i  fois  2  fois  3  fois  3  fois  3 
fois  f.  Or  2  fois  2  efi  ^^  &  4  fois  3  eft  12,  &  12  fois  3 
eft  36,  &  36  fois  3  eft  108,  &  108  fois  y  eft  ^40.  On 
voitpar-li  que  les  différences  entre  ces  tans  ne  font  pas 
égales  entr'elles,  &  que»  d'autres  font  plus  grandes  Se 
d*autres  plus  petites  9  c  eft  auffi  ce  que  ia  véritable  har- 
monie exige  -y  nuis  puifque  l'inégalité  n'eft  pas  confidé* 
rable  on  regarde  communément  toutes  ces  différences 
comme  égales ,  &  l'on  nomme  le  faur  de  chaque  ton 
au  fuivant  un  fem-ton  5  car  l'on  dît  que  l'oûave  eft  dç 
cet  e  manière  divifée  eu  12  femi-tons.  Plufieurs  Mufi* 
ciens  les  font  auffi  aâuellement  égaux  ,  quoique  cela 
foit  contraire  aux  principes  de.rKarmoniei  car  de  cette 
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façon  ^  aucune  quinte  ni  aucune  tierce  n'eft  fufte  $  8c 
Tcffet  en  eft  le  même  ,  que  fi  ces  tons  n'étoient  pas 
bien  accordés-  Ils  conviennent  au0i  qu'il  £aut  renon- 
cer à  la  JLilltffe  de  ces  accords,  pour  obtenir  Tavan^ 
tage  de  Tégalité  de  tous  les  femi-tons,  de  forte  que 
la  cranfpoficion  d'un  ton  à  un  autre  quelconque  ne 
change  rien  dans  les  mélodies;  cependant  ils  avouent 
eux-mêmes  que  la  pièce  étant  jouéf  du  ton  C,  ou 
d'un  demi-ton  plus  haut  Cj  ,  change  confidérablemenc 
de  natures  d'où  il  fuit  clairement  que  les  demi-tons  ne 
font  pas  efFeâivement  égaux ,  quoique  les  Muficiens 
s'efforcent  de  les  rendre  tels  ,  parce  que  la  véritable 
harmonie  s'oppofe  à  l'exécution  ae  ce  deflfein  qui  lui  eft 
contraire.  Voilà  donc  la  véritable  origine  des  tons  qui 
font  aujourd'hui  en  ufage ,  &  qui  font  tirés  des  nom- 
bres 2  ,  3  &  y,  fi  l'on  vouloir  encore  introduire  7,  le 
nombre  de  tons  d'une  oâave  deviendroit  plus  grand, 
&  route  la  Mufix^ue  en  feroit  portée  à  un  plus  haut 
degré. 

i^S.  Les  Muficiens  ont  attention  de  donner  plus  de 
durée  aux  fbns  plus  graves,  &  moins  de  durée  aux  fons 
aigus  i  cependant  les  fons  afgus  doivent  Quelquefois  avoir 
plus  de  durée  Se  les  graves  moins  de  durée,  fi  ceux-ci  ont 
des  i^pports  ou  proportions  plusfimpLes,  tandis  que  les 
proportions  des  autres  font  plus  compliquées. 

]>^ous  allons  maintenant  confidérer  cette  théorie  d'une 
manière  un  peu  différente. 

149.  Si  une  corde  de  Mufique  vient  i  être  pincée  de 
manière  qu'elle  rende  un  fon,  une  autre  corde  fembla- 
ble ,  également  tendue  ^  propre  à  rendre  le  même  fon 
&  fituée  auprès  de  la  première  ,  fera  aufG  mife  en 
mouvement  par  Taâion  de  l'air  ,  &  rendra  un  fon 
femblable  à  celui  de  la  corde  pincée.  Cette  expérience 
e(l  connue  depuis  long-tems ,  en  voici  une  autre  fort 
intéreffante  :  lorfqu'une  corde  de  Mufique  fur- tout  fi 
elle  eft  un  peu  groffe,  eft  frappée  par^farchet  outre  le 
ton  principal  on  entend  auffi  l'oâave  du  même  ton, 
on  dîrtingue  encore  aflcz  facilement  la  douzième  Se  la 
dix-(eptîeme  majeure  aiguë,  c'eft-à-dire,  l'oâave  aiguc 
de  la  quinte  &  la  double  odldve  de  la  tierce  majeure. 
Cçla  eft  encore  connu  depuis  long-tems  ;  mais  les  M»j- 
ficiens  modernes  ont  fait  une  expérience  bien  plus  fub- 
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tîle.:  fi. l'on  compare  deux  cordes,  dont  Tune  foie  à  la 
douzième  grave  de  la  corde  pincée  &  Tautre  à  la  dix* 
fepcîeme  majeure jgrave  de  la  même  corde  ^  on  obfervje 
un  certain  frémiflement  dans  les  cordes ,  mais  fans  au* 
cun  Ton.  La  première  fe  divifepour  ainfi  dire  en  3  par- 
ties égales,  &  la  féconde  en  5  $  de  forte  que  les  parties 
de  ces  cordes  rendroient  l'oâave  du  ton  principal ,  fi 
elles  rendoient  un  fon.  Toutle  monde  connoit  l'echelie 
vulgaire  des  tons  «f ,  re ,  mi,  fayfi>i,ia^  fi  y  VT  qu'on 
peut  reprcfenter  par  les  nombres  1  ,|,  i,^^ ,  f ,  tI  ,  -r *  ^ î 
fi  Ion  compare  les  fons ut  &  je ,  il  eil  vilible  qu'ils  font 
entr'eux ,  comme  i  :  1  :  :  8 :  9.  Les  intervalles  entre  ut 
&  re  ^  reSc  TTfi  font  égaux  enir'eux,  &  on  leur  donne 
le  nom  de  tons;  mais  les  intervalles  entre  mi  &  fa,Ji 
3c  VT  font  plus  petits  que  les  premiers ,  on  les  nomme 
demi  -  tons  5  mais  les  autres  inteivalles  comme  ut  re , 
re  mi,  font  appelles  des  tons* 

L'intervalle  compofé  d-un  ton  &  d*im  demi -ton, 
prend  le  nom  it  tierce  mineure:  tels  font  les  intervalle^, 
mi  fol  y  la  ut  ,  re  fa  i  mais  l'intervalle  compofé  de 
deux  tons,  comme  VT  mi^fa  la  y  fol  fi  ^  eft  appelle  tierce 
majeure.  En  général  la  tierce  majeure  d'un  ton  eft  expri- 
mée parade  ce  ton, de  même  le  ton  principal  i/r étant 
fuppofé  I ,  l'oâave  grave  fe  trouvera  en  di^fant  i  par 
2>  ou  en  multipliant  le  ton  i  par  7,  la  double  oâave 
grave  en  multipljant  par  ^ ,  la  triple  oâave  en  multi- 
pliant par  7»&  en  montant  depuis  \  jufqu'à  i,  ou  de- 
puis ut  jufqu'à  V  T,  en  fuppofant  que  V  T  eil  le  ton 
principal ,  -^  fera  le  ton  « ,  t  le  ton  mi  &c.  ;  de  forte  que 
la  fera  une  tierce  mineure  grave  y  &  /a  la  guinre  grave  par 
rapport  au  ton  t/rrepréfenté  par  i }  de  même  3  ex- 
primera la  douzième  aiguë  &!,  la  douzième  ^r^v^^  la 
dix-feptieme  majeure  aiguë  fera  repréfentée  par  c ,  &  la 
g'-ave  par  f ,  de  forte  que  la  douzième  aiguë  aun  ton 
eft  l'oaave  de  la  quinte  du  même  toa,  &  la  dix-feptieme 
majeure  aiguë  eft  la  double  oâave  de  la  tierée  majeure  du 
même  ton.  L'intervalle  compofé  de  trois  tons  s'appelle 
triton  ou  quarte'  fuperjlue  ;  fi  l'intervalle  cft  compofé  • 
de  trois  tons  &:  d'un  demi-ton,  comme  ut  fql ,  fa  uT, 
3rc.  on  l'appelle  quinte ,  on  lui  donne  le  nom  Ae/exte 
mijj^gtft.^  s'il  renferme  trois  tons  bc  deux  demi-tons,  de 
/fxte  majeure  lorfqu  ii  eft  formé  par  quatre  tons  &  un 
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demi  -  ton  >  comme  ut  U  $  de  feptieme  mineure  s'il  eft 
composé  de  quatre  tons  &  de  deux  demi- tons,  comme 
re  Ur%  dtfiptiemtmûjeure  ^  s'il  eft  formé  par  cinq  tons 
&  un  demi-tdn,  comme  ut\fii  enfin  il  prend  le  nom 
d'oûave  lorfqu'il  eft  compofé  de  cinq  tons  &  de  deux 
demi-tons  :  tel  eft  Tintervalie  ut  U  [\  Si  l'on  fuppofe 
que  les  cordes  d'un  inftrument  de  Mufique  rendent  les 
tons  dont  on  vient  de  parler ,  &  qu'on  prenne  enfuite 
un  autr^  inftrumenc  dont  toutes  les  cordes  rendent  l'oc- 
tave des  cordes  correfpondantes  du  premier .  on  aura 
une  nouvelle  échelle,  dont  les  tons  feront  l'o^iave  des 
tons  correfpondans  de  la  précédente  y  &  parce  que  de- 
puis ut  dans  la  première  échelle  jufqu'ib  re  dans  la  fé- 
conde échelle  aicendente  il  v  a  neuf  tons,  l'intervalle 
entre  ces  deux  fons  eft  appelle  nofie ,  de  même  Tinter- 
valle  entre  ut  de  la  première  échelle  &/t  de  la  féconde 
eft  appelle  douzième  :  la  double  oâave  prend  le  nom  de 
quinzième  ;  la  dix-feptieme  eft  la  double  oâave  de  la 
tierce  ,  &  la  dix -neuvième  eft  la  double  oâave  de  la 
quinte»  Si  le  ton  d'une  échelle  eft  rendu  plus  grave  d'un 
demi-ton,  il  prend  le  nom  de  hémot ,  &  de  àiefe  s'il  de- 
vient plus  aigu  du  même  intervalle. 

1 50.  Si  l'on  appelle  ut  le  ton  fondamental  d'une  corde  \ 
à  caufe  que  cette  corde  rend  la  douzième  &  la  dix-Jep^ 
tieme  majeure ,  on  entendra  auili  Toâave  de  Jol  »  &  la 
double  oâave  du  ton  mi.  Comme  les  inftrumens  de 
Mufique  donnent  naturellement  l'oâave  de  fol  &  la 
double  oâave  de  m/ ^  il  paroit  que  ces  tons  &  le  ton  «r, 
forment  une  confonnahce  conforme  à  la  nature  &  plus 
parfaite  :  mais  parce  que  les  bornes  de  la  voix  ne  per- 
mettent pas  facilement  de  fi  grands  intervalles ,  on  fubfti- 
tue  les  oâaves  aux  deux  tons  dont  on  vient  déparier  i  & 
de  là  nait  le  chant  ut  mi  Jol^  qu*on  peut  regarder  comme 
très-conforme  à  la  nature ,  &  parce  que  ut  mi  eft  une  tierce 
majeure  ,  ce  chant  prend  le  nom  de  mode  majeur.  Dans 
la  féconde  partie  de  l'expérience  rapportée  ci-dcfliis  »  on 
apperçoit  un  frémiflement  fans  aucun  fon  dans  les  cordes 
dont  Tune  feroit  propre  à  rendre  la  douzième  grave  majeure 
&:  l'autre,  la  dix  feptieme  grave  majeure  de  la  corde  pincée 
dont  le  fon  principal  eft  ut  ;  de-U  dérive  un  autre  mode 
aue  les  Muficiens  nomment  mode  mineur.  Pour  compren- 
dre la  raifon  de  cette  dénomination ,  00  doit  rcmarquet 
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que  la  tierce  mineure  grave  étant  ia  ,  la  tierce  majeure 
grave  fera  la  bémol  j  car  la  tierce  majeure*  diffère  de  la 
mineure  d'un  demi-ton  $  mais  l'intervalle  UT  la  eft  une 
tierce  mineure  ;  ainfi  l'intervalle  UT  la  hAnolCcvz,  une 
tierce  majeure  grave  :  c'eft  pourquoi  la  dix-feptieme  grave 
majeure  fera  la  double  oaave  de  la  bémol  grave  :  de 
même  la  quinte  grave  étant  /<z ,  la  douzième  grave  fera 
roâave  du  ton  /tf  grave  ^  &  en  fubftituant  les  tons  aux 
oâaves  j  il  réfultera  de-là  un  chant  conforme  à  la  na- 
ture ,  fa  la  bémol  UT  oui ,  parce  que  fa  la  bémol  eft 
une  tierce  mineure  y  a  été  appellée  mode  mineur» 

Le  chant  fa  la  bémol  Vf  eft  appelle  mode  mineur  ^ 
parce  que  fa  la  bémol  eft  une  tierce  mineure^  il  eft  re- 
gardé comme  moins  parfait  que  le  mode  majeur  (  quoi* 
qu'il  flatte  l'oreille  prefqu'auffi  agréablement  ) ,  parce 
que  dans  les  cordes  dont  on  a  parlé  ci-deifus  ces  tons 
ne  fe  font  pas  entendre ,  quoique  les  parties  qui  pour- 
roient  les  rendre  éprouvent  un  certain  frémiflement 
qui  paroît  indiquer  que  la  nature  tend  ^  fi  Ton  peut 
s'exprimer  ainfi^  à  rendre  ces  fortes  de  fons. 

Tels  font  les  principes  d'où  les  Orphées  modernes  ont 
déduit  les  loix  de  la  compofition  de  la  Mufique.  A  l'égard 
des  fignes  dont  fe  fervent  les  Muficiens  ils  font  entièrement 
arbitraires  ;  mais  je  ne  prétends  pas  donner  ici  un  traité 
complet  d'une  art  dont  je  n'ai  jamais  fait  mon  occupation. 

151.  C'est  une  queftion  auffi  importante  que  curieufe^ 
pourquoi  une  belle  Mufique  excite  en  nous  le  fentimentdu 
plaifir  ?  pourquoi  par  exemple  la  tierce  mineure  ,  dans 
laquelle  les  vibrations  font  dans  le  rapport  de  ^  à  6  eft 
fi  agréable  ,  tandis  que  les  fons  dont  les  vibrations 
font  dans  ta  proportion  de  6  à  7 ,  affeûent  Tame  d'une 
manière  fi  défagréable.  Les  favans  font  bien  partagés 
la-deflus.  Il  y  en  a  qui  prétendent  oue  c'eft  une  pure  biur« 
rerie  &  que  le  plaifir  que  caufe  la  Mufique  n'eft  fondé  fur 
aucune  raifon  ,  que  la  même  Mufique  peut  erre  goûtée 
par  quelques-uns  &  déplaire  à  d'autres  >  mais  bien  loin 
que  la  queftion  en  foit  décidée  par -là,  elle  en  devient 
plutôt  plus  compliquée  ^  car  on  veut  favoir  la  raifon 
pourquoi  la  même  pièce  de  Mufique  peut  produire  de 
fi  différens  tStxs  y  puifqu'il  faut  convenir  que  rien  n'ar- 
rive dans  le  monae  fans  raifon  ?  D'autres  difent  que 
le  plaifir  que  l'on  fent  en  entendant  une  belle  Mufique 
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confifte  dans  la  perception  de  l'ordre  qui  y  règne.   Ce 
fentimenc  paroit   d*abord  a£fez'  bien  fondé   &  mérite 
d'être  examiné  plus   roi^neufemenc  La   Mufique  ren- 
ferme deux  efpeces  d'objets  où  Ton  peut  introduire  ua 
certain  ordre.  L'un  fe  rapporte  â  la  différence  des  tons^ 
en  tant  qu'ils  font  hauts  ou  bas ,  aigus  ou  graves  >  on 
doit  fe  fouvenir  que  cette  différence  eft  contenue  dans 
le  nombre  de  vibrations,  que  chaque  ton  rend  en  même 
tems.  Cette  différence  qui  fe  trouve  entre  la  viteffe  des 
vibrations  de  tous  les  tons ,  eft  ce  qui  eft  nommé  pro- 
prement V harmonie  ;  donc  en  entendant  une  Mufique  ^ 
lorfqu'on  comprend  les  rapports  ou  les  proportions  que 
les  vibrations  de  tous  les  tons  tiennent  entr'eux  ,  on  a  la 
connoiftance  de  l'harmonie  ;  ainfi  deux  tons  qui  diffe* 
rent  d'une  oâave  excitent  le  fentiment  de  la  proportion 
de  I  à  2 ,  une  quinte  celui  de  la  proportion  de  2  à  3,  &  une 
tierce  majeure  celui  de  la  proportion  de  4  à  j.  On  conv 
prend  donc  l'ordre  qui  fe  trouve  dans  quelqu  harmonie^ 
<)uand  on  connoit  toutes  les  proportions  qui  régnent  entre 
les  tons  dont  l'harmonie  elt  compofée  ;  &  c'eft  le  juee-^ 
ment  des  oreilles  qui  conduit  à  cette  eonnoiffance.  Ce 
jugement  étant  plus  où  moins  fin,  on  comprend  pour* 
quoi  la  même  harmonie  ^ft  apperçue  par  l'un  &  point 
du  tout  par  l'autre ,  fur-tout  quand  les  rapports  entre  les 
tons  font  exprimés  par  des  nombres  un  peu  grands. 

Mais  outre  I^armonie  la  Mufique  renferme  encore  un 
autre  objet  fufceptibie  d'ordre ,  qui  eft  la  mefure  par 
Jaqueile  on  afTigne  à  chaque  ton  une  certaine  durée» 
&  la  perception  de  la  mefure  confifte  dans  la  eonnoif- 
fance de  la  durée  de  tous  les  tons  &  des  proportions 
qui  en  nailTent ,  comme  fi  un  ton  dure  deux  fois^  trois 
fois  ou  quatre  fois  plus  qu'un  autre.  Le  tambour  &  la 
timbale  nous  foumiffent  une  Mufique  6\x  la  feule  me- 
fure alieu,  puifque  tons  les  tons  font  égaux  entr'eux. 
&  là  ,  il  n'y  a  point  d'harmonie  5  comme  il  y  a  aufu 
une  Mufique  ou  la  feule  harmonie  a  lieu  ,  â  Tex* 
clufion  de  la  mefure  $  mais  une  Musqué  parfaire  con- 
tient &  l'harmonie  &  la  mefure.  Maintenant  celui  qui 
entend  une  Mufioûe  y  8c  qui  comprend  par  le  juge* 
ment  de  fes  oreilles  ,  toutes  les  proportions  fur  leP» 
quelles  ^  tant  l'harmonie   que  la  mefure  eft  fondéej 
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a  certainement  la  plus  parfaite  connoifTance  de  cette 
Mufique  qu'il  foit  polTible ,  pendant  qu'un  autre  oui  n'ap- 
petçoK  ces  proportions  qu  en  partie  ou  point  au  tout, 
n*Y  comprend  rien  ou  en  a  une  connoifTance  impar* 
fane.  Mais  le  plaiiir  fur  lequel  roule  notre  queition  eft 
encore  bien  différent  de  cette  connoifliuu:e  ,  dont  on 
vient  de  parler  5  quoiqu'on  puifle  foutenir  hardiment 
qu'une  Mufique  produit  plus  de  plaiiir  quand  on  en 
a  une  certaine  connoifTance.  Car  la  feule  connoif^ 
fance  de  toutes  les  proportions  ^ui  régnent  dans  une 
Mufique,  tant  à  l'égard  de  l'harmonie  que  de  la  mefure, 
ne  fu£Bt  pas  encore  pour  exciter  le  fentiment  d^  plaifir  ; 
il  faut  quelque  chofe  de  plus.  Pour  Te  convaincre  auà 
la  feule  perception  de  toutes  les  proportions  d'une  Mu* 
ficue  n  eft  pas  Tuffifante  ,  on  n'a  qu'à  coofidérer  une 
Mufique  fort  fimple  qui  ne  marche  que  par  des  oâaves» 
où  la  perception  des  proportions  eft  certaitfement  la 

Î)his  aifée  $  cependant  il  s'en  faut  beaucoup  que  cette 
4u(ique  caufe  du  plaifir,  quoique  celui  qm  l'entend  en 
ait  la  connoifTance.  On  dit  donc  que  le  plaifir  demande 
une  connoifTance  qui  ne  Toit  pas  trop  facile,  mais  qui 
exige  quelque  peine  $  il  faut,  pour  ainfi  dire,  que  cette 
connoifTance  nous  coûte  quelque  chbfe..  Mais  à  mon 
avis  cela  ne  Tuffit  pas  encore  :  une  dilTonançe  dont  la 
proportion  confîfte  en  des  plus  grands  nombres ,  eft 
pins  difficile  i  être  comprife  ,  cependant  une  fuite  de 
dlflonances  mifes  fans  choix  Se  fans  defTein  ne  plaira 
pas.  Il  faut  donc  que  le  compofiteur  ait  fuivi  dans  fa 
compofition  un  certain  plan  ou  defTein  ,  qu'il  ait 
exécuté  par  des  proportions  réelles  &  perceptibles  3  & 
alors ,  lorfqu'un   connoifTeur  entend  cette   pièce ,   & 

3u*outre  les  proportions  il  en  comprend  le  plan  Se  le 
efTein  même  que  le  compofiteur  a  eu  en  vue ,  il  fentira 
cette  fatisfaâion ,  qui'eft  le  plaifir  dont  une  belle  Mu- 
fique frappe  les  oreilles  intelligentes.  Ce  plaifir  vient 
donc  de  ce  qu'on  devine,  pour  ainfi  dire,  les  vues  Se 
^Jes  fentimens  du  compofiteur,  dont  l'exécution  en  tant 
quon  la  juge  heureufe,  remplit  Tefprit  d'une  agréable 
fatisfaâf6n.  C'eft  à  peu  p1||s  une  femblable  fatisfaâioa 
qu'on  reflfent  en  voyant  une  belle  pantomime ,  où  on 
peut  deviner  par  les  geOes  Se  les  aaions,  les  fenrimens 
&lc$difcours  qui  en  font  repréfentés  ,*&  qui  exécu- 
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cent  outre  cela  un  beau  deflein.  Dès  qu'on  a  deviné 
îe  fens  d'une  énigme  propofée ,  &  qu'on  reconnoit. qu'il 
eft  parfaitement  exprimé  dans  la  propofition  de  l'é- 
nigme ,  on  en  reflent  un  grand  plaiur  ;  au  lieu  que  les 
énigmes  plates  &  mal  digérées  n'en  caufent  aucun.  Voilà 

Eut-être  les.  vrais  principes  .  fur  lefquels  font  fondés 
;  jugemens  fur  la  beauté  aes  pièces  de  Mufique.  A 
ces  raifons  on  pourroit  ajouter  que  les  concerts  agréa* 
bles  produifent  dans  le  fluide  nerveux  un  mouvement 
doux ,  &  dans  les  nerfs  un  ébranlement  cadencé ,  au- 
quel l'Auteur  de  notre  être  a  atuché  un  certain  fenti- 
timent  de  plaifir  >  mais  comme  ceci  ne  regarde  plus 
les  mathématiques  »  nous  renvoyons  ceux  de  nos  leâeurs 
qui  voudront  connoitre  plus  particulièrement  pour- 
ouoi  certaines  chofes  plaifent  aux  uns  tandis  qu'elles 
déplaifent  aux  autres ,  à  ce  que  nous  avons  dit  fur  cette 
matière  dans  notre  Métaph^fique ,  dans  le  chapitre  de 
de  la  fympathie  &  de  l'antipathie ,  où  ils  trouveront 
peut'étre  des  chofes  qui  leur  feront  plaifir. 

De    l'  O  p  t  I  qu  e. 

I  f  2.  Jentends  Ici  par  Optique  la  fcience  qui  a  pour 
objet  les  propriétés  de  la  lumière. 

Les  bornes  de  cet  ouvrage  né  permettant  pas  de  la 
traiter  à  fonds  ,  je  me  contenterai  de  parler  de  quel- 
ques queftions  intéreffantes ,  pour  faire  mieux  fentir  aux 
commençants  les  avantages  &  la  fécondité  de  l'analvfe. 

Dans  le  mouvement  de  la  lumieje ,  l'angle  de  réfle- 
xion eft  toujours  égal  à  celui  d'incidence ,  tandis  que 
celui  de  réfraâion  eft  à  celui  d'incidence  dans  un  rap- 
port confiant  (  ^  ).  Ces  deux  vérités  fondées  fur  Tex- 

(  ^  )  Si  Ton  fuppofe  qa*uii  rayon  de  lumière  A  M  aille 
choquer  obliquement  le  plan  D  MC  (fig.  107  ),  en  décom- 
pofant  la  Titefle  AMen  AD^^PM  &  AP  =  DM,il 
t(t  viiîble  que  le  choc  fera  exprimé  par  P  M  :  car  la  vî- 
tefle  horifontale  ÛM  »>  MC  ne  tend  qu*à  faire  gliffer 
le  globule  de  lumière  de  M  ^  C.  Le  reftbrt  ou  la  force 
répnlfive  rendant  apris  le  choc  la  vîteffe  perdue  M  P  ;  (i 
l'on  compofe  cette  vicelTe  M  P  avec  la  vicefTe  horifontale 
MC^  on  yena  évidemment  que  le  rayon  de  lumière  doit 
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comme  1  :  3  ^  fi  elle  paiTe  de  Tair  dans  l'eau  comme 


comme  1  :  5  ^  u  eue  oaue  ae  lair  aans  leau  comme 

J!  :  ^  environ  ,  &c.  Si  la  lumière  paflbit  de  l'air  dans 
'eau  fous  un   angle  d'incidence  acnvîroir'90®.  (*)  : 
l'angle   de  réfraâion  feroit  d'environ  it8^.  ^o\  C'eft 

f>ourqaoi  fi  la  lumière  paiTe  de  Teau  dans  l'air  fous 
'angle  de  48^.  30'^  il  doic  rafer  la  furface  de  l'eau  ; 
mais  fi  Tangle  d'incidence  'écoit  plus  grand  que  48^. 
ao^  le  finus  de  l'angle  de  réfraâion  feroit  plus  grand  que 
le  finus  cotai  «  ce  qui  eft  abfurde.  Il  n'eft  donc  pas  pof- 
fible  que  dans  ce  cas  le  rayon  forte  de  l'eau  ;  aufli  l'ex- 
périence apprend  qu'alors  1<  rayon  eft  réfléchi  de  la 
furface  commune  de  l'air  &  de  l'eau  ^  &  qu'il  refte  dans 
cette  eau. 

Suppofons  un  point  N  (fig.  108^  109&  iio) placé  dans 
Taxe  d  un  miroir  fphérique  concave  ou  convexe  M  A  B  ^ 
de  manière  que  le  rayon  incident  N  M^  faife  un  angle 
infiniment  ppcit  avec  l'axe  NC,il  fera  facile  de  trou- 
ver le  point  F  dans  lequel  le  rayon  réfléchi  par  le  point 
M  rencontre  l'axe.  Menons  du  centre  C  le  rayon  CM  qui 
fera  le  cathete  d'incidence  >  &:  l'angle  C  M  £  (qui  fig.  110; 
eft=:NM^  (  fon*oppofé  au  fommet  ) ,  fera  égal  à 
l'angle  de  réflexion  ^  M  F  (fig.  to8  &  109  )  &  M  G  (  fig. 
1^0  )  fera  le  rayon  réfléchi.  Puifque  les  droites  C  A^ 
C  M  forment  un  angle  très  -  petit ,  on  peut  fuppofer 
N  A  —  N  M.  Soit  maintenant  N  A  =  N  M  =  D  la  dif- 
tance  de  l'objet  au  miroir ,  AC  =  r,  F  M=»»  FA  =■/,  nous 
aurons  F  C  — /—  r,  (fig.  109  )  ou  r  — /  (fig.  108  &  1 10)  ^ 


fuivre  en  fc  réflexifiant  le  chemin  MB»  de  manière  que 
fangle  AMD  foit  «  BMC/ &  l'angle  AMP  — PMB. 

i*)  On  doit  faire  attention  que  Taogle  d'incidence 
d*un  rayon  de  lumière  AM  qui  tombe  fur  une  furface  plane 
eft  celui  que  la  direûion  de  ce  rayon  fait  avec  la  per- 
pendiculaire P'M,  que  j'appellerai  le  cathtt^  dincidtna  ^ 
&  que  l'angle  de  réflexion  ou  de  réfraâion  eft  celui  que 
fait  le  rayon  réfléchi  ou  rcfraâé  avec  la  m£mc  ferpendi* 
cttlaire  on  avec  fon  prolongemeot. 


52.8  Cours  de  M athe'matiques. 

&  CN=-D  — r,.(fig.  108)  ou  =  r— D(fig.  109),  &  = 
D  +  r  (  fig.  1 10  }.  Cela  pofé ,  à  caufe  que  l'angle  F  M  N 
(fig.  108  &  109)  &  N  M6(fig.iio)  efl  diviféen  deux  par- 
ties égales  par  la  ligne  CM^l'on  aura  pour  les  fig.  108  de  109 
(  v.Gëmét.  n®.  JifCN  :  CF  :  :  MN  :  MF ,  ou  ±  D  ::;i  r  : 
iiz/zpr:D:/  Donc  dans  les  miroirs  concaves- Ton 

a/«sa— fT — •    Mais  dans  le  miroir  convexe  MAB 

^       iD — r 

(fig.  iio),CNf  MN::/«.  CMN— //i.  CME=5 

/«.C  M  F  ifnM  C  N  — yîn.M  CF.  Mais  le  triangle  FMG 

donne  jfif.  ¥IAC:  fin.  MCF::CF  :  FM.  AinfiCN: 

D.  r 
CF::MN:MF,ouD  +  r?r— /;:D:/— -rpTT— 

Oeft  pourquoi  la  formule  générale  pour  les   miroirs 

Dr 

concaves  &   convexes  fera/"»»     ^ ;  mais  cette 

formule  n*a  lieu  qu'autant  oue  l'arc  A  M  eft  fort  petite 
au(&  bien  que  l'angle  C  N  M. 

Si  le  rayon  incident  N  M  (  fig.  108  )  eft  parallèle  i 
l'axe  N  A,c'eft-à-dire,  fi  l'objet  N  eft  fitué  a  une  dif- 
tance  qu'on  puifle  regarder  comme  infinie  ,  l'angle 
NMC  fera  égal  âTangle  FCM^  Ton  alterne  interne, 
&  le  trianele  CM  F  fera  ifocelle,  &  fi  les  rayons  qui 
fe  raflembieront  en  F  ou  tout  près  de  F  font  en  aflez 
grande  quantité  ,  ils  pourront  brûler  un  objet  combuf- 
•tible  fitué  en  F. 

Suppofons  que  l'objet  N  eft  infiniment  proche  du 

miroir,  on  aura  D  ««■±:  o©*  &  /■=■  zzr^*  Dans  le  mî- 

roir  concave  le  figne  —  fait  voir  que  l'image  de  l'objet 
eft  placée  hors  du  miroir  fur  le  prolongement  de  l'axe  i 
au  contraire  dans  le  miroir  convexe  l'image  eft  alors 
fituée  du  côté  de  la  concavité ,  &  cela  arrive  toujours 

dan$  ce  miroir ,  parce  que/«=i  —jr eft  toujours  une 

quantité  pofitivc.   Si  l'on  fuppofc  aD<r,  iD  —  r 

fera 


m 
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ftu  une  quantité  négative ,  & /*=«      v)^'   ^'^^^  ^^^^ 

une  quantité  négative  $  c'eft  pourquoi  Timage  de  l'objet 

r 
fctt  derrière  le  miroir.  Si  D  =■  —   Ton  aura  /  =  co. 

C'eft  pourquoi  fi  Tobjet  eft  fitué  à  une  diftance  du  miroir 
concave  égale  au  quart  de  Ton  diamètre  ,  l'image  fera 
à  une  diftance  infinie.  Si  le  miroir  eft  convexe ,  /fera  =* 

— •  Si  dans  le  miroir  concave  l'on  prend  a  D'^r^/ssi 
4 

p.  ]_j     fera  une  quantité  poficive  ,   &   l'image   fera 

fituéeducôté  de  la  concavité.  Si  D^ar,  l'on  aura/=> 

r,  c'eft-à-dire ,  fi  l'objet  eft  fitué  au  centre  du  miroir 

fon  image  le  confondra  avec  cet  objet.  Mais  fi  dans  le 

r 
miroir  convexe  on  fttppofeD  = — r,  on  aura/=="  — • 

Si  D=  00,  l'on  a/=-  —  dans  le  miroir  concave  j  c'eft 

la  même  chofe  dans  le  miroir  convexe  ,  en  fup* 
pofant  D  =  —  00,  On  comprend  facilement  pourquoi 
fi  l'œil  H;  trouve  placé  au  centre  du  miroir  concave  « 
Ja  vifion  eft  confufe  i  car  alors  l'œil  fe  voit  de  tous 
cotés  fur  la  furface  du  miroir. 

I  f).  Si  un  a'rc  de  cercle  QPO  dont  le  centre  eft  le  même 
que  celui  du  miroir  (fig.  m  8r  1 11),  eft  placé  devant  le  mi- 
roir B  A  D^  fon  image  opq  fera  aufii  un  arc  de  cercle  con- 
centrique ,  plus  grand  ou  plus  petit  félon  fa  diftance  au 
centre  C.  De  plus  fon  image  fera  droite ,  c'eft-à-dire , 
que  la  fituation  de  l'image  de  l'objet  fera  la  même  que 
celle  de  l'objet,  fi  l'objet  &  l'image  fe  trouvent  du  même 
côté  par  rapport  au  centre  du  miroir;  mais  l'image  fera 
renverfée  lorfque  le  centre  fera  fitué  entre  elle  &  l'objet. 
En  etfet  puifque  l'arc  OPQ  eft  concentrique  au  miroir 
BAD,  les  droites  OB,  PA,  DQqui  paffent  par  le  centreC, 
&  fur  lefquelles  font  fituées  les  images  o^p  ^q des  points 
O  ,  P ,  Q  font  égales  entr'elles  ;  c'eft  pourquoi  D ,  qui 
dans  la  formule  générale  repréfente  la  longueur  de  ces 
droites  ,  fera  une  quantité  conftante ,  auffi  bien  que  r  $ 
ic  partant  /  fera  aufii  une  quantité  conftante ,  c'eft-à- 
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dire  les  droites  oB,  pA  ,  qD  font  égales  :  ce  qui 
ne  peut  être  a  moins  que  les  arcs  op(f  ,  OPQ,  BAD 
ne  foîent  concentriques.  11  ell  donc  vi&ble  que  l'image 
&  l'objet  étant  placés  du  même  côté  par  rapport  au 
centre  (  fig.  1 12  ) ,  l'image  &  l'objet  auront  la  même  fitua- 
tlon ,  puifque  tous  les  points  de  l'image  font  fitués  dans 
le  même  demi-diamètre  qui  pafle  par  les  points  analo- 
gues de  l'objet  :  mais  6.  l'image  eft  au-delà  du  centre 
relativement  à  l'objet  (  fig.  1 1 1  )  ^  à  caufe  que  les  droites 
fur  lefquelles  fe  trouvent  les  images  de  toutes  les  par- 
ties de  l'objet^  paiTent  néceflairement  par  le  centre  du 
miroir ,  les  lignes  qui  viennent  d'un  point  fitué  au-deiTus 
de  Taxe  qui  paffe  par  le  milieu  de  1  objet  ^  vont  fe  ren- 
contrer au-delTous  de  cet  axe»' après  avoir  paiTé  par  le 
centre  &  récipro()uement$  par  conféquentu  quelqu'une 
de  ces  droites  qui  font  fituées  au-deflus  de  l'axe ,  part 
de  la  partie  fupérieure  de  l'objet^  qui  par  conféquent 
eft  auffi  fituée  au-deiTus  de  l'axe ,  fon  image  fera  muée 
au-deiTous  du  même  axe ,  puifqu'elle  doit  fe  trouver  fur 
une  ligne  qui  paiTe  par  le  centre  &  au-delà  du  centré. 
Il  n'eit  pas  moins  évident  aue  l'image  étant  concentri- 
que au  miroir  ,  doit  être  d'autant   plus  petite  qu'elle' 
eft  fituée  plus  près  de  fon  centre  ,  &  au  contraire  elle 
fera  d'autant  plus  grande  qu'elle  fera  plus  éloignée  du  cen- 
tre. Ce  qu'on  vient  de  aire  fait  voir  auffi  que  dans  le 
miroir  convexe ,  l'image  d'un  objet  concentric^ue  au  miroir 
doit  être  auffi  concentrique  au  même  miroir  s  car  cette 
image  &  l'objet  font  au-delà  du  centre  du  miroir  î  & 
parce  que  l'image  s'approche  du  centre  du  miroir  d'au- 
tant plus  qu'on  éloiçne  davantage  l'objet  :  elle  devient 
de  plus  en  plus  petite.  Dans  le  miroir  concave  l'imaee 
eft  droite  ,  &  fa  grandeur  augmente  fi  l'objet  va  de  la 
furface  du  miroir  au  quart  du  diamètre  5  elle  décroît  en- 
fuite  &  prend  une  fituation  renverfée  lorfque  l'objet  s'ap- 
proche du  centre.  Enfin  elle  croit  de  nouveau  &  relie 
renverfée  fi  l'objet  s'éloigne  davantage  du  centre. 

Il  n'eft  pas  difficile  de  comprendre  que  l'image  doit 
être  4  d'autant  plus  petite  ,  tout  d'aillturs  étant  égal , 
que  le  rayon  du  miroir  eft  plus  petit.  Au  refte,  ce  que 
l'on  vient  de  dire  ne  peut  avoir  lieu  exaâement  pour 
les  objets  d'une  figure  quelconque  ^  à  moins  qu'on  ne 
Us  fuppoie  a0ez  petits  pour  que.  leur  largeur  puifle 
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écre  confidérée  comme  un  arc  concentrique  au  miroir* 
En  effet  ,  fi  les  objets  n'ont  pas  uiie  figure  l'phérique 
concentrique  au  miroir  ,  leurs  images  paroiflent  d*au« 
tant  plus  difformes  que  leur  furface  ett  plus  grande  & 
le  rayon  du  miroir  plus  petit.  Si,  par  exemple  ,  l'on 

J*  jrcfente  une  ligne  droite  à  un  miroir  fphérique  dans  une 
ituation  perpendicuiaire  à  Taxe  du  miroir,  fon  image 
fera  curviligne  ;  car  les  poinH  de  cette  ligne  étant  iné- 
galement diftants  du  miroir  ,  leurs  images  feront  auffi 
repréfentées  dans  des  diftanccs  ^  inégales  5  mais  ces 
inégalités  ne  font  pas  dans  uft  même  rapport. 

154.  La  formule  précédente  ett  très-propre  a  nous  faire 
découvrir  les  propriétés  des  miroirs  pRnsi  car  en  fuppo- 

fant  r  «*»  00 ,  la  formule  /=   ■— =r devient  /  =  — ^ 

xu — r  ' 

D.  de-li  il  fuit  que  dans  les  miroirs  plans  Timage  eft 
autant  éloignée  au*  delà  du  miroir  que  l'objet  l'ett  en 
deçà ,  &  il  eft  évident  qu  elle  eft  toujours  placée  dans 
une  utuation  droite.  Puifque  dans  ]es  miroirs  fphéri* 
ques  les  images  des  différents  points  de  l'objet  font 
fituées  fur  une  ligne  droite  qui  pafFe  par  le  centre  éc 
par  ces  points  ,  &  qui  eft  par  conféquent  perpendicu* 
laire  à  la  furface  du  miroir  >  il  eft  vifible  que  dans  le 
miroir  plan ,  les  images  de  tous  les  points  de  l'objet 
font  ficuées  fur  une  perpendiculaire  menée  de  chacun 
de  ces  points  à  la  furface  du  miroir.  Enfin ,  puifque  les 
perpendiculaires  menées  des  extrémités  de  l'objet  au 
miroir  font  parallèles  entt'elles ,  il  eft  évident  que  Ti* 
mage  de  l'objet  doit  avoir  les  mêmes  dimenfîons  que 
cet  objet.  Dans  un  miroir  plan  fitiié  horifontalement  ^ 
les  objets  droits  paroifTent  renverfés  y  &  au  contraire 
fi  le  miroir  eft  incliné  ,  les  objets  paroiflent  inclinés 
du  c6té  oppofé.  Si  le  plan  du  miroir  fait  un  angle  de 
4f  degrés  avec  Thorifon»  les  objers  fitués  borifontale- 
ment  paroifTent  verticaux  ,  &  les  objets  verticaux  pa- 
roifTent dans  une  fituation  horifontale  5  ce  qui  vient  de 
ce  cjue  toutes  les  parties  de  l'objet  font  repréfentées 
derrière  le  miroir  ^  ôc  celles  qui  font  les  plus  près  de 
la  furface  antérieure  du  miroir,  font  auflî  repréfentées 
plus  près  derrière  le  miroir  ;  tandis  que  les  parties  les 

Î»lus  éloignées  font  auffi  repréfentées  pjus  lom  derrière 
e  miroir. 

LU 
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ISS'  Soit  maintenant  un  objet  O  (fig  113 }  donné  de 

tioficion  ,  &  B  A I  une  furface  fphérîque  réfringente ,  donc 
e  rayon  foit  A  K  &  fuppofons  que  le  finus^  de  l'angle 
d'incidence  eft  au  finus  de  Tangle  de  réfraâion  comme 
p  tft  i  Q,  par  le  point  O  &  le  centre  K  menons  la 
li^ne  indéfinie  OK.  Soit  OI  le  rayon  incident  infini- 
niment  proche  de  Taxe  OA,  &  ftienons  du  point  K 
au  point  I  le  cathete  d'incidence  K  I  ^  il  eft  vifible  que 
la  lizne  KG  perpendiculaire  fur  le  ra]^on  incident  QI^ 
fera  le  finus  de  Tangle  d'incidence  Kl 6.  C'eft  pourquoi 
faifant  la  proportion  ;>:0::KG;»,la  quantité  x 
fera  le  finus  de  l'angle  de  réfraâion.  Donc  fi  avec 
le  rayon  K  H  =s:  x  on  décrit  du  point  K  un  arc  de  cercle . 
auquel  on  mené  du  point  I  une  tangente  I H  qui  aille 
rencontrer  Taxe  AO  enP,  PI  ou  fon  prolongement 
repréfentera  le  rayon  réfraâé  ,  K I P  fera  l'angle  de 
réfraâion  &  la  ligne  K  H  le  finus  de  cet  angle  :  &  par- 
ce que  la  même  conftruâion  a  lieu  pour  les  autres 
rayons  infiniment  proches  de  l'axe  OA  ,  ces  rayons 
feront  réfraâés  de  manière  qu'ils  feront  tous  dirigés 
vers  le  point  P  ^  qui  fera  par  conféquent  l'image  ou  le 
foyer. 

Soit  maintenant  *OA  =  OI  =  D,  le  rayon  de  fphéri- 
cité  K I  =»  d=  r  ^  fi  l'objet  eft  fitué  du  côté  de  la  con- 
vexité on  fera  ce  rayon  ««-Hr,  AP=lP=fîia 
conftruâion dont  nous  venons  de  parler  donnerap:^:: 

KG  :  KH  ,  d'où  Ton  tire  KG  —  .^^^-   Mais  i 

caufe  de  l'angle  AOI  infiniment  petit.  Tare  I A  peut 
être  regardé  comme  une  ligne  droite  perpendiculaire  i 
l'axe  O  A  ;  de  forte  que  les  triangles  reaangles  O  AI, 
OK  G  font  fenfés  femblables  auffi  bien  que  les  triangles 
P  A I ,  P  K  H.  Donc  on  aura  les  proportions  fuivantes 

OK:OI::KG:AI=^^^,  &KH:AI::PK 

:PI  =  PA.  Donc  en  faifant  le  produit  des  extrêmes 
égal  à  celui  des  moyens ,  divifant  par  K  H  &  fubfti- 

OIXKGXPK 
tuant  la  valeur  de  A I  ^  on  trouvera  P  A  =     nrxKH    * 
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Donc  en  fubftituant  les  valeurs  algébriques,  il  viendra 

Dpr                           Dpr 
/  =  f; rr-; — :  ■=  —. ;; pour  les  fur- 

D/)— g(D+r)        T>(p  —  q)—rq   ^ 

faces  convexes  5    mais   pour  les  furfaces   concaves , 

Dpr  Dpr 

on  aura  /=■  -rr) : =  "Tt: : — ;r"  * 

^         D(q—p)  —  rq         q(D  —  r)  —  Dp 

Si  la  lumière  paffe  de  Tair  dans  le  verre ,  on  pour- 
ra faire  /»a^i&^=sio;  c'eft  pourquoi  dans  le  pre- 

}i  Dr 

mîer  cas  *  /  fera  =  — 5  mais  dans  le  fécond  cas, 

''  II  D  —  lor  .  ' 

5T  Dr 

il  vient  /  =«  - — z; •  Si  nous  fuppofoos   deux 

^  — ti  D  —  lor  '^'^ 

milieux  homogènes  d'une  étendue  immenfe ,  l'un  d'air 
&  l'autre  de  verre  >  de  manière  que  la  furface  du  verre 
foit  fphérique  &  convexe  dû  côte  de  l'air  &  qu'un  ob- 
'et  lumineux  s'éloigne  de  cette  furface  dans  l'air  à 
'infini  en  fuivant  une  ligne  perpendiculaire  à  cette 
furface ,  on  pourra  facilement  déterminer  la.pofition  de 

31  D  r 

l'image.  En   effet  fi  dans  la  formule  /-»  — ;; 

^  *        iiD— lor 

lo.r 

on  fuppofe  la  valeur  de  D  plus  petite  que &  plus 

frande  que  zéro ,  f  (txz  une  quantité  négative  %  donc 
image  fera  hors  du  verre  :  car  la  valeur  pofitive  de  / 
défigne  la  diftance  de  la  furface  réfringente  par  rap- 
port à  une  image  fituée  au  delà  de  cette  furface  par 
rapport  â  l'objet.  Cette  image  fera  toujours  droite  & 
pourra  s'éloigner  à  l'infini  de  la  furface  réfringente.  Si 

20.  r 
la  valeur  de  D  eft  entre &  00  r,/  fera  toujours 

une  quantité  pofitive  ,  l'image  fera  fituée  dans  le  verre 
dans  une  fituation  renvcrfée  ,  elle  s'approchera  en- 
fuite  de  la   furface  réfringente  jufqu'à  la  diftance  de 

ill. 

Il 

Si  la  furface  qui  fépare  les  deux  milieux  tourne  fa 

Ll  î 
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concavité  à  l'air  ,  alors  on  a  /=— ' r; .   & 

*  — llD — xor* 

quelle  aue  foit  la  grandeur  de  la  difiance  D  ^  /  fera  une 
quantité  négative ,  de  manière  que  l'image  fituée  hors  da 
verre  fera  toujours  droite  :  il  eft  facile  de  voir  ce 
qui  doit  arriver  lorfque  D  croit  depuis  zéro  jufqu'aoo  r. 

156.  Dans  Tufage  des  verres  il  y  a  ordinairement  deux 
réfraâions ,  l'une  à  l'entrée  ,  l'autre  à  la  fortîe.  Soit  O  la 
pofition  de  l'objet  (  fig.  114  )  fur  l'axe  O  P  d'un  verre 
convexe  des  deux  côtés  >  qu'on  appelle  UntUU ,  &  foient 
C  &  K  les  centres  des  furfaces  (pnériques  qui  forment 
celle  de  la  lentille ,  on  pourra  trouver  le  point  F  dans 
lequel  le  rayon  OI  infiniment  proche  de  l'axe  OA 
va  rencontrer  cet  axe  après  deux  refradions.  SoitOA= 
D,  CB^K,  KA  =  r,  FB^Jc,  PB  =  7,  Pétant 
le  point  dans  lequel  le  rayon  incident  O I  îroit  rencon- 
trer l'axe  après  la  nremiere  réfraâion.  Soit  AB  =  « 
l'épaifleur  de  la  lentille,  CD=ot,KG=»ii,;>  lefinus 
d'incidence  &  ^  le  finus  de  Tangle  de  réfraâion  dans 
l'entrée  >  il  eft  vifîble  que  nous  aurons  la  proportion 

p:^::KG  —  fl:KH=  —  ;  on  aura  de  même  j  :  ;^  :  : 

m  p 
CD=w  2  C  £»=■  — •  D'ailleurs  à  caufe  des  triangles 

reûangles  femblables  OAI.OKG,  on  aura  OG  = 
OK:OA::GK:AI ,  ceft-à-dirc  D  +  r  :  D:  :«:  AI 

*«  ^TT-'  De  même  à  caufe  des  triangles  femblables 

D+r  ° 

PAI,  PKH,ontrouveraPA=-î+«  :PH  —  î-f-* 
— r::AI  =  r-— -îKHïs— •  Donc  en  égalant  le 
produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens ,  nous  aurons  un 

équation  d'où  Ion  tirera  r  ==• ;r =[ • 

^  '  Dp  —  D^  —  qr 

D'un  autre  côté  les  triangles  femblables  PCD  ,PBT 
donnent  PD  — {  +  R:PB  — {::  CD=«;BT- 
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~  Enfin  à  caufe  des  triangles  femblables  F  C  E , 


FBT,  on  aura  la  proportion  FC=*x-hR:FB=« 

pKx 


C  E  =  —  :  B  T= '•—  ,  d'où  Ton  tire  r 


_       — •  Subftituant  dans  cette  équation  .la  va- 

ç  x-k~q  R  — p  X 

leur  de  ç  trouvée  cî-deflus ,  il  viendra ,  toute  réduc- 
tion faite  x  =  {DpqKr  -f-  Dcj^  R— Drp*gR/+ 

eq'^rK):    {D  p'-K —DpqK  —  p  qrK  ---  D  e  q^ 
—  Hpqr-^^  xDepq  —  Hep^-^-  Dp^  r —  eq^  r  -^ 

Si  Ton  fuppofe  p  =  }i&ç=«20,Ia  formule  précé- 
dente devient  jc  = 

62oDrR— 2zoDeR  +  400^rR 

!— 3 -—  •  g^ 

341  DR-I-54I  Dr  —  6zorR —  m  De+  izo^r  * 

fi  on  fuppofe  e^=  o,  c'eft-à-dire  fi  on  néglige  Tépaif- 

^     A  'l'A  ^QPrR 

«ur  du  verre ,  il  viendra  x  „  pR^^,  pr  -  zorR  •' 

enfin  fi  on  fuppofe  r  =  R,.  on  aura  *=  — f\ * 

^^  *  II  D — lor 

Si  la  lentille  de  verre  eft  fuppofée  également  con- 
vexe des  deux  côtés  &  qu  un  objet  lumineux  aiTez  pe- 
tit fitué  d'abord  en  A^,  s'éloigne  à  l'infini  en  fuivant  la 
direâion  de  Taxe  A  O  ^  il  eft  évident  par  la  formule  x 

10  Dr 
*=  — jz— ,  que  D  étant  fuppofée  ««o ,  l'image  de 

l'objet  fera  droite  &  fe  confondra  avec  cet  objet ,  elle 
s'éloignera  du  verre  à  l'infini  en  allant  du  même  coté 

10  r 
que  l'objet ,  ce  qui  arrivera  lorfqu'on  aura  D  = • 

îOr 

Dans  les  autres  valeurs  de  D  ,  depuis  D  =» 

(  ^  )  Les  deux  points  indiquent  une  divifion. 

Ll  4 
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jufqn'à  D  -=  oor ,  la  valeur  de  x  eft  pofitivc  &  àécroiC- 
fance  3  rimage  fera  renverfëe  &  fituée  du  coté  oppofé  i 
l'objet,  elle  reviendra  de  l'infini  jufqu'à  ttne  diftance  du 

10  r 

verre  »*  —  ,  &  les  rayons  qui  la  formeront  fortiront 

du  verre  d*abord  parallèles ,  puis  convergents  de  plus 
en  plus. 

Si  la  lentille  eft  plano^onvixe  ,  on  pourra  fuppolcr 

T,         '  I  loDrR 

K  =  00  ,  &  alors  on  trouve  x  =  — ^p  , f^^ 5" 

ilDR+li  Dr— 2orR 

10  Dr 


II  D  —  20 


Si  la  lentille  eft  également  concave  des  deux  côtés, 
on  doit  changer  le  iigne  du  rayon'  r  pour  avoir  x=a 

—  loDr 

— -— •  Mais  fi  la  lentille   eft  piano-concave ,  il 

IiD+lor  ^ 

—  loDr 

viendra  x=«  — rr— ; •  Enfin  fi  la  lentille  eftcon- 

1 1  D  -|- 10  r  ^ 

vexe  d'un  coté  &  concave  de  l'autre  on  pourra  fuppo- 

fer  un  des  rayons  négatifs  ,  de  forte  qu'en  donnant  le 

figne  —  à  R  &  négligeant  répaifTeur  de  la  lentille^  on 

loDrR 

trouvera  x=  — pr-5 =^ ^  • 

II  DR— II  Dr— 2orR 

ip.  On  peut  fupçofer  dans  la  pratique  qu'un  objet  eft 
infiniment  éloigné  a  Tégard  d'une  lentille  ,  lorfque  fa 
diftance  eft  iccx)fois  plus  grande  que  le  rayon  de  fpbé- 

ricité.  Ainfi  fi  dans  la  formule  x  =«  — 58; ,   on 

iiD — lor* 

fuppofe  r  =  10  pouces  &  D  ==  icxîoo  ,  on  trouvera  x  =« 
9.  102  pouces  'y  mais  en  faifant  D  «=  00  ,  il  vient  x 
"==9.091  pouces  de  manière  qu*il  ne  s*en  faut  que  d'an 
centième  de  pouce  environ  que  l'image  ne  foit  au  même 
point  y  foit  qu'on  fuppofe  l'objet  à  une  diftance  mille  fois 
plus  grande  que  ne  Teft  le  rayon  de  fphéricité  >  ou  qu^on 
fuppofe  Tobjet  à  une  diftance  infinie. 

ï  f  S.  Le  TéUfcope  ûflronomique  eft  compofé  d'une  lentille 
PQdelaquQlIe  l'œil  doit  être  très-proche^  &  quoQ 
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nomme  oculaire  (  fig.  iij  )  ;  cette  lentille  eft  convexe  de 
deux  côtés  ou  feulement  d'un  féal  côté.  Elle  eft  fituée 
de  manière  que  fon  foyer  o  concourt  avec  celui  du 
verre  M  N  ,  qu'on  nontme  objeHif  jmais  ce  foyer  com- 
mun doit  fe  trouver  entre  les  deux  verres.  Cette  conf* 
truâion  fait  voir  que  les  rayons  qui  viennent  d  un  point 
O  d'un  objet  O  B  très-éloigpé ,  après  avoir  été  réfrac- 
tés à  travers  le  verre  obje<^if ,  fe  raffemblcnt  au  foyer 
o  où  ils  peignent  Timage  du  point  O.  Mais  les  rayons 
qui  viennent  d'un  objet  O  B  fort  éloigné  doivent  être 
coiifidérés  comme  parallèles ,  &  d'ailleurs  on  confidere 
auflî  le  point  O  comme  placé  dans  la  ligne  droite  qui 
pafTe  par  le  centre  des  verres,  qu'on  appelle  à  caufe  de 
cela  tfxr  du  télefcope.  Maintenant  nous  pouvons  fuppo- 
fer  que  Timage  du  point  O  eft  un  objet  fitué  au  foyer 
de  l'oculaire  PQ  $  c  eft  pourquoi  les  rayons  qui  repré- 
fentent  cet  objet  doivent  fortir  parallèles  de  Toculaire, 
&  ces  rayons  font  d'autant  plus  denfes  que  le  foyer 
de  l'oculaire  eft  plus  court  que  celui  de  l'objeâif.  Ainiî 
ces  rayons  doivent  peindre  au  fond  de  l'œil  une  ima- 
ge d'autant  plus  vive  que  la  furface  de  Tobjeflif  fera 
plus  grande  >  puifque  le  nombre  des  rayons  admis  eft 
proportionel  a  cette  furface.  Il  eft  encore  évident  que 
dan^  chaque  diftance  de  l'ocu^ire  ,  pourvu  néanmoins 
que  l'œil  fe  trouve  dans  la  direâion  des  rayons  paral- 
lèles ou  à  peu-  près  parallèles  qui  fortent  de  l'oculaire , 
l'image  du  point  qu'un  faifceau  a  formée  au  foyer 
de  l'objeâif,  fera  également  claire.  D'un  autre  côté 
\ts  rayons  qui  partent,  du  point  B  doivent  former 
l'image  de  ce  pomt  en  h  auprès  du  foyer  o,  pour  for- 
tir  enfuite  parallèles  de  l'oculaire  ;  mais  cependant  d'au- 
tant plus  inclinés  â  l'axe  que  la  courbure  de  cet  ocu- 
laire eft  plus  grande.  Pour  que  l'œil  pailfe  voir  toute 
l'image  oh'  il  dojt  être  placé  au  foyer  F  oui  eft  le 
concours  de  tous  les  faifceaux  que  forment  les  rayons 
qui  partent  de  tous  les  points  de  l'objet  O  B ,  qui  pa- 
roit  renverfé ,  parce  que  fon  image  oh  aune  fituation 
oppofée  à  celle  de  cet  objet  \  c'eft  pourquoi  le  champ 
du  télefcope,  c'eft -à -dire,  l'efpace  que  lœil  con- 
venablement fitué  en  F  peut  voir ,  dépend  furtout  de 
la  grandeur  de  l'image  ob  ^  puifque  l'œil  peut  voir 
tous  les  points  dont  l'image  fe  trouve  dans  le  foyer  ou 
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très-près  du  foyer  de  l'oculaire.  D'un  autre    côté  fi 
Tobjet  s'approche  de  l'objeâif ,  Ion  image  s'en  éloignera  $ 
de  forte  qu'il  faudra  augmenter  la  diftance  de  rocuiaîre 
afin  que  limace  fe  trouve  toujours  placée  à  foo  foyer. 
C'eft  pourquoi  la  diihnce  de  Tobjedtif  &  de  Toculaire 
doit  changer  lorfque  la,  diftance  de  l'objet  change*  De 
même  fi  celui  qui  fait  ufage  d'un  télefcope  eft  myope  ^ 
c*eft-à-dire  a  la  vue  courte  &  l'œil  trop  convexe ,  il 
eft  néceffaire  de  diminuer  la  diftance  qu'il  y  a  entre 
l'oculaire  &  l'objeâif^  de  manière  que  l'image  ob  dt 
l'objet  fe  trouvant  entre  l'pculaire  &  fon  foyer,    les 
rayons  qui  tombent  fur  la  lentille  oculaire  en  fortent 
un  peu  divergens  i  car  la  figure  de  l'œil  myope  les  fera 
affez  converger  &  réunir*  les  rayons  de  cha(]ue  point 
de  l'image  fur  un  point  fitué  au  fond  de  Tœil ,  où  fe 
trouve  la  rétine  qui  n'eft  qu'une  expanfion  du  nerf  optique. 
Nous  avons  dit  que  les  objets  paroiftent  renverfés 
dans  les  télefcopes  aftronomiques  ;  mais   en  ajoutant 
deiix  autres  lentilles ,  qu'on  nomme  aufli  oculaires,  Tobjet 

Î|aroit  droit ,  &  Ton  a  une  lunette  d'approche  propre  à 
aire  appercevoir  les  objets  terreftres  (  fig.  ii6.  ).  Les 
quatres  lentilles  ont  un  axe  commun  &  le  foyer  de  cha- 
cune concourt  ordinairement  avec  ceux  des  autres  en- 
tre lefquelles  elle  fe  trpuve.  * 

I  (9.  La  force  des  mUrofcopts  dépend  des  mêmes  prin- 
cipes. Soit  M  N  (  fig  1 17  )  une  lentille  convexe  de  deux 
cotés  ^  placée  de  manière  que  fon  foyer  fe  confonde  avec 
le  point  O  de  l'objet  O  Ë  $  les  rayons^qui  partent  de  ce 
point  &  qui  traverfent  la  lentille  MN  en  fortent  pa- 
rallèles ,  &  forment  au  fond  d'un  bon  œil  une  image 
vive.  Le  point  B  du  même  objet  eft  aflez  proche  de 
l'axe  pour  qu'on  puilfe  le  regarder  comme  fitué  au 
foyer  ;  de  forte  qu'il  envoyé  des  rayons  qui  entrent 
dans  l'œil  fenfiblement  parallèles .  mais  d'autant  plus 
inclinés  à  l'axe  que  la  diftance  du  h>yer  eft  plus  petite  ; 
C'eft  pourquoi  fi  l'œil  eft  placé  au  point  o  de  l'axe  par 
lequel  paflTe  le  rayon  principal hC  (c'eft  celui  qui  pafife 
par  le  centre  de  la  lentille  )  ,  l'objet  O  B  fera  vu 
diftinftement  fous  l'angle  BoO.  Suppofons  maintenant 
que  les  objets  ne  font  vus  d*une  manière  claire  s'ils  ne 
font  éloignés  de  l'œil  d'environ  7  à  8  pouces  ,  &  que 
c  h  repréfente  cette  diftance  >  on  jugera  que  cet  objet 
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eft  placé  tnch^Sc  la. grandeur  apparente  fera  augmen- 
tée dans  le  rapport  de  oc  :  »  O  (  ^  ).  C*eft  pourquoi  la 
grandeur  apparente  des  objets  qu'on  confidere  à  travers 
une  lentille  dépend  aufli  de  la  conformation  de  ToeiL 
On  fait  auffi  des  microfcopes  avec  de  très -petits  gJo« 
bes  de  verre  :  en  effet  fi  dans  la  formule  générale  oont 
on  a  parlé  ci-deflus  on  fait  ;>«=}&^  =  2,  ce  qui  a 
lieu  à  peu-près  dans  le  paflage  de  l'air  dans  le  verre ,  on 
trouvera  en  faifant  encore  Tépaiffeur  e  du  verre  =  2  r  , 

on  trouvera  dis- je  x=t>  c'eft- à-dire  fi  un  objet  eft 
placé  dans  l'axe  aune  petite  fphère  de  verre  â  la  dis- 
tance d'un  quart  de  fon  diamètre ,  les  rayons  de  lu- 
mière après  avoir  traverfé  la  fphère  en  fortiront  paral- 
lèles ;  c'eft  pourquoi  non-feulement  on  appercevra  cet 
objet  clairement ,  mais  on  le  verra  d'autant  plus  grand 
qu  il  fera  plus  près  de  l'œil. 

Il  y  a  d'autres  microfcopes  compofcs  de  deux  len- 
tilles convexes  (  fig.  118  )  dont  la  lentille  objeâive  M  N 
a  un  foyer  plus  coun.'  On  peu  au-delà  de  cette  len- 
tille on  place  l'objet  OB^  afin  que  fon  image  foit  éloi- 
gnée &  groflîe  à  proportion  :  on  fait  enfuite  tomber  le 
foyer  de  l'oculaire  fur  cette  image  afin  qu'on  puiiTe 
voir  l'objet  diftinâement.  Cette  conftruflion  fait  voir 
<]ue  la  diftance  de  Vimage  de  Tobjet  par  rapport  à  Tob- 
jeâif  varie  beaucoup  par  un  petit  déplacement  de  l'ob- 
jet. Enfin  la  grandeur  apparente  de  l'objet  change  à 
proportion  que  Timage  ob  s'approche  de  Tobjeûif  & 
qu'elle  diminue.  Par  les  principes ,  ci-defTus  on  peut  eftî- 
mer  Taugmentation  apparente  des  objets  vus  à  travers  un 
télcfcope  ou  un  microfcope.  L'extrémité  B  d'un  objet 
(  fig.  II  j)  eft  vue  par  un  faifceau  F  P  de  rayons  paral- 
lèles ,  &  l'extrémité  O  par  le  faifceau  K  F  5  amfi  le 
télcfcope  fait  voir  l'objet  fous  l'angle  PFK  5  Se  parce 
que  l'image  oS  eft  fituée  au  foyer  de  Toculaire  PQ ,  les 
rayons  qui  partent  du  point  i  doivent  fortir  de  l'ocu- 

(*)  Lotfqae  rien  ne  s'oppofe  au  jugement  que  nous 
portons  fur  la  grandeur  d*un  objet  éloigné  ,  nous  Teftî- 
mons  par  Tanglc  optique,  c'cft-à-dire ,  par  l'angle  que  font 
deux  rayons  vifucls  menés  de  l'œil  aux  extrémités  de 
l'objet. 
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laire  parallèles  au  rayon  principal  bKi  ainfi  Tangle 
PFK  =  ^K<?,  &  parce  que  le  rayon  BD  ne  fouffre 
aucune  réfraûion  ,  un  œil  fitué  en  D  verroit  fans  té- 
'  Icfcopc ,  l'objet  O  B  fous  l'angle  B  D  O  ==^  D  o.  C'eft 
pourquoi  l'angle  fous  lequel  on  voit  un  objet  par  le 
moyen  du  télefcope ,  eft  à  celui  fous  lequel  on  le  verroit 
fans  télefcope  comme  Tangle  hKoibDo.  Mais  en  prenant 
io  pour  rayon^  oK  fera  la  cotangence  de  l'angle^ Ko» 
8c  oDh  cotangente  de  Tangle  bUo  'y  donc  les  cotan* 
genres  des  angles  bKo  ^  bDo  font  entr'elles  comme 
cK  :  oD  ,  &  leurs  tangentes  font  comme  o  D  :  oK. 
Et  parce  que  les  grandeurs  apparentes  des  objets» 
fur -tout  éloignés,  dépendent  principalement  des  an- 

Slos  fous  lefquels  on  voit  leurs  demi  -  diamètres ,  le 
emi  -  diamètre  d*un  objet  vu  à  travers  un  télefcope 
eft  au  demi-diamètre  du  même  objet  vu  fans  télefcope» 
comme  la  longueur  du  foyer  de  Tobjedif  eft  à  celui 
de  J'oCulaire  5  de  forte  que  les  grandeurs  apparentes 
des  objets  y  font  en  raifon  direâe  des  longueurs  des  foyers 
des  objeâifs,  &  en  raifon  inverfede  celles  des  oculaires. 
Il  eft  évident  encore  que  s'il  s'agit  d'un  objet  fort 
éloigné  vu  fous  un  petit  angle  »  d'un  degré  par  exemple . 
ou  moindre ,  les  diftances  de  cet  objet  par  rapport  a 
l'œil  du  fpeûateur ,  font  en  raifon  inverfe  des  «nus  des 
angles  fous  lefqu/sls  ont  les  voit ,  ou  en  raifon  inverfe 
des  angles  optiques  ;  car  les  petits  angles  (ont  propor- 
tionnels à  leurs  finus ,  auflî-bien  qu'à  leurs  tangentes. 

160.  Supposons  que  Touverturcde  l'bbjeâif  reftant 
la  même ,  on  employé  fucceffivement  plufieurs  lentilles 
oculaires ,  le  même  objet  paroitra  d'autant  plus  obfcuc 
que  le  foyer  de  l'oculaire  fera  plus  court.  La  rai- 
fon en  eft  évidente  >  car  les  raifceaux  de  rayons 
parallèles  de  quelle  couleur  qu'ils  foient ,  qui  fe  cou- 
pent dans  Pœil  ,  forment  une  efpèce  de  cône  dont 
la  bafe  eft  fur  l'oculaire  &  le  fommet  dans  Tœil  ("**)  i 

("^  )  Sappofons  qu'ayant  fait  un  trou  de  la  groflenr 
d'une  plume  i,  écrire  ai/  volet  d'une  fenêtre  »  on  iotro- 
duife  dans  une  chambre  obfcure  un  rayon  de  folcli  ,  & 
Voir  intercepte  ce  rayon ,  en  lui  préfentant  une  des  faces 
Q  R  d'un  prifme  triangulaire  de  verre  (fisc,  if^  )»  tellement 
que  fon  aze  foit  perpendiculaire  à  celui  d$  ce  faifceaa^ 
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or  cet  angle  eft  d'autant  plus  grand  que  le  foyer  de 
Toculaire  eft  plus  court  s  c^eft  pourquoi  les  rayons  en- 
trent dans  Toetl  plus  ou  moins  dîfperfés  &  peignent  l'i- 
mage de  Tohiet  au  fond  de  Toeil  d'une  manière  moins* 
réguiiere  lorfque  cet  angle  eft  trop  grand.  D'un  autre 
côté  Touverturc  de  Tobjeûif  reftant  la  même ,  Tobf- 
curité  eft  d'autant  plus  grande  que  la  denfité  de  la  lu- 
mière eft  moindre  5  de  forte  que  robfcuritc  fuivra 
la  raifon  de  fon  aire  »  c'eft-à-dire  que  Tobfcurité  fera* 
comme  les  quarrés  des  diamètres  apparens ,  ou  en  rai- 
fon des  quarrés  des  longueurs  des  foyers  des  oculaires  : 
puifque  les  demi-diamètres  apparents  fuivent  la  raifon 
,  inverfe  des  longueurs  des  foyers  des  oculaires  lorfque 
Tobjeâif  ne  varie  pas.  Avec  un  peu  d'attention  il  eft 


alors  Timage  blanche D  ( qaon  verroic  fans  l'interponcion 
du  prifme  )  fe  change  en  une  figure  lumineofe  F  G  placée 
plos  haut  fur  la  muraille  blanclîc  LK  ,  oblongue,  arron- 
die par  les  deux  bouts,  &  compofée  de  (cpt  couleurs,  rouge  , 
oranffé  ,  jaune  y  verd ,  bieu  ,  pourpre  ,  violet.  Cette  expé- 
rience fait  voir  que  la  couleur  blanche  qui  fe    peignoîc 
en  D  avant  l*interpoficion  du  prifme  eft  un  aflemblage  ou 
mélange  des  fepc  couleurs  donc  nous  venons  de  parler.  Le 
rayon  rouf^e  défîgné  par  r  eft  celui  qui  s'écarte  le  moins 
de  fa  direélion  primitive  ;  Toraiigé  défîgné  par  o  s'écarte 
un  peu  plus  ;  le  jaune  défîgné  par  7  s'écarte  encore  plus, 
&  ainfî  de  fuite  )ufqu*au  violet.  (  indiqué  par  v  )  qui  eft 
le  plus  refrangible.  Ce  font  les  gouttes  de  pluie  ,  qui  en 
tombant  d'un  nuage  expofé  au  (oleil ,  produifent  en  fé- 
parant  les  rayons  de  la  lumière  ,  les  belles  couleurs  de 
Parc  en  ciel.  Les  corps  qui  abforbent  certains  rayons,  qui 
ne  réflexiflent  ou   qui  ne  tranfroettenc  qu'une  efpece    de 
rayons  )  comme  les  rouges,  par  eicmple,  doivent  paroître 
ronges  ;  tandis  que  ceux  qui  abforbent  cous  ou   prefquc 
tous  les  rayons  ,  excepté  les  bleus  ,  paroiflent  bleus ,  &c. 
Cependant  les  rayons  de  la  même  couleur  ont  des  nuances  & 
ne    font  pas  également'  refrangibles.   Mais  (i  l'on  fépare 
le  rayon  rouge  ,  par  exemple ,  pour  le  faire  paifer  par  un 
fécond  prifme ,  il  demeurera  de  la  même  couleur ,  ce  qui 
prouve  que  cette  couleur  lui  eft  naturelle  ^  &  qu'elle  ne 
vient  pas  du  prifme. 
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aifé  de  comprendre  que  les  rajrons  parallèles  Mm 
(  fig.  iio  )  qui  traverfenc  une  lentille  N  Pne  vont  pas 
tous  fe  réunir  au  même  point  F  s  mais  qu*il  y  en  a  plu* 

'  fieurs  qui  vont  rencontrer  l'axe  en  r  5  de  manière  que 
le  foyer  a  une  petite  longueur  v  r,  Ainfi  l'image  de  cha- 
que point  de  l'objet  O  B  fe  peint  fur  chaque  point  de  la 
ligne  V  r ,  ce  qui  reftd  ^  la  viiion  un  peu  confufe.  On  re- 
médie à  cet  inconvénient  j  en  diminuant  Touvenure  de 

•l'objeâif  parle  moyen  d*un diaphragme ,  c'efl*à-dire  d'une 
furface plane  ^  noire  &  opaque  »  percée  d'un  trou  rond: 
car  le  diaphragme  abforbe  les  rayons  fuperflus  &  ne 
laifle  paifer  que  ceux  qui  peuvent  former  un  foyer  af* 
fez  petit  pour  que  la  vifion  n'en  foit  pas  troublée.  On 
a  foin  de  peindre  en  noir  la  furface  interne  du  télefco* 
pe  afin  d'abforber  les  rayons  qui  étant  entrés  avec  trop 
d'obliquité  pourroicnt  être  réfléchis  vers  l'oculaire  par 
la  furface  du  télefcope.  Il  y  a  encore  une  autre  caufe 
d'imperfeâion ,  je  veux  parler  de  la  différente  réfransi- 
bilité  des  rayons  ('^)  i  car  la  lumière  eft  compoCée  de 
fept    rayons   rouge ,  orangé  ,  jaune ,    ^erd ,  ^ieu  ,  pour^ 

pre,  vioitt.  Mais  ces  couleurs  ont  des  nuances ,  c'efi* 


(  *  )  La  fîgure  m  fait  voir  que  Timage  d'un  objet  SQ 
peinte  au  fond  c^c  rceil ,  occupe  un  cfpace  qrs ,  d'autant  plus 
grand  que  l'angle  optique  ou  fon  oppofé  au  Cbmmet  ^  p  x  eft 
plus  grand  :  orVeft  principalement  par  cet  angle  qu'on  eftime 
la  grandeur  des  objets  un  peu  éloignés.  La  vifion  fera  con- 
fufe fi  l'image  de  l'objet  fe  peint  au  fond  de  l'œil  d'une  ma- 
nière irréguliere ,  ce  qui  arrive  lorfque  l'angle  optique  eft  trop 
grand  »  parce  que  les  rayons  qui  partent  des  difFérens 
points  de  l'objet  ne  peuvent  pas  par  les  réfraâions  Qu'ils 
ibuftent  en  traverfant  les  humeurs  de  l'œil,  aller  fe  réunir 
juftement  fur  la  rétine  y  qui  tapifie  le  fond  de  l'œil  ,  &b 
peindre  convenablement  les  points  ,  mais  ils  fe  réunifient 
en-deçà  >  ou, bien  leur  point  de  réunion  eft  au-delà  de  la 
furface  de  cette  rétine  ,  que  je  fuppofe  ^tre  l'organe  de 
la  vue  ,  quoiqu'il  y  ait  des  Phyficiens  crès-habiles  qui  don- 
nent cette  fondion  à  la  choroïde  qui  eft  une  membrane 
noire  recouverte  en  partie  par  la  rétine  3  mais  ceci  r^aide 
la  Phyfique. 
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à- dire  que  tous  les  rayons  rouges  ire  fe  réfraâent  pas 
également  y  de  manière  que  le  iintis  de  réfraâion  ^tant 
exprimé  par  i ,  dans  le  paflage  de  Tair  dans  le  verre  ^ 
celui  d'incidence  des  rayons  rouges  varie  depuis  1.^4: 
iufqu'à  I.  J4ZÇ  s  celui  des  rayons  orangés  depuis  1.542^ 
jufqu'à  J.544  î  celui  des  rayons  jaunes  depuis  1.^44 
jufqu'à  1.^4667  î  celui  des  verds  depuis  1.54667  jufqu'i 
î. 55  \  celui  des  bleus  depuis  i.  yj  jufqu'à  i.5H55i 
celui  des  pourpres  depuis  i  (5333  jufqu'à  i.ffyjf  >  & 
enfin  celui  des  violets  depuis  x.Hf55  jusqu'à  i.yô.  Sî 
dans  la  formule  cideffus,  on  fuppofe  «  =  o,  /'  =  R& 

q  r 

D  =  00  ,    on  aura  x  = ,    fi  Ton  fait  j  ==  i , 

•  %p — 2  q 

&  fucccflivementp=  i.f4pour  les  rayons  rouges^ puis 

qr 
p=z  I.  c6  pour  les  violets,  on  aura  x  = = 

^       '^  '  %p  —  iq 

a  92f  9  r  ,  pour  les  rayons  rouges  &  x  =  o-  8928  r  pour 
les  violets* La  différence  331  entre  les co-efiiciens  de  r,  èft 
la  vingt- huitième  partie  du  plus  grand  >  donc  lorfque 
l'objet  eft  à  une  grande  diftance ,  la  longueur  du  fpec- 
tre  coloré  formé  par  la  différente  réfrangibilité  de  la 
lumière  eft  le  17  de  la  longueur  du  foyer  de  la  lentille; 
&  parce  que  la  lumière  eft  la  plus  denfe  ,  &  la  moins 
féparéequ*il  eft  pofiîble  vers  le  milieu  F  du  foyer  ,  on 
peut  fuppofer  que  l'image  des  objets  blancs  tels  que 
l'ont  les  aftres^  eft  fituée  en  F,  &  que  dans  un  télefcope 
les  limites  de  la  vifion  confufe  occafionnée  par  la  dif- 
férente réfrangibilité  des  rayons  font  de  part  Se  d'autre 
du  vrai  lieu  de  l'image  de  l'objet  éloignées  à  ^ï  envi- 
ron de  la  longueur  du  foyer  de  robjeôif.  Mais  à  caufe 
des  triangles  femblables  vCD,  vPN,  onaCDrDv 
:  :PN  :  vN }  donc  DC  =  yV.  PN5  c'eft  à  direle  diamè- 
tre C  N  des  franses  colorées  qui  entourent  l'image  F 
d'un  point  fort  éloigné,  eft  ,*,-  de  celui  de  l'ouverture 
de  Tobjedif.  Ces  franges ,  ou  iris ,  ou  nébulofités  ren- 
dent, confufes  les  images  des  objets ,  &  c'eft  pour  di- 
minuer cette  confufion  qu'on  diminue  les  ouvertures 
des  objeâifs  (*) }  mais  comme  par  ce  moyen  on  perd 

(^}    L'Ingénieux  Doliond  ayant  pris  du  verre  blanc^ 
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de  la  lumière  ^  &  par  conféquent  de  la  clarté  dans  l'i- 
mage ^  il  faut  régler  les  ouvertures  des  objeâifs  ^  de 
forte  qu'il  y  eotre  fuffifamment  de  lumière ,  que  les  ima- 
ges foien:  nettes ,  fans  iris  fenfibles  ^  ce  qu'on  peut  dé- 
terminer par  expérience  ,  félon  la  bonté  des  verres  dont 

d*Anolccerre  dont  on  fc  fcrt  pour  les  télcfcopes  ordinai- 
res,  il  en  fît  un  objedif  M  N  (  fig.  m  )  plan  concave»  le 
foyer  de  cet  objeâif  pour  un  tclefcope  de  crois  pieds  eft 
de  1 1.  tf  pouces.  La  concavité  qui  école  tournée  du  coté  de 
l'oculaire  recevoic  la  convexité  ancérieure  d'une  lentille  con- 
vexe de  deux  côtés  faite  d'un  verre  dont  \\  force  refrangiblc 
étoit  différente  (  le  fiintglafs  eft  ud  verre  qu*dn  fait  en 
Angleterre  ,  qu'on  a  voulu   imiter  en  France  à*  caufe  de 
fon  utilité  pour  la  conftru<flion-  des  télefcopes  ,  mais  dont 
on  n'a  pu  encore  trouver  la  véritable  compofition  :  daoS 
ce  verre  le  rapport  moyen  du  (înus  d*incideoce  au  dous  de 
refraélion  eft  celui  de  i.  598:1,  mais  dans  le  verre  Aoglois 
ovèÀmutcrowanglafs yCc  rapport  eft  égal  à  celui  de  1.54  :  r), 
&  dont  le  foyer  éroit  de  8.  ^  pouces  ;   ainfi  Tobjcétif  de 
cette  lunette  eft  compofé  de  deux   verres  qui  ont  des  ré* 
fradions  différentes  \  de  manière  que  l'une  des  réfradbions 
corrige  l'autre  ,  comme  cela  arrive  dans  les  humeurs  de 
l'oeil  ,    &   les  couleurs    ne   fe   féparcnt    pas.    Or    quoi- 
que la  lumière  qui  traverfe  cet  objeébif  ne  fe  décompo(e 
pas  eq  différences   couleuts  ,   il    s'en  fait  cependant  une 
petite  réparation  lorfqu* elle  traverfe  les  oculaires  »  mais  les 
iris  ne   font   fenfibles  que   vers  les  bords  des  lentilles  & 
non  vers  le  milieu.  Quelquefois  les  rayons  rouges ,  d'autres 
fois  les  jaunes  ou   les  bleus  fe  font    remarquer   dans   ces 
fortes  de  télefcopes  ;  néanmoins  on  obferve  les  objets  d'une 
manière  très-diftinâe ,  on  les  voit  fous  un  grand  champ; 
car  dans  ces  fortes   d'inftrumens  »  le  rayon  de  l'oculaire 
peut  être  plus  court  &  l'ouvenure  de  Tobjeâif  plus  grande 
que  dans  les  télefcopes  ordinaire!^,  à  cau(e  que  les  couleurs 
ne   fe  féparent  pas   dans  Tobjeâif  ,   &  l'œil  n'eft  point 
fatigué  par  une  longue  obfervation.  Ces  fortes  de  télefco- 
pes dont  les  objedifs  font  compofés  de  différens  verres ,  de 
manière  que  la  lumière  qui  les  traverfe  ne  fe  décompofe 
pas  en  couleurs  ,   font  connus  foas  le  nom  de  lanttus  • 
achromatiques. 

on 
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en  fc  fcrt.  On  peut  même  placer  le  foyer  F  entre  les 
foyers  des  raypns  jaunes  &  orangés,  point  qu'on  trou- 
ve en  faifant  dans  la  formule  des  foyers  des  verres , 
p  =  ^i  bcq  =  lo.Lz  raifon  en eft  que  les  rayons  pour** 
près  ^  violets  ,  &  même  les  rayons  bleus ,  8c  les  rayons 
rouges  fitués  vers  r  font  aflez  foibles  à  moins  que  la 
Jumiere  ne  foit  très-vive ,  de  forte  qu'au  lieu  d'un  n"  P  N 
on  peut  fubtticuer  une  quantité  plus  petite  ^  peut-être 
mcmerfôl^N. 

i6i.  A  l'égard  de  la  proportion  qu'il  doit  y  avoir 
€ntre  la  longueur  du  foyer  de  l'objeâif  &  celle  de  l'ocu- 
laire »  elle  varie  beaucoup  félon  les  circonfiances  de 
la  perfeâion  des  verres  &  la  lumière  de  l'objet.  Nous 
ajouterons  feulement  ic;  les  dimeniions  que  nos  meil- 
leurs Ouvriers  donnent   aux  lunettes  ordinaires* 

Pour  une  Lunette  à   quatre  verres. 
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Cette  table  fuppofe  que  les  objeâifs  font  bons  «  fans 
être  des  plus  excellens  î  car  ceux-ci  pourroient  fuppor- 
ter  des  oculaires  d'un  foyer  plus  court ,  &  des  ou- 
venures  plus  grandes  à  Tobjetcif  iiufli-bien  qu'au  dia* 
phragmedu  foyer. 
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Pour  les  Lunettes  Afironomiques. 
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Lorfque  les  objeaifs  font  excellens  j  on  peut  lear 
donner  des  ouvertures  plus  grandes  ^  &  des  oculaire^ 
d*un  foyer  plus  court.  Cett  ainfi  qij'un  objeûif  excel- 
lent de  )4  pieds  ,  travaillé  par  Campani ,  porte  aifé- 
ment  un  oculaire  de  deux  pouces  &  demi  de  foyer  ^ 
&  une  ouverture  de  quatre  pouces  de  diamètre  :  alors 
il  amplifie  165  fois  les  diamètres  apparens  des  objets 
cèleftes  qui  confervent  une  clarté  fuffifante. 
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tâncc  de  Toculaire ,  doit  avoir  18  lignes  de  fo)rer/& 
un  poace  de  diamètre.  On  y  peut  ajufter  dim:rentes 
lentilles  objeâives  de  rechange  ,  par  exemple ,  de  6  ^ 
de  4  ^  de  2  3  de  I  lignes  de  foyer  5  cependant  les  ouvertures 
de  CCS  lentilles  doivent  être  très-petites  &  affujetties  à 
la  bonté  des  verres.  Leur  diftance  à  l'oculaire  peut 
itxc  d'environ  fix  pouces  (*). 


(^)  La  première  efpece  de  télefcope  ,  qu'on  appelle 
Lunate  de  Hollande ,  ou  Lunette  de  GalUUe  (  c'eft  eelle 
oui  a  été  inventée  la  première,  vers  l'an  1609%  Se  cjttî  a  été 
feule  en  ufage  pendant  près  de  quarante  ans  )  a  pour  ocu- 
laire on  verre  concave  ou  plan-concave  P  Q  (  ng.  1 1 }  )  , 
placé  entre  l'objedif  M  N  ic  Ton  foyer  o,  de  manière  que  les 
axes  des  deux  verres  concourrent  en  ^nenotéme  droite  Ao^ 
Se  leurs  foyers  en  un  même  point  0.' 

Par  cette  conftrué^ion  il  eft  vi{{blc  1®.  que  parce  que 
la  furface  de  Tobjeâif  peut  être  bci»ucoup  plus  grande  que 
Touverture  de  la  prunelle  >  il  peut  tomber  fur  Tobjedif 
uoe  quantité  de  rayons  partis  d'un  même  point  d'un  objet, 
bcascoup  plus  grande  que  celle  qui  pourroit  encrer  dans 
rœil.  1*.  Que  l'objet  étant  comme  infiniment  éloigné  ^ 
les  rayons  incidens  &  parallèles  (repréfcntés  ici  par  AD»' 
êc  par  fes  parallèles  ) ,  qui  par  la  réfraâion  faite  en  tra- 
▼erfant  l'objeâif  M  N ,  convergeroienc  au  point  o ,  re- 
deviennent parallèles  après  avoir  travcrfé  l'oculaire  ;  mais 
que  comme  l'oculaire  a  été  placé  vers  la  pointe  o,  du. 
cône  des  rayons  réunis  par  Tobjedif ,  &  que  les  rayons  font 
fort  denfes  vers  cette  pointe ,  ces  mêmes  rayons  font  fort 
denfesen  fonant  de  l'oculaire.  3?.  Que  par  conféquent ,  G. 
au  fonir  de  l'oculaire ,  ils  font  reçus  dans  un  œil  d'une 
Tue  excellente ,  ou  dans  un  œil  prcsbvte  ,  ils  doivent  y 
former  une  image  du  point  de  l'objet  d'oti  ils  font  partis , 
laquelle  eft  d'autant  plus  vive  »  que  le  faifceau  des  rayons 
fortans  de  l'oculaire  eft  plus  denfe  qu'il  n'étoit  en  rencon- 
trant l'objeâif  ,  &  que  l'ouverture  de  l'objedif  eft  plus 
grande  que  celle  de  la  prunelle. 

Pour  ce  qui  regarde  les  points  B  de  l'objet  OB ,  qui  font 
fitnés  hors  de  l'axe  Ao  du  télefcope  »  il  eft  clair  qu'ils  en- 
voyent  des  rayons  parallèles»  (  repréfcntés  ici  par  CD, 

Mm  X 
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De    tintenjité  <U   la    lumière    qui  travcrfe   des 

milieux  diaphanes, 

\6i.  Suppofons  qu'on  ait  un  flambeau  &  une  chan-, 
dclle ,  qu'on  regarde  le  flambeau  à  travers  ua  milieu  dia^* 


de  par  Tes  parallèles)  que  i*objeâif  tend  à  réunir  an  point 
b ,  proche  du  point  o  >  &  quii  rencontrant  l'ocuhiire  P  Q , 
en  lorctnt  fenfiblement  parallèles  &  très  *  denfes  ;  de  ma^ 
nicte  qu*un  <ril  presbyte  on  un  ctil  d*une  vue  ezcelleate^ 
en  doit-  recevoir  une  image  très-vive  du  point  B  :  mais 
parce quau fortir  de  Toculaire ,  le  faifceau  qui  forme  cette 
image  »  diverge  du  faifceau  qui  forme  celle  du  point  o ,  un 
même  oeil  ne  peut  recevoir  en  même  tcms  ces  deux  images  > 
à  moins  que  (a  prunelle  ne-foit  alfez  ouverte  &  afTez  proche 
du  concours  F  des  direâions  de  ces  deux  faifceaux  %  d  od  il 
fuit  quVn  regardant,  un  objet  par  ie  moyen  de  ce  télefcopt  ^  on 
voit  un  nomiredefes  parties  «  cC autant  plus  grande  que  l'ail ^ 
plus  proche  de  l'oculaire  ,  &  que  l'ouverture  de  la  prunelle  e/i 
plus  grande.  Et  parce  que  l'ouverture  de  la  ptunclle  eft  natu* 
Tellement  fort  petite ,  &  qu  elle  fe  rétrécit  involontairement 
à  proportion  de  la  lumière  qui  y  entre ,  il  eft  clair  que  U 
champ  de  ces  fortes  de  télefcopes  efi  xT  autant  plus  petit  quetoh' 
jet  eft  plus  lumineux  ,  b  que  P oculaire  eft  <fun  plus  grand- 
foyer,'  Enfin  parce  que  la  nature  de  la  lumière  ne  permet 
pas  de  mettre  des  oculaires  d'un   aufli  petit  foyer  c]u'on 
veut,  qu'au  conttairc  les  foyers  des  oculaires  doivent  être 
plus  longs  9  à  proportion  de  la  longueur  des  foyers  des  ob- 
jcdifs  ,  il   fuit  que   le   champ  de  ces  fortes  de  télefcopes 
eft  d autant  plus  petit   que  le  télefcope  eft  plus  long,   Ccft 
cet  inconvénient  qui    en    a  aboli  l'ufage  pour  les  objets 
fort  éloignés  »  &  qui  par  conféquent  demandent  de   lon- 
gues lunettes  :  on  n*cn  fait  plus  gucres  de  cette  cfpcce, 
que  ceux  qui  doivent  être  fort  courts  ,  pour  ne  pas  trop 
groffir  les  objets»   tels  que   font  ceux   qu'on  nomme  vul- 
gairement Lorgnettes  d'Opéra. 

On  voit  cncore«  par  la  conftruâion  de  ce  télefcope  ,  qce 
les  objets  y  doivent  paroître  droits  :  car  le  faifceau  c  àa 
rayons  qui  font  voir  l'extrémité  B  dç  rob},ct  qui  eft  al^- 
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phane  &  qu'on  éloigne  la  chandelle  ou  qu'on  l'approche 
de  l'œil  jufqu'à  ce  que  la  chandelle  &  le  flambeau  pa« 
roifTent  également  lumineux  ^  on  pourra  juger  de  Tm- 
tenfité  de  la  lumière  du  flambeau. 


deflbus  de  l'axe  A  K ,  eft  aufli  reçu  par  l'œil  ^zvl%  une  di-* 
xeôion  c¥ ,  qai  yienc  de  d^lTous  Taxe. 

Parlons  maintenanc  des  tiUfcopes  ca:adioptriquis.  Un 
tiUfcopt  catadioptriquc  a  la  propriété  de  détourner  lef 
faifceaux  de  rayons  partis  de  l'objet  >  qui  s'érant  réflé* 
chis  fur  la  concavité  d'an  miroir  fphérique  >  convergent 
pour  former  une  image  /  (  fig.  124.)  de  cet  objet  fur 
l'axe  ou  près  de  l'axe  du  miroir  &  du  même  coté  que  l'bb- 
jet ,  ce  qui  l'empêche  d'écre  vue  dire^ement  par  le  moyen 
d'un  on  de  trois  oculaires  $  car  il  faudroit  que  le  fpeâatenr 
plaçât  fa  tête  entre  lobjet  &  l'image,  ce  qui  empéchcroit 
la  lumière  de  l'objet  de  parvenir  au  miroir  en  aiTez  gfande 
quantité  ,  &  aflcz  près  de  l'axe. 

Pour  éviter  cet  inconvénient ,  on  place  un  petit  miroir 
plan  m  H  »  incliné  à  Taxe  du  miroir  fphérique  de  45  de** 
grés  ;  ce  miroir  plan  renvoyé  en  o  la  pointe  du  cône  des 
rayons  réfléchis  où  eft  limage  ,  &  on  aju(le  un  ou  trois 
oculaires  dans  ia  ligne  oF,  félon  que  l'on  veut  voir  cette 
imaze  renverfée  ou  droite  ;  pour  cet  effet  ^^  on  perce  le 
côté  MN  tuyau  du  télcfcope. 

Le  principal  avantage  de  ce^tékfcope  ,  qu'on  appelle 
NiWtcnien  ,  c'eft  de  faire  le  même  effet  que  les  télefco- 
pes  à  réfraâion  ,  quoiqu'il  foie  beaucoup  plus  court  que 
ceux-ci  y  ce  qui  vient  de  ce  que  l'image  formée  par  l'ob* 
jeélif,  n'en  cft  éloienoe  dans  le  miroir  fphérique,  que  du 
quart  de  Taxe  de  fphértcité  (  l'objet  étant  fuppofé  à  une 
diftance  infinie  )  ,  tandis  qu'elle  eft  éloignée  du  verre 
également  convexe  du  demi-axe  de  fphéricicé  ;  de  ce  que 
cette  image  ne  fe  trouve  pas  placée  entre  l'objeékif  8C 
les  oculaires  ,  comme  dans  les  télefcopes  aflronomiqucs'; 
mais,  furtout  de  ce  qu'un  même  miroir  objectif  peut  fupportec 
des  oculaires  de  foyers  fort  différens  entr'eux  ,  &  même  d'un 
foyer  extrêmement  petite  ce  qui  fait  qu'an  même Télefcope 
Catadioptrique  équivaut  a  pLudears  Lunettes  à  réfraéHon  de 
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Soit  la  Dremîere  diftance  de  la  chandelle  dans»  Ia<- 
quelle  ie  flambeau  &  ceae  chandelle  paroiflent  avoir 
la  même  force  =tf  ,  la  féconde  =  3,  l'intenfité  de  la 
lumière  dans  le  premier  cas  fera  à  l'intenfité  de  la 
lumière  dans  le  fécond  cas  Comme  ^  ^  :  «  ^  i  car  plus  la 


diffiérentcs  longueurs  ^  parce  que  ces  dernières  ne  peavent 
gueres  être  bonnes  ,  c]u*en  leur  donnant  des  oculaires  dont 
les  foyers  aycnc  certains  rapports  avec  ceux  des  objcdifsj 
&  les  limites  de  ces  rapports  (ont  affez  étroites. 

Dans  l'ufage  de  ce  télefcope  »  on  voit  que  le  miroir 
plan  m  H  doit  être  mobile  ,  pour  faire  tomber  les  images 
des  objets  au  foyer  de  l'oculaire ,  puifque  cette  image,  s'é- 
loigne du  miroir  objcâif  à  mefure  que  l'objet  s*en  appro- 
che. II  faut  aulfi  que  Toculaire  puiflc  couler  le  long  do 
tuyau  M  N  du  Tclefcope ,  en  même  tems  que  le  miroir 
plan  m  H  fe  meut  en-dedans  de  ce  tuyau ,  afin  que  cet  oco* 
laire  ait  fon  foyer  placé  au  {bramet  du  cône  des  rayons 
détournés  par  le  miroir  plan  H  m. 

On  voit  encore  que  les  myopes  doivent  rapprocher  un 
peu  le  miroir  H  m  ^  afin  qu'en  plaçant  l'image  entre  l'oco* 
faire  &  fon  foyer  ,  les  rayons  (ortent  de  locolaîre  en 
divergeant  autant  qu'il  efl  néceifairc  pour  la  leur  faire  voir 

didinâement. 

Il  y  a  encore  une  autre  efpece  de  téleCrope  Cata- 
dioptriqoe ,  moins  fimple ,  &  propre  à  voir  les  objets  ter- 
reftres  ainfi  que  les  objets  céleues ,  on  l'appelle  Grégorien, 
On  préfente  a  un  objet  un  miroir  fphérique- concave  AB 
(  fig.  115  )  &  un  peu  au-delà  de  l'image  F  j  qui  s'en  ferme 
fur  l'axe  OF  de  ce  miroir,  on  pofe  un  autre  miroir  fphéri* 
que-concave  CD«  d'un  foyer  plus  court >  &  d'une  ouver- 
ture beaucoup  plus  petite  »  mais  dont  l'axe  eCb  dans  la 
même  droite  que  celui  du  premier  miroir  A  B  :  l'image  F 
eft  à  l'égard  du  miroir  C  D ,  comme  un  objet  placé  encre 
fon  foyer  G  ,  &  fon  centre  E;  c'cft  pourquoi  il  s'en  forme 
fur  le  même  axe  une  féconde  image  H ,  laquelle  efl  d'au- 
tant plus  éloignée  au-delà  du  centre  E ,  que  la  première 
image  F  eft  plus  près,  du  foyer  G  du  peth  miroir; 
mais  en  approchant  ce  petit  miroir  de  l'image  F  ou  en  l'ca 
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chandelle  doit  £tre  éloignée  pour  trouver  la  force  de  la 
lumière  réfraûée  plus  1  intenfité  de  fa  lumière  fera  dimi- 
nuée. Ainfi  le  favant  Bougucr  a  trouvé  que  les  diftan- 
ces  a  8c  h  de  la  chandelle  doivent  être  comme  i  à  1^.5 


écartant  ,  on  porte  la  féconde  image  H  à  la  diilance 
qu*on  veut.  On  a  coutume  de  la  placer  uu  peu  en  deçà  du 
miroir  A  B ,  qu'on  perce  vers  fon  milieu  I ,  afin  que  Timage 
H  puifTc  être  vue  à  l'aide  d'un  oculaire  PQ>  &  il  e(l  évi- 
dent que  cette  image  doit  paroitre  droite.  Car  elle  eft 
renverfée  à  Tégard  de  l'image  F  >  laquelle  eft  elle  •  même 
renvcrfée  à  l'égard  de  l'objet. 

Lorfque  l'objet  eft  fort  lumineux ,  on  peut ,  pour  ag- 
grandir  la  féconde  image  ,  la  faire  tomber  vers  O  au- 
delà  du  miroir  A  B ,  &  placer  en  O  le  foyer  d'un  oculaire 
P  Q ,  afin  que  les  rayons  qui  tenden^  à  former  l'image  vers 
O  »  tombant  fur  cet  oculaire  ,  en  fortcnt  parallèles  ,  Se 
foient  reçus  enfuite  fur  un  autre  oculaire  placé  au-delà 
du  point  O,  qui  les  fafTe  converger  en  un  point  ou  il  faut 
mettre  l'ccil. 

On  peut  voir  que  dans  ces  deux  efpeces  de  télefcopes  le 
petit  miroir  placé  dans  l'axe  du  grand  »  arrête  néceflairemenc 
tous  les  rayons  parallèles  à  l'axe ,  qui  lombcroient  fur  le 
milieu^  du  miroir  objeâif  ;  de  force  qu'il  eft  indifférent 
qu'en  cet  endroit  le  miroir  foit  percé ,  ou  non. 

Les  défavantages  de  ces  télefcopes  font ,  qu'ils  ont  peu 
de  champ;  quils  font  difficiles  à  diriger  vers  les  objets; 
qu'ils  demandent  des  précautions  extraordinaires,  tant  dans 
leur  conftrudlion  que  dans  leur  ufage  ;  qu'ils  font  d'une  très- 
grande  dépenfe ,  &  très-faciles  à  gâter. 

M.  Caflcgrain  a  un  peu  perfeÀionné  le  t^lefcope  Gré*» 
gorien  en  faifant  le  petit  miroir  convexe  au  lieu  de  le  faire 
concave  ;  ce  qui  fait  que  les  rayons  devenant  moins  con- 
vergents font  paroitre  l'objet  plus  grand ,  &  que  le  tubç 
peut  être  plus  court.  Les  Aftronomes  préfèrent  commu- 
nément la  lunette  aftronomique  à  deux  verres  à  celle  qui 
en  a  plus  ^  i^.  par  ce  qu'elle  eft  capable  d'un  plus  grand 
champ  ;  1^.  qu'elle  peut  fupporter  un  oculaire  d^un  plus 
court  foyer,  &  qu'elle  grofut  davantage  les  objets;  3^. 
qu'elle  eft  plus  courte  s  4*.  qu'il  y  a  moins  de  perte  de 
lumière  .à  caufe  qu'il  n'y  a  que  deux  verres  à  tcaverfer. 
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lorfqu  il  regardoic  le  flambeau  à  travers  16  lames  de 
yerre  commun  dont  Tépaiffeur  étoit  de  9.  5  lignes.  Ceft 
pourquoi  les  in;enfités  de  la  lumière  réfraÔée  &  non 
réfraûée  ctoient  comme  i  :  240  :  de  forte  que  la  lumière 


Les  grands  tél.cfcopes  qui  groflllTcnc  100  fois  ou  plus 
ne  font  pas  bons  pour  les  obj.et$  terrcflrcs,  mnis  feuLrmenc 
pour  les  aftres  ;  parce  que  la  lamiere  des  objets  cenef' 
cics  plus  feofîble  que  celle  des  aftrcs,  fe  trouve  alors  trop 
difperfée  dans  les  larges  images  que  forment  les  objcôifs. 
D'ailleurs  cette  lumière  qui  rafe  la  terre  t(ï  continuelle- 
ment détournée  par  les  vapeurs  groÛîeres  qui  flottent  dans 
Tair ,  d*ou.  réfulte  un  tremblement  dans  les  parties  de  Ti- 
mage  qui  paroit  mal  terminée. 

L'expérience  a  fait  voir  que  les  imaees  formées  pa.r  ré- 
flexion n'étoient  pas  à  beaucoup  près  fi  Lu  jettes  à  être  con- 
fufes  que  celles  qui  font  formées  par  la  réfraâion.  On 
conçoit  en  effet  que  puifque  les  rayons  >  après  s*ctre  fépa- 
lés  par  la  réfradVion^  vont  en  s'écartant  de  plus  en  plus, 
les  difïércns  faifccaux  quils  forment  doivent  fe  didiuguer 
de  plus  en  plus  par  leurs  couleurs.  Mais  dans  la  réflexion, 
la  féparation  des  rayons  parallèles  ne  fe  fait  pour  ainfi  dire 
que  dans  le  point  d'incidence ,  ou  que  dans  Tintervalle  com- 
pris entre  le  point  d'incidence  &  le  point  de  réflexion. 
Après  la  réflexion  ces  rayons  très  -  peu  féparés  font 
encore  fenfiblement  parallèles ,  ce  qui  fait  qu'on  ne  peut 
apperccvoir  cette  féparation  de  rayons:  il  arrive  fculemcm 
que  les  faifccaux  de  rayons  réfléchis  font  tant  foît  peu  plus 
gros  qu'auparavant.  On  ne  doit  donc  pas  appercevoir  des 
iris  dans  les  télefcopcs  catadioptriques ,  mais  feulement 
un  peu  de  confuHon  dans  les  images  ,  caufée  en  partie  par 
ce  renflement  de  faifccaux  »  &  en  partie  par  la  fphériciié 
des  miroirs.  D'od  il  fuit  qu'on  peut  donner  une  ouver- 
ture beaucoup  plus  grande  aux  miroirs  objeélifs  des  té- 
lefcopcs ,  qu'aux  verres  objedifs  de  même  foyer ,  ce 
qui  doit  rendre  les  images  par  réflexion ,  beaucoup  plus 
vives  y  &  par  confcquent  diftindtemcnt  vifibles  à  l'aide 
d'une  lentille  d'un  foyer  fort  court  :  elles  peuvent  donc 
paroîcre  très-grandes  fans  ccfler  d'êtres  claires  »  avantaga 
qu'on  ne  peut  fe  procurer  avec  des  télefcopcs  par  scfraof 
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qui  traverfe  16  lames  de  verre  formant  une  épaiffeur  de 
9.  5  lignes,  perd  les  ~  de  fa  force.  Un  a  de  même 
trouvé  que  la  lumière  qui  rravcrfc  une  mafle  d'eau  de 
mer  de  dix  pieds  de  longueur  perd  les  f  de  fa  force* 


tion  y  SL  moins  qu'ils  ne  foienc  d*aatanc  plus  lons^s  (  comme 
les  Tables  ci-deflus  le  font 'voir,  )  8c  par  conféquent 'd'au- 
tant   pins  incommodes  à  manier. 

Dans  Tufage  des  télefcopes  catadioptrîqucs  Ncvtonîcns 
on  Ce  fcrt  dcdiffércns  oculaires»  (clon  la  lumière  de  l'ob- 
jet que  Ton  veut  voir,  &  félon  la  grandeur  dont  on  veut 
6ue  fon  diamètre  apparent  foît  augmenté.  Voici  les  dimen« 
nons  qu'on  peut  donner  aux  parties  de  ce  télefcope  ,  pour 
faire  un  bon  effet. 
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A  l'égard  du  petit  miroir  plan  m  H  (f!g.  114  )  il  doit 
être  ovale  ,  &  il  coupe  fous  un  angle  de  45^  l'axe 
Ao^  da  cône  Do'D  de  rayons  incidebs  parallèlement  à 
Taxe  :  fes  dimenfions  dépendent  Je  l'efpace  que  tous  les 
rayons  réfléchis  occupent  à  l'endroit  où  on  doit  pofer  le 
oiiioir ,  pour  fiâîrc  ulage  de  l'oculaire  ,  dont  le  foyer  eft 
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toujours  une  raîfon  conftame  entre  la  différence  des  le- 

f;arithnies  de  deux  ordonnées  également  éloignées  »  & 
a  portion  de  Taxe  interceptée. 

Un  corps  eft  plus  diaphane  qu  un  autre ,  lorfqu'ayant 
une  plus  grande  épaiffeur  il  n'abforbe  cependant  pas 
plus  de  lumière  que  l'autre.  Si  les  épaifleurs  des  deux 
corps  qui  abforbent  la  même  quantité  de  lumière  foac 
cntr'clles  comme  1:3,  Tun  fera  trois  fois  plus  dia- 
phane que  Tautre.  De  forte  que  les  tranfparences  fui- 
vent  la  raifon  des  groifeurs  lorfque  la  quantité  de  lu- 
mière abforbée  eft  la  même.  Soit  une  fous-tangente  == 
B^  deux  ordonnées  A  &^^  la  partie  de  l'axe  comprife 

'     ,  X 

entre' ces  ordonnées  «=  X ,  Ton  aura  8=7 — r f — 

Soit  une  autre  fous-tangente  =  fi ,  rabfcîfle  =  x ,  les 

X 

ordonnées  <i&y.  nous  aurons  5=  ■; j — •    Pour 

comparer  les  tranfparences  il  eft  néceffaîre  que  les  în- 
tenfités  de  la  lumière  ayent  été  diminuées  à  travers  les 
deux  milieux  dans  la  même  raifon,  c*eft-à-dirc  qu'on 

A        a 
doit  avoir  —  =  —  ,  ou  L,  A  —  L,  ^  =^  L.  tf  —  L,  y  ; 

ainfi  Ton  aura  B  :  ^  :  :  X  :  ar.  Mais  le^  tranfoarences 
font  commeXixdonc  elles  font  auffi  comme  les  fous^ 
tangentes  B  &  3.  M.  Bouguer  a  trouvé  que  l'intenfité  de 
la  lumière  qui  traverfoit  une  épaifleur  d'air  de  7469 
toifes  diminuoit  dans  le  rapport  rff|.  On  aura  donc  a; 
«=7469  toifes  ,  tf  «=  iroo ,  y  =  1681  >  &  par  conféquent 
la  fous-tangente  3  de  Tair  fera  =  sriTiTTTj  =43^78.  La 
fous-tangente  de  Teau  marine  fe  trouvera  auffi  facilement 
par  l'expérience  dont  nous  avons  parlé  ci-deflus  $  car 
en  faifant  jp  =  10  pieds  =  i.6é6  toifes  ,«  =  f,y=?> 
h  fera  =  7.  j.  les  tranfparences  de  Teau  marine  &  de 
l'air  font  donc  entr'elles  :  :  7.  y  :45678  ::  i  :  ySi}.  Ainfi 
l'air  eft  5813    fois  plus  tranfparent  que  l'eau  marine. 

On  peut  par-li  trouver  facilement  quelle  doit  être 
l'épaiffeur  d'une  tranche  d'air  qui  pût  afFoiblk  la  lu- 
mière autant  qu'une  tranche  d'eau  marine  de  dix  pieck. 
Car  l'on  a  1^  =  43678  toifes,  H  fi  Tonfaictf  :)f  :;5:3 


«t 
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pour  avoir  ;c«=«3(L»  a  —  L.y)  =A(L.  f — L.  $)a=>9<78l 
toifes^  on  aura  l'épaiffeur  cherchée. 

164  \J opacité  Atscox^s  confifte  en  ce  que  )a  quantité 
de  lumière  qu'ils  tranfmettent  n  eft  pas  ruâifante  puur  être 
apperçue  par  l'œil  >  de  force  qu'à  proprement  parler ii 
ny  a  aucun  corps  cjui  foit  abfolument  opaque.  Cette, 
théorie  s'accorde  très-bien  avec  la  nature  de  la  courbe 
de  réfraâion  \  car  l'axe  de  la  logarithmique  eft  Ton  af- 
iimptote  »  ainfi  les  ordonnées  de  cette  courbe  ne  peu* 
vent  jaaiais  s'évanouir  «  c'eft-à^ire  l'intenfité  de  la  lu* 
miere  qui  traverfe  un  milieu  quelconque  ne  peut  être 
réduite  à  zéro. 

M.  Bouguer  a  trouvé  qu*un  corps  compofé  de  80 
lames  de  verre  ne  laifToit  pafler  aucune  lumière  fen* 
fible  y  de  forte  que  ce  corps  étoit  parfaitement  opaque  / 
tandis  que  16  lames  de  9.  5  lignes  d'épaiifeur  ne  laiâbienc 
paifer  ijueriô'^de  lumière. 

16^.  Problème.  Trouver  dansqutl  rapport  la  litndtrt 
doit  être  diminuée  pour  qu* un  eorps  devienne  opaque*  Si  nous* 
fuppofons  «2=  1^  >y=^i>^'^9-f  lignes ,  nous  aurons 
k  fous-tangente  3=  r-ji^riT;  =  4- 98g  lignes,  l'épaiffeur 
des  £0  lames  dont  nous  avons  parlé  ci-deiTus  etoic  de 
47*  S  lignes  que  je  fuppofe  =rx ,  pour  avoir  4.988  (  L.140 
--  L.  y  )=«4j.  c  i  d'où  l'on  tire  j^V»  — L.  240=—-  L. y 
«^  —  7,  1446588.  Le  nombre  correfpondant  à  ce  loga- 
rithme eft  »  o.ocxxx)oi^89  $  c'eft  pourquoi  nous  avons 
«  :  y  :  :  240  :  o.  ooooooi  j8c)  :  :  1720062420  :  u  Si  la  lu- 
mière du  Soleil  eft  diminuée  dans  ce  rapport  ,  c'eft- 
à-dire ,  fi  fa  denfité  i  fe  change  en  Ty-xsriTiTô»  on  ne 
pourra  plus  l'appercevoir  ^  &  le  corps  à  travers  lequel 
la  lumière  fouurira  un  tel  affoiblifTement  deviendra^ 
opaque. 

166.  Problème.  Mefurer  les  décroiffemtns  de  la  lumière 
lorfqu*etle  traverfe  un  milieu  diaphane  qui  n^eft  pas  partout 
également  denje.  Le  niilieu  ai>ck  (fig.  128  &  129J  peut  être 
Comparé  avec  le  milieu  ABPT,  en  divifant  ce  pre- 
mier milieu  en  tranches  tcqp,  ^^  xp ^  fec.  dont  les 
mafles  refpeâives  foient  égales  aux  mafles  des  tran- 
ches M  P  ,  L  N  9  &c.  du  fécond  milieu  homogène.  Mais 
alors  les  épailfeurs  cq^  ^N  ne  feront  pas  égales  en-' 
tr'elles,  &  les  ordonnées  i>a,  N  n^  &c.  ne  feront  pas 
i^on  plus  égales  aux  ordonnées  correfpondantes  de  la' 
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logarithmiaue  ^/*  Décrivons  une  autre  courbe  Q  S  dont 
les  ordonnées  ^  Q ,  N  7 ,  &c.  repréfencenc  les  mafles  d'air 
comprifes  entre  les  ordonnées  ab  3c  nN  ^  nN  Se  Mq , 
&c.  î  il  eft  vifible  que  Taire  ^O S c  repréfcntcra  la  mafle 
d'air  contenue  entre  l'ordonnée  Ba  de  l'ordonnée  ck. 
Ayant  mené  MR  parallèle  i  n  i  8c  infiniment  pro- 
che de  cette  féconde  ligne  ^  nm  exprimera  le  dé« 
croiiTement  «de  la  lumière  nN  ,  décroiffement  qui 
dépend  de  la  denfité  de  l'air  N  7  ,  &  de.  Té- 
paifleur  N  q  que  la  lumière  traverfe  s  ainfi  n  m  fera 
comme  y\dx ,  en  faifant  n  N  =  M  7  =  y ,  N  ?  =  ^  R 
—  ç^  N^  =  ij:,  parce  que  nous  fuppolons  ^  N  =  *  ; 
ou  en  fuppofant  que  a  eft  une  quantité  connue  par  Texpé- 

y  7  d  X 
tîencc,«mfera=i/y«= j — •  Menons  la  tangente 

nV  à  la  ligne  de  réfraâion  ac ,  nous  autons  la  fous< 

ydx  fl*         ydx 

tangente  N  V=  -r — •  Mais  —  =  -j —  *=NVjdonc 

les  fous-tangentes  de  la  ligne  de  réfraâion  doivent  être 
en  raifon  inverfe  des  denfités.  Mais  dans  l'air  les  den« 
fités  font  en  raifon  inverfe  des  dilatations  du  moins  fen- 
fiblement  &  auprès  de  la  furface  de  la  terre  j  donc  dans 
la  ligne  de  réfraâion  de  Tair;  les  fous- tangentes  fuivent 
les  rapports  des  dilatations  de  l'air. 

a^dy 
Puifque =  r  <f  ^ ,  il  eft   évident   qu'étant 

domiée  la  courbe  des  denfités  QfSj  on  peut  con- 
ftruire  la  courbe  de  réfraâion  anc  y  &  réciproque* 
ment.  Si  nous  fuppofons  avec  M.  Mariotte  que  les  den- 
fités de  l'air  fuivent  la  raifon  des  poids  comprimants  , 
la  denfité  correfpondante  au  point  N  fera  proportion- 
nelle à  Taire  5QîN=  S.jdx,  auflî  -  bien  qu'à  l'or- 
donnée N  {;  =  î*   Donc  on  aura  S.  {  <f  *  =  ^  ^  ;  &  en 

6dl 
différentiant,  ^dx^B  d^^  d'où  Ton  tire  dx=^ , 

&  en  intégrant ,  x  ==  ^  L.  {  ;  ainfi  la  courbe  des  denfités 
eft  une  logarithmique  dont  la  fous  -  tangente  eft  3  ^ 
quantité  que  l'expérience  doit  déterminer  (v.  le  n^.  154). 
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Déplus =^\dx  =  hdi  5  donc  û*  L.y=»3  j,  & 

tf*  a"^  dy    ^ 

—  L.  y  =  {.  De  ce  que *=^\dx  ou  ^  *  L.  y  =s 

«/ 
S.  (if  X  ,  il  fuit  que  les  logarithmes  des  intenfités  de  la 
lumière  correfpondants  à  différences   hauteurs  de  Tac- 
mofphère ,  font  proportionnels  aux  maiTés  d'air  que  la, 
lumière  traverfe. 

Théorie    des  forces   Phyjiques. 

i6y.  Pour  bien- comprendre  la  théorie  que  nous  allons 
développer,  il  eft  néceflaire  d'avoir  quelque  connoif* 
fance  oe  la  loi  de  continuité.  La  loi  de  continuité  dont 
il  eft  ici  queftion  ^  confific  en  ce  que  chaque  quantité^ 
qui  d'une  grandeur  pajje  à  une  autre  grandeur  y  doit 
pajfer  par  toutes  les  grandeurs  intermédiaires  de  mime 
genre. 

^  Les  mouvemens  des  corps  fe  font  dans  des  lignes  con« 
tinues  &  non- interrompues.  Les  planètes  &  les  comètes 
fe  meuvent  dans  des  orbites  continues^  les  rétrograda- 
tions fe  foitt  peu  à  peu  &  non  par  fauts  >  le  jour  vient 
peu  à  peu  par  l'aurore ,  &  la  nuit  eft  précé^^i  du  cré- 
pufcule  y  qui  eft  une  lumière  qui  diminue  peu  a  peu  en 
paflanc  par  tous  les  degrés  intermédiaires  entre  ce  qu'on 
appelle  jour  &  ce  qu'on  nomme  nuit.  Le  diamètre  du 
Soleil  monte  fur  Thorifon  &  defcend   au-de(fous  non 

i»ar  un  faut  »  mais  par  un  mouvement  continu.  De  même 
es  corps  qu'on  lance  en  l'air  fe  meuvent  dans  des  lignes 
continues.  Tous  les  mouvemens  qui  dépendent  de  la 
caufe  de  la  gravité ,  de  l'élaftidité,  de  la  force  magné-» 
tique  obfervent  la  loi  de  continuité  comme  les  forces 
qui  les  produifent.  La  force  de  la  gravité  fuit  à  peu- 
près  C  dans  les  diftances  un  peu  confidérables  )  la  raifon 
renverfée  des  quarrés  des  aiftances ,  c*eft-à-dire  qu'elle 
diminue  d'autant  plus  que  le  quarré  de  la  diftance  aus- 
mente  y  de  manière ,  par  exemple ,  que  fi  à  la  diftance  dé 
la  Lune ,  cette  force  eft  exprimée  par  i ,  à  une  dif* 
tance  double  ou  à  la  diftance  exprimée  par  2,  cette 
force  qui  pouffe  les  coTps  vers  la  terre  fera  quatre  fois 
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plus  petite  ou  fera  un  quart  de  ce  qu  elle  étoit  à  la 
première  diftance^  &  à  une  diftance  triple  elle  fera  neuf 
ibis  plus  petite.  La  gravité  dépend  donc  des  diftances 
&  comme  les  diftances  ne  peuvent  changer  par/aut, 
la  force  de  la  gravité  doit  changer  en  paSant  par  tous 
les  degrés  intermédiaires.  Nous  voyons  pareillement 
que  la  force  de  l'aimant  dépend  des  diftances  par  une  loi 
Continue  qui  n'eil  jamais  interrompue  >  la  force  élaftique 
ou  du  reuort  dépend  de  l'inflexion  comme  dans  les  la- 
mes élaftiques  ou  à  relfort,  ou  bien  elle  dépend  de  la 
diftance  comme  dans  les  parties  de  l'air  comprimé  dont 
le  reflbrt  augmente  félon  une  certaine  loi  continue ,  à 

Îroportion  que  les  parties  fe  rapprochent  davantage. 
)ans  les  mouvemens  naturels  les  changemens  de  direc« 
tion  fe  font  peu  à  peu  >  &  il  n'y  a  aucun  angle  ri- 
goureux dans  les  corps  î  mais  leurs  pointes  préfentent 
une  courbure  qu'on  apperçoit  par  le  moyen  du  mi- 
crofcope.  Cette  courbure  fe  trouve  dans  les  angles  des 
bords  des  rivières  ,  dans  les  feuilles  des  arbres  &  les 
branches^  les  pointes  des  criftaux  que  forment  les  fels , 
&c. 

168.  Il  y  a  cependant  des  cas  dans  lefquels  cette  loi 
paroit  n'être  pas  obfervéc  :  cela  arrive  lorsque  le  com- 
mencemei^  de  la  féconde  grandeur  eft  éloigné  d'un 
certain  ^Rrvalle  du  commencement  de  la  première. 
Ainfi  en  confidérant  le  jour  comme  un  intervalle 
entre  le  lever  &  le  coucher  du  Soleil  >  le  jour  précé- 
dent dans  certains  tems  de  Tannée,  diffère  du  jour  fui- 
vant  de  plufieurs  fécondes  ,  &c  il  paroit  ()u  il  fe  fait  un 
faut  fans  qu'il  y  ait  un  jour  intermédiaire  qui  diffère 
moins  du ^'our  précédents  mais  ces  jours  conçus  ainfi 
ne. forment  pas  une  férié  ou  fuite  continue.  Si  l'on  ima- 
gine un  parallèle  de  la  terre  fur  lequel  foient  fitués  fnns 
interruption  tous  les  lieux  qui  ont  une  même  latitude 
géographique ,  tous  ces  lieux  auront  des  jours  dont  les 
commencemens  &  les  fins  coulentcontinuellement  juf- 
qu  a  ce  qu'on  revienne  au  même  lieu  dont  le  jour  pré- 
cédent eu  placé  au  premier  terme  de  cette  férié  &  le 
fuivaot  au  dernier  terme  de  la  même  férié.  Les  gran- 
deurs de  ces  jours  coulent  continuellement  fans  aucun 
iaut ,  &  c'efl  nous  (  en  omettant  les  jours  intermédiai- 
res )  &  DOD  pas  la  nature .  qui  faifons  le  faut. 

II 
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169.  I L  y  a  des  gens  qui  objeâent  le  cas  où  un  hom« 
me  tenant  une  pierre  dans  fa  main  lui  communique  tout- 
ànroup  une  vîtefTe  finie  en  un  inilant.  Mais  il  elt  viable 

âu'il  n^  a  point  ici  de  vitefle  finie  produite  dans  un  in« 
ant  iimiviiîble.  Il  faut  un  tems  fini  (  quoique  fort  court  ) 
pour  que  les  efprics  animaux  acquièrent  une  viceflTe 
finie ,  fe  répandent  dans  les  nerfs  Se  les  mufcles  Se 
tendent  les  fibres  ^  c'eft  pourquoi  pour  pouvoir  don* 
ner  une  vitefle  finie  à  la  pierre^  nous  retirons  la  main» 
&  retenant  la  pierre  pendant  un  certain  tems,  nous 
accélérons  continuellement  fon  mouvement.  Lorfqu'on  - 
tire  un  canon  le  mouvement  ne  fe  communique  au  bou- 
let que  fuaceflîvement  >  car  la  poudre  ne  s'enflamme  & 
Tair  ne  fe  dilate  que  fucceffivement  ;  ainfi  le  fluide 
igné  (  non  plus  que  Tair  )  ne  peut  par  fon  élaflicxté^  agir 
iur  le  bmilet  qu'en  lui  communiquant  fuccefllvement  le 
mouvement  Se  ce  mouvement  fini  doit  pafier  par  tous 
les  degrés  intermédiaires.  On  peat  voir  encore  claire? 
ment  cette,  fucceffion  dans  le  mouvement  qu'un  refforc 
communique  à  un  globe  qu'il  pouffe.  Plus  Télafticité 
éft  grande ,  plutôt,  mais  jamais  dans  un'inftant  indivifi- 
ble ,  la  viteiïe  cft  produite  dans  le  elobe.  Lorfqu*ôa 
ôte  le  bouchon  qui  fcrmoit  un  orifice  fait  vers  le 
^nds  d'un  vafe,  quelque  adrefie  que  l'on  âjt»  le  mou-, 
vcmcnt  du  bouchon  eft  fucceflSf  &  non  inftantané  , 
&  l'eau  acquiert  auffi  fa  viteffe  fuccefTivement  ^  quoi* 
que  dans  un  petit  intervalle  de  tems.  En  effet  la  preP- 
fion  de  l'eau  a  befoin  de  tems  pour  produire  fon  effets 
Se  ne  peut  produire  une  vîteife  finie  que  dans  un  tems 
fini, fi  court  qu'on   veuille  le  funpofer. 

170.  Ajoutons  à  ce  qu'on  vient  de  dire  que  quand 
îl  s'agit  d'une  continuité  ,  il  doit  y  avoir  une  limite 
commune  qui  divife  ce  qui  fuît  de  ce  qui  précède ,  limite 
<|ui,  cotîfidérée  comme  limite,  doit  néceflaîrement  être 
indivifible  :  c'eft  ainfi  qu'un  même  point  fépare  les  deu)C 
parties  d'une  même  ligne  :  c'eft  ainfi  qu'un  feul  Se  mê- 
me inftant  indivifible  fépare  le  tems  futur  du  tems 
paffé ,  &  il  ne  fauroit  y  avoir  deux  inftans  contigus  i 
mais  entre  un  inftant  &  un  autre  inftant  il  doit  y 
avoir  un  tems  ,  une  durée  divifible  à  l'infini.  Dans 
une  même  ligne  il  ne  peut  y  avoir  deux  points  immé- 
diatement contigus  s  car  ils  fe  confondroient  &  ne  fe* 
Tomi  V.  N  n 
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roienc  qu'un  feul  &  même  point  $  de  forte  qu*entre.  deux 
points  quelconques  d'une  même  ligne ,  réellement  dif* 
fcrcQS,  il  V  a  toujours  une  petite  ligne  diviûble  à  Tin- 
fini.  Bien  plus ,  dans  ce  genre  de  quantités  dans  lefquelles 
il  ne  fauroit  y  avoir  deux  grandeurs  enfemble  ,  on  voie 
avec  plus  d'évidence  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  faut  d'une 
grandeur  à  l'autre  ;  car  dans  l'ijiftant  que  le  faut  de^ 
vroit  fe  faire  &  la  fuite  être  interrompue  par  un  ac« 
celfion  momentanée,  il  devroit  y  avoir  deux  grandeurs 
différentes  >  dont  l'une  fidt  la  dernière  de  la  férié  pré* 
cédente  &  l'autre  la  première  de  la  férié  fuivante.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  dans  ces  états  de  cho- 
fes  dans  lefquels  d'un  côté  il  doit  toujours  y  avoir  un 
état  y  tandis  que  d'un  autre  coté  la  chofe  ne  faurvic 
avoir  deux  de  ces  états  à  la  fois. 

171.  Et  c*eft  la  raifon  pour  laquelle  le  mouvenient 
local  ne  fauroit  fe  faire  que  par  une  ligne  continbe.  En 
effet  fi  la  ligne  du  mouvement  éroît  interrompue  en 
quelque  endroit ,  le  moment  où  le  mobile  fe  trouve  au 
premier  point  de  la  féconde  ligne  feroit  poftérieur  ou 
antérieur  au  moment  auquel  il  fe  trouve  dans  le  der- 
nier point  de  la  ligne  antérieure,  où  ces  deux  momens 
feroient  le  même  ?  Dans  les  deux  premiers  cas  il  y  au- 
roit  entre  ces  deux  inftans ,  un  tems  divifible  à  Tinfini 
pendant  lequel  le  corps  ne  feroit  nulle  part  ;  &  dans 
le  fécond  cas  le  corps  fe  trouveroit  à  la  fois  dans  deux 
lieux  ditférens. 

172  II  fe  préfente  contre  ce  raifonnement  une  dif- 
ficulté ;  car  il  paroit  qu'on  peut  en  conclure  que  la  créa- 
tion  &  l'annihilation  d'une  chofe  font  impoffibles  ;  puif- 
que  félon  notre  raifonnement,  à  l'inftant  auquel  une 
chofe  ell  créée  elle  devroit  joindre  enfemble  deux  états 
incompatibles  ,  l'être  &  le  non  être^  &  à  l'inftant  de 
ion  annihilation  ,  elle  devroit  avoir  en  même-tems  l'exif- 
tence  &  la  non-cxiftence.  La  réponfe  eft  facile  :  le  rien 
n'a  aucune  véritable  propriété ,  il  eft  exclus  immédia- 
tement par  Terre ,  &  une  fuite  d'états  dont  chacun  eft 
rien  n'exige  aucun  terme  qui  la  termine  »  c'eft  pourquoi 
au  premier  &  au  dernier  inftant  du  tems  qu'une  chofe 
eft  fuppoiee  durer ,  elle  exifte ,  &  ne  joint  pas  enfemble 
Texiftence  &  la  non-exifteoce.  Mais  fi  une  chofe  qui 
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a  une  cetcanie  denfieé  &  qui  a  doré  .pendant  une  hètrt  » 
doit  durer  la  féconde  heure  av«€  une  denfité  double  ^ 
«u  moment  âui  fépare  la  première  heure  de  la  (êconde 
il  y  aurolt  à  la  fois  une  deniité  double  Se  une  (haute  fini** 
pie  »  ce  qui  eft  abfurde, 

173.  Si  les  chofes  font  ainfi>  il  eft  •é\ri!dent  que  lor& 
quHin  corps  va  frapper  un  autre  corps  en  mouvement, 
}e  choc  doit  fe  faire  de  manière  qui)  ne  fe  fafife  point 
"dk  faut  dans  la  cominunication  du  motivement.  On  fait 
par  les  loix  du  mouvement  dont  on  a  parlé  ci-defliis 
qu  un  corps  fans  refibrt  qui  y  avec  Peize  degrés  de  vi- 
tefle  va  frapper  un  :iutre   corps  égal  6t  ^im  fans  ref* 
téï%  y  fl)u  dans  le  même  fens  avec  ouarre  degrés  de  \î* 
teilè^dok  lui  en  communiquer  fîx  degrés»  de  manière 
qu'après  le  choc  les  deux  mobiles  doivent  avoir  cha*» 
cun  dix  degrés  de  viteffe  >  mais  félon  la  loi  de  conri* 
Duité  la  viteffe  du  corps  choqué  ne  peut  pas  pafler  de 
quatre  à  dix  degrés  dans  un  infiant  indivifible  &  par 
un  faut  >  il  faut  donc  que  dans  le  choc  le  mouvement 
ne  fe  connnunique  pas  dans  un  inftant  »  mais  peu  à  ptm 
D'un  autre  côte  6  U  furface  antérieure  du  covps  cbo-> 
1)Uant  attesgnoit  avec  feite  degrés  de  vîteiFe  la  furface 
poftértcure  du  corps  choqué  ,   à    Tinftant  du  contaâ 
mathématiqae  les  mrfaces  devroient  aller  avec  la  mê- 
me vîccffe,  c^eft  à-dire  chacune  avec   10  degrés  de  vi- 
teffe &  il  fe  feroit  un  faut  $  il  )^aroit  donc  qu'il  n'y  a 
point  de  vrai  contaâ  mathématique^   mais  feulement 
un  contaû  Phyfiquc  ^  qui  confiile  en  ce  qu'entre  les 
eorp!>  qui  fe  choquent ,  il  y  a  à  l'indant  du  contaâ  un 
petit  efpace ,  quoiqu'infenfible ,  eritre  leurs  furfaces  -y  mais 
^'il  y  avoit.un  contaâ  mathématique^  il  n'y  aurbit  dans 
le  moment  4e  ce  comaâ  aucuti  efpace  entre  les  corps 
qftî  fe  choquent.  Les  corps  agiffent  donc  les  uns    fur 
KS  autres  fans  parvenir  au  contaâ  mathématique  ,  & 
le  feut  contai  Phjfrqoe  t  lieu  dans  la  nature  :  ainfi 
lorfque  dans  la  fuite  nous  parlerons  du  contaâ  ;  011 
du  choc  des  corps  .  .nous  entendrons  touiours  le  con-^ 
U&  Phyfique  ^  à  moins  eue  nous  ne  nommions  expref» 
fément  le  conta£^  Mathématique.  Mais  comment  un 
corps  pottrra*t-ilc  ajii'  fur  Un  autre  corps  &  lui  com- 
muniquer du  mouvement  fans  le  toucher   mathémati-' 
^fteoMSnt?  Ceft  teqilenont  expliquerons  dans  la  fuite 
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après  avoir  développé  la  nature  des  forces  attraâives 
&  répulfives. 

174.  Qu'on  ne  difc  pas  que  quand  la  vitefle  du 
corps  choquant  dont  on  vient  de  parler  pafTe  de  16 
degrés  à  10  degrés^  les  10  degrés fubfiftent  &  que  les 
•6  font  anéantis ,  &  qu'ainfi  il  n'y  a  pas  de  faut  dans 
la  durée  des  10  premiers  degrés,  &  que  dans  Tanéan^ 
tiffement  le  faut  ne  répugne  pas  »  puifqu'on  n'a  pas  en 
même-tems  l'être  avec  le  non-être,  Texiftcnce  avec  la 
|)on-exiilence  ;  car  les  16  degrés  de  vitefle  du  corps 
choquant  ne  font  pas  une  choie  compofée  de  16  chofes 
réellement  dîllinâes  dont  10  relient  après  le  choc  & 
6  font  détruites  par  le  choc  ;  mais  ce  font  une  feule  & 
fimpte  détermination  à  exifter  dans  des  points  de  Tef- 
pace  éloignés  d'un  certain  intervalle  comme ,  par  exemr 
pie,  de  16  toifes  ,  &  cela  après  un  certain  tems  déter- 
miné  ,  d*une  minute  ,  par  exemple. 

17^.  On  doit  cependant  faire  attention  que  la  loi 
exaâe  de  continuité  n'a  pas  lieu  dans  les  chofes  qui  ne 
font  pas  continues,  mais  qui  font  l'aflemblagede  plu* 
iieurs  grandeurs  réparées.  Cela  arrive  dans  les  bâti- 
ments qui  croiflent  comme  par  fauts  par  l'acceffion  de 
nouvelles  pierres  ,  ou  de  nouvelles  pièces  de  bois  ;  mais 
la  loi  de  continuité  eft  cependant  obfervée  dans  les 
mouvemens  des  parties  primitives  de  ces  pierres  &  de 
ces  pièces  de  bois.  Dans  Taccroiffement  des  plan- 
tes &  des  corps  animés  ,  les  nouvelles  acceffions  de 
matière  obfervent  aulTi  la  loi  de  continuité  dans  les 
mouvemens  &  vitefles  ;  mais  dans  la  grandeur  des 
plantes  &  des  corps  animés  la  nature  affeâe  une 
continuité  du  moins  apparente  ,  continuité  que  nous 
obfervons  dans  la  férié  des  fubftances  â  commencer  par 
les  corps  inanimés ,  paflant  enfuite  aux  végétaux ,  de 
là  à  quelques  demi-animaux  immobiles;  enfuite  aur 
animaux  de  plus  en  plu<;  parfaits  par  degrés  jufqu'aux 
linges  fi  femblables  à  l'homme.  Mais  il  eft  vifible  qu'en- 
tre deux  efpèces  voifines  ,  il  pourroit  v  avoir  encore 
une  infinité  d'autres  efpèces  qui  differeroient  moins 
entr'elles  que  ces  deux  là ,  &  qu'ainfi  il  n'y  a  dans  cette 
progreflion  qu'une  continuité  affeâée  &  apparence  ^ 
mais  non  pas  exafle. 

U  7  a  des  arcs  de  co^urbe  ^  ainfi.qU'on  Ta  vu  dajisl» 
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première  partie  de  cet  ouvrage  (  courbes  tranfcenden* 
fes  n*'.  4  }  qui  font  compofés  de  points  Téparés  les  uns 
des  autres  ,  &  qui  ne  forment  pas  une  cpurbe  continue^ 
mais  qui  ont  l'apparence  d'une  telle  courbe  :  ainfî  la  loi 
de  continuité  eu  obfervée  dans  ce  cas  là^  du  mohis 
en  apparence  i  mais  elle  eft  exaâement  obfervée  dans 
les  mouvemens  &  les  vîtefles  des  corps ,  ce  qui  fuffic 
pour  la  théorie  que  nous  nous  fommes  propofés  de  dé- 
velopper (*). 


(  *  )   La  loi  de  continuité  peut  fcrvir  à  trouver  le  rapport 
foivant  lequel  la  vitefTe  de  Tcau  décroît  dans  les  royaux.  Soit  un 
tuyau  AVTD(iîg.  Ijo)  partagé  en  fix  parties  éççaîcs  aux 
points  B,C,G,F,M,&  imaginons  que  les  vîteflcs  à  rori* 
gtoe  A  Se  aux  points  fuivans  B  ,  C ,  Sec,  font  désignées 
par   les  ordonnées   de   la   courbe  a  m.  Suppofant  A  B  =» 
x,Bh  =  y  y  je  fais  y  =  tf  H-  ^AT  +  c^e*  H-  D*5  H- 
<«  ^  +/*^  ^gx^.  Pour  connoitre  les  coefficients  a,  &, 
Cy  &c.  je  remarque  qu'en  fuppofant  *  =«  ,  Ton  doit  avoir 
y  =3=  et  =3  A  tf  ;  mais  jc  =  A  B  donne  y  =  B4,  *==«  AC 
donnant  y  =>  C  ^  ,  Sic.  ConnoifTanc  donc  les  ordonnées  A^., 
B^  ,  ^c.  on  aura  Téquacion  de  la' courbe  cherchée.    Sup- 
pofons  que  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  réfervoir  eft  con*- 
ftamroent  d'un  pied,  &  que  le  tuy^u  AVTD  ed  de  t($  li- 
gnes de  diamètre,  &  prenons  AB  ==='30  pieds  que  je  rc- 
préfencerai  par  i ,  c'eft-à-dire ,  que  je  ferai  l'unité  de  mefure 
=^  I  5  ainfî  l'abfcirtc  A  B  fera  =  i^.rabfcifrc  A  C  =«  1.,  &c^ 
Cela  pofé  y  fuppofons  que  notre   tuyau  efl   compofé  de 
plufîeurs.  pièces  ,   de   manière    qolon    puifle  le    terminer 
Çn  B^  C)  G,  &c.    L'expérience  apprendra  que  dan$  une 
minute  de  tems  la  qu^mîté  d'eau  écoulée  (  exprimée  ca 
fonces  cubes  }  ,    lorfque  la  longueur  .du   tuyau  eft  = 
AB,  AC,  &c.   cft  rcrpçdivcmcnt  égale  à  2778,  I9f7, 
1(87^  135X,  1178^    1051  >   ainfi.que  le   rapporte. M» 
Boflut  dans  (oïi.  Hydrodinamiqtu,  Mais  il  l'on  empUyc^ic 
en   A  un  tuyau    très-court  ^  de   }  pouces  9  par  exemple  » 
1^  quantité   d'eau   fcroic   de  63  30.    Ces  depenfes ,    qui 
font  comme  les   vîte/Tcs  ,  étamt  liées  par  la  loi  de  coa- 
tÎQuité  y  nous  aurons  les  équations  6330  =«  n  >   2778  = 

«H-A-h  C+D-^rr*-/+f;  i957  =  «+i^+4tf 
+  8D-H  16 «-h  32/+ 64 j;  ij87=«ài  +  3^H-9#-H 
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Dtf  rcxifttnct  des  forces  attraSivei  &  repu/Jives. 

176.  Toutes  les  fois  gu*un  corps  inanimé  s*appro- 
cl\e  d'un  autre  corps  fans  Taftion  d'une  caufe  extrin- 
fcque  quî  putffe  produire  Ce  mouvement ,  il  y  a  ce  qu'on 
appelle  attrjêlion.  Dans  plufieurs  occafions  on  obferve 
que  les  corps  tendent  les  uns  vers  les  autres,  fans  qu'on 
puiffe  affigner  aucune  impulfion  matérielle  qui  produife 
cette  tendance  ;  &  celui  cjui  voudroit  bannir  l'attraûioà 
ëehrPhyfiqtrc  devroit  faire  voir  que  les  corps  ne  s'ap- 
prochent jamais  qu'en  vertu  d  une  impulfion ,  impulfion 
qu'il  faudroit.  prouver  par  des  expériences  ou  desob- 
fervations  ,  ou  enfin  par  un  raifonnement  démonftrat^f 
tire  de  la  natut-r  des  caufes  phyfiques  dont  l'exillencc 
çfl  reconnue  Se  fans  avoir  recours  à  des  fui>po(îtions 
ou  des  ficlions ,  appuyées  fur  des  pures  poffibiiités; 
mais  aucun  mortel* jufqu*ici  n'a  donné  dételles  preuve^ 
contre  fattradlion. 

Les  parties  des  corps  font  adhérentes  entr*elles  & 
s'attirent  mutuellement.  Cette  attradion  ne  dépend  pai 
de  la  preffion  de  Tàir  environnant  >  car  dans  la  ma* 
chine  de  Boyle  (  **^  )^  ^P^^^,  avoir  pompé  Tair ,  les  corps 
folides  ne  perdeht  pas  leur  ïermete.  Elle  ne  dépend  pas 
non  plus  de  J'aftion  de  ce  fluide  qu'on  nomme  étJur  ^ 
ni  de  ce  fluide  que  les  Çartéfiens  appellent  mi^/i^r^  y<iia7/ 
&  dont  ils  ne  faûroTcnt  démontrer  Texiftence  ;  car  fi 


H-  64D  4-z^ôf-f-  1014/ +  4096^;  1178  =  d  4-  f^ 
-+.2<tf  H-  IZ5D  -f-^éif  e-f  îiif/'+  J^zfg;  ioç2=« 
é  -t^è^fi-f-  ^6c-f-ii60-f-  tic,6c'^77v6f+^66f6.g; 
fût  le  moyen  defqtielles  on  tâchera  de  déterminer  les  incon* 
BUés  *»  c,  D,  &c.  ;  car  <»=  (>^ît>.  C*c(l  pourquoi  en  fub- 
ftttu^nt  CCS  valeurs ,  l'équatton  y"*»d-f-  ^x-f-cx*'-^- 
DjtJ  -|-  €x^  -♦-  /***'*f-  g*x^  ,  fera  connoîcre  à  pcu-prcs 
)a  vîtcfTe  y  en  un  point  quelconque  r  do  tuyau  DTVA, 
(  voyci  1er  courbes  algébriques  n**.  3  ). 

(  '^  )  C*cft  fine  machine  par  le  moyen  de  laquelle  on 
&te  prefquc  tom  Tair  d*uné  efpece  de  ck>c1ie  de  verre  qu*on 
noounç  récipiau  i  00  a{^Uc  cela  fak€  ii  vuidê  dt  £^/<>' 
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cela  étoit  un  tel  fiuide  comprimeroic  auffi  les  par- 
ties de  Tair  les  unes  contre  les  autres  de  rendroit  Vair 
folide. 

177.  La  ténacité  des  fluides  ,  la  rondeur  que  leurs 
gouttes  aflFeâent  ,  prouvent  fufÊfammcnt  qu  il  y  a  une 
attradlion  entre  leurs  parties. 

Les- corps  folidcs  attirent  les  fluides  &  ceux-ci  at- 
tirent réciproquement  les  coros  folides  :  Tattraftion  eft 
donc  une  propriété  uni^erfelic^puifqu'on  robferve  fait 
dans  l^s  corps  folides ,  foit  dans  les.  corps  fluides. 

178.  Qu'on   prenne  deux  miroirs  de  verre  blanc, 
polis  ly  bien  nets  &  fecs  ,  qu'on  applique  Tun  des  mi- 
roirs fur  l'autre  >  fi  Ton  veut  enfuite  réparer   l'un  de 
l'autre  ,  on  femira  unie  certaine  réfiftance  oui  vient  de 
la  force  avec  laquelle  ces  miroirs  s'attirent  l'un  Tautre, 
&  ce  n'eft  pas  J'air  qui  produit  cette  attraûle-n ,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  en  faifant  l'expérience  dans  le 
vuide  de  Boyie.  Si  l'on  prend  de  longs  cheveux  d'en- 
fant »  auxquels  on  (ufpende  des  lames  très-minces  de 
parchemin  ,  de  cuir ,  oe  bois ,  de  fer  de  la   Icvngueu^ 
d'un  pied  ,  d'une  demie-ligne  de  largeur  dans  une  lon- 
gue cloche  de  verre  »  afin  d'empêcher  l'agitation  de  l'air  , 
qu'on  approche  dnfuite  extérieurement  tels  «orps  qup 
ion  voudra  de  la  cloche^  ces  lames s*eo  approcherons 
On  peut  auflî  obftrver  les  eâèts  de  TanraUion  en  ap« 
pKquant  les  furfaces  polies  &  nettes  des  métaux  .&  de^ 
mi-métaux  ,   comme  l'argent  .    le  bronze ,   le  fer ,  le 
plomb  ,  rétain ,  le  zinc ,  le  bifmut ,   le  régule  d'an- 
timoine, &e. 

179.  Noia-scuLEMENT  les  corps  s'attirent  dans  le 
contaâ ,  mais  encore  lorfqu^ils  font  éloignés  d'un  cer- 
tain intervalle  ;  car  fi  entre  les  miroirs  dont  on^ a  parlé 
ci^devant^  on  place  un  fil  de  foie  tel  qu'il  eft  produit 
par  le  ver  a  foie ,  en  liant  avec  ce  fil  2  de  grands  tn*- 
tervaUes  l'un  Ae$  miroirs  ,  alors  quoique  ces  miroirs 
foient  diftans  entr*eux  de  toute  la  grofleur  du  fil  »  on 
éprouve  néanmoins  une  force  d*a«raÀioB  confidéra- 
ble,  &  cela  a  lieu  en  prenant  des  miroirs  fort  épais 
^  l'égard  defquels  on  ne  doit  pas  foupçonner  que  les 
parties  comprifes  eixre  les  intervalles  des  fils  puiflenc 
&  toucher-  On  peut  auffi  au  lieu  de  deux  miroirs  etn- 

Na  4    . 
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ployer  des  plaques  de  métal  polies  ,  feches,  nettes  & 
épaiflfes ,  fi  Ton  veut ,  d'un  ou  deux  pouces. 

i8o.  Prenons  un  corps  opaque  quelconque  aSB(Rg. 
191)  terminé  par  un  tranchant  S,  tel  qu'un  métal,une  pierre, 
ou  même  ût\ verre  tranfparent,  fi  l'on  fah  pafTer  dans  une 
chambre  obfcure  &  bien  fermée  des  rayons  folaires  i 
travers  un  petit  trou  fait  au  volet  de  la  fenêtre ,  Se  qu'où 
leur  préfente  le  tranchant  S  à  une  certaine  diftance,  le 
rayon  le  plus  proche  en  fera  fortement  attiré  &  fe  dirigera 
vers  D ,  le  rayon  voifin  en  eft  moins  attiré  &  fe  dirige 
▼ers  e^  le  fuîvant  eft  encore  moins  attiré,  le  rayon  EÂ 
parvient  en  h  fans  fe  détourner  de  fon  chemin  (  *  ).  Non- 
feulement  Tattraâion  a  lieu  ,  mais  encore  la  répulfion 
qui  commence  à  une  plus  grande  diftance ,  de  forte  que 
le  rayon  qui  fuit  fe  dirige  vers  / ,  Je  rayon  fuîvant  plus  éloi- 

{;né  de  S  étant  moins  repouffé ,  parvient  en  /ir ,  tandis  que 
e  plus  éloigné  confervant  fa  direâion  va  en  droite  ligne 
en  L.  Cette  attraâion  &  cette  répulfion  de  la  lumière 
eft  très-fenfiblé^lorfqu'on  prend  deux  tranchans  d'acier 
oppofés  &  qu'on  les  fait  approcher  peu  à  peu  ,  jufqu'i 
qu  il  n'y  ait  plus  qu'un  petit  intervalle. 

L  A  rondeur  des  gouttes  de  la  pluie  qi#  tombe  i 
travers*  l'air ,  la  rondeur  des  gouttes  d'huile  qui  nagent 
dans  Teau  prouvent  aufli  démonftrativement  la  force 
•attraâive  qui  règne  entre  les  parties  de  tous  les  fluides. 
Pareillement  lorfque  deux  gouttes  fe  touchent  ou  font 
prêtes  de  fe  toucher,  elles  fp  portent  Tune  vers  l'autre 
pour  n'en  faire  qu'une  (on  peut  Tobfervcr  fur-tout  fi  ce 
font  deux  goûtes  de  mercure  fort  petites  pofées  fur  du 
papier  ou  fur  un  miroir  de  verre  )  :  or  ce  mouvement 
ne  peut  venir  de  l'aâion  d'un  fluide  environnant ,  puif- 
qn'un  tel  fluide ,  rempliflant  les  angles  que  forment  les 
gouttes  avant  leur  réunion,  devroit  plutôt  empêcher 
cette  réunion.  De  petites  gouttes  placées  fur  un  plae 
•verniffé  ou  fur  une  feuille  de  chou  &  qui  ont  une  fi- 
gure fort  ronde  s'applatiffent  fi  on  les  pofe  fur  un  plan 
plus  denfe  &  plus  attirant. 

(*)    UioflexioB   de   la  lumière  auprès  des  pointes  de 

métal  ,  de  bois  ,  de  verre  «  n'eft  ni  augmentée  ci  dimir 

'nuée  lorfqu'oD  éleârife  fortement  ces  pointes  (nous  ve^ 

roos  dans  la  fuite  ce  que.  c'eft.qne  l'éiedriciré  }  i  cet  efia 

ut  vieni  donc  d'aucune  acmofphère  éleâri^ue* 


Problèmes  Physico-Mathe'mat.   ^69 

i8i.  Mettez  une  très-petite  goutte  de  mercure  fur  du 
papier  ,  faites-la  toucher  par  un  morceau  de  cryfial ,  il 
enlèvera  cette  goutte  oui  quittera  le  papier.  Approchez 
cette  goutte  enlevée  a'un  autre  très-petite  placée  fur 
le  même  papier  ^  celle-ci  s'attachera  à  la  première 
pour  en  former  une  plus  grolfe  qui  fera  élevée  par  le 
cryilah  Mais  fi  vous  approchez  la  goutte  adhérente  au 
cryftal ,  d'uoe  goutte  ae  mercure  aifez  çroffe  pour  ne 
pouvoir  être  enlevée  par  la  force  attraâivedu  cryftal, 
alors  la  petite  goutte  plus  attirée  par  la  grofle  goutte 
que  par  le  crylral  ^  abandonnera  celui-ci  pour  fe  réunir 
à  la  grofle  goutte.  « 

iSi*  Remplissez  de  mercure  par  voie  de  fuccion 
un  tube  de  verre  fort  étroit  ,pofez- le  horifonta- 
lement  ,  il  en  reftera  une  petite  portion  dans  le 
tuhe^  qui  ne  tombera  pas  ,  même  en  élevant  le 
tuyau  5  mais  fi  vous  approchez  obliquement  ce  tube  du 
vif-argent  contenu  dans  un  vàfe ,  tout  ce  qui  eft  con- 
tenu dans  le  tuyau  s'écoulera  ,  à  caufe  ae  Tattrac* 
tion  du  mercure  du  vafe  plus  forte  que  celle  du  verre. 

Plongez  en  partie  un  tube  de  verre  fort  étroit  (  de 
ceux  qu'on  nomme  capillaires  )  dans  l'eau  d'un  vafe  , 
cette  eau  montera  dans  le  tube  beaucoup  plus  haut  que 
le  niveau  de  la  furface  de  l'eau  du  vafe.  Si  fur  la  fur- 
face  extérieure  d'un  tuyau  capillaire^  vous  Uiflez  tom- 
ber une  goutte  d'eau  »  elle  defcendra  le  long  du  tube  ; 
s^il  eft  incliné  elle^arviendra  à  fon  orifice  inférieur  ou 
l'attraûion  de  la  (urface  interne  la  fera  monter  avec 
rapidité  dans  l'intérieur  de  ce  tube ,  &  cela  arrive  dans 
le  vuide  de  Boyie  comme  dans  l'air. 

Qu'on  prenne  un  morceau  de  fapin  qu'on  vient  de 
tremper  aans  l'eau  ,  qu'on  le  mette  en  équilibre  dans 
l'air  à  l'aide  d'une  romaine  &  qu'on  en  approche  un  vafe 
plein  d'eau  par-deCTous^  l'eau  attirera  ce  fapin  de  ma- 
nière que  fi  la  furface  qui  touche  l'eau  eft  d'un  pouce 
quarré ,  il  faut  ajouter  de  l'autre  côté  de  la  romaine 
un  poids  de  cinquante  grains  pour  rétablir  l'équilibre. 

185.  C'est  la  force  avec  laquelle  les  parties  des  deux 
fluides  s'attirent  qui  produit  ce  qu'on  nomme  coaguium  : 
^c  l'efprit  d'urine  très-  fubtil  mêlé  avec  V alcool {ctUt-- 
à-dire  l'efprit  de  vin  reâifié  au  dernier  degré  )  produic 
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fiabitenient  un  corps  folide  (^mblâble  à  la  glace.  L'al- 
cool de  vin  mêlé  avec  le  blanc  d'œuf  ou  avec  la  féro- 
fité  du  fang  produit  un  coagulum.  ^ 

Faites  difibudre  quelque  fei  dans  l'eau  y  mettes 
une  goutte  de  cette  diflfolution  fur  un  verre  plan  un 
peu  chaud,  afio  que  i'eau  s'évapore  lentement^  alors 
vous  pourrez  voir  par  le  moyen  du  microfcope  les 
parties  falines  d'abord  petites ,  s'approcher  peu  à  peu 
les  unes  des  autres  ,  fe  joindre  enfemble  pour  former 
des  cryftaux  dont  la  grandeur  croit  continuellement. 

L'eau  ,  le  'vin  ,  Je  vinaigre  de  vin  &  de  bière ,  les 
huiles  des  plantes  qu'on  tire  par  expreffion.  Sec.  & 
d'autres  liqueurs  ^  étant  verfés  féparément  dans  un  vafe 
de  verre  net  &  fec  font  attirés  par  les  côtes  &  s'élèvent 
yers  eux ,  leur  furtace  étant  concave  &  plus  abaiflee  vers 
le  milieu.  • 

C'eft  par  l'attraftion  que  l'huile  monte  dans  le  coton 
d'une  lampe ,  la  même  caufe  fart  monter  l'eau  dans  les 
fils  de  laine  &  dans  tes  draps  fufpendus^  ft  M.  Petit  a 
prouvé  que  cet  effet  a  au(fi  lieu  dans  le  vuide  de  Boyle. 

184-  Non-seulement  îl  exîfte  une  force  d'at- 
traélion  entre  les  corps ,  on  obferve  aulTi  qu'ils  fe  re- 
pouflent.  Nous  avons  rapporté  ci-delfus  une  expérience 
dans  laquelle  un  corps  tranchant  repouffe  la  lumière.  Les 
parties  des  corps  fcparées  par  la  fermentation ,  la  côn- 
Diiilion  ,  refFervefcence  imitent  l'air  qui  eft  compofé 
de  parties  qui  fe  repouflent.  Les  Ihiiles  groflieres  & 
l'eau  fe  repouflent  mutuellement  &  ne  fè  mêlent  pas, 
à  moins  que  le  principe  acide  ou  le  phlegme  ne  corn* 
mencent  à  dominer  dans  ces  huiles.  Certains  infeûes 
par  les  pieds  defquels  il  tranfpire  une  certaine  huile , 
marchent  fur  l'eau  fans  s'enfoncer.  Leç  plumes  des  oi- 
feaux  aquatiques  repouffeot  Teao  qui  ne  les  mouille  pas. 

On  fait  que  la  rofée  ne  tombe  pas  fur  les  métaux 
polis  ,  mais  qu'elle  en  eft  repouffee.  Avec  lei  poils 
de  certains  animaux  ,  comme  les  chevaux ,  les  boucs , 
on  fait  des  étoffes  qui  réfiftent  à  la  pluie  qu'elles  repouf- 
fent. 

Le  cuivre  fondu  jette  dans  Teau  en  eft  repouflfé  avec 
une  grande  violence  au  grand  péril  des  afliftans. 

Nous  pourrions  rapporter  bien  d'autres  exemples  d'ac* 
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traâtons  &  de  répulfions  ;  mais  ceux  que  nous  venons 
d'indiquer  font  plus  que  fuffifancs  pour  convaincre  tout 
homme  non  prévenu  qu'il  exifte  dans  la  nature  des  for- 
ces ,  foie  répulfives  foit  attraâives.  Il  nous  refte  à  par- 
ler de  leur  caufe  &  des  loix  qu'elles  fuivent. 

i$ç.  Les  Golleâeurs  des  aâes  de  Làpfick  compri- 
rent enfin  en  1710,  qu on  ne  peut  expliquer  par  la  com- 
preffion  d'un  fluide  environnant  les  effets  que  les  Attrac- 
tionaires  attr>  uent  à  Pattraâion ,  &  qu  il  faut  les  rap- 
porter à  un  pt.ncipe  propre  aux  corps  mêmes.  Ce  prin- 
cipe fclon  eux  confiue  dans  des  atmofphères  invinbles 
qui  pénètrent  la  fubilance  des  corps,  &  fe  répandent 
autour  de  leur  furface.  >'  Il  exifte  fans  doute  (  dit  le 
»  favant  Auteur  des  Inititutions  Neutoniennes ,  fécondé 
»  édition  y  pag.  2f  i ,  )  de  pareilles  atmofphères.  C'eft 
^  par  elles  que  deux  objeâifs  de  télefcope  font  foute- 
»  nus  l'un  au-defTus  de  l'autre  fans  fe  toucher  \  c'eft  par 
»  elles  qu'une  aiguille  {eche  y  un  très  -  petit  globule  de 
»  ntercure ,  furnagent  à  la  furface  de  l'eau ,  en  faifant 
»  dans  ce  fluide  ,  &  tout  à  l'entour  de  ces  corps  un 
»  creux  proportionné  à  leur  étend^  ou  diamètre  ««. 

Nous  fommes  bien  éloignés  d'attribuer  les  effets  dont 
nous  venons  de  faire  mention  à  de  pareilles  atmofphè- 
res ,  dont  rcxiftence  neft  nullement  prouvée.  (Il  ne 
s'agit  pas  ici  des  attrapions  qu'on  pouroit  attribuer  à 
l'éleAricité  ou  à  la  force  maenétique ,  nous  en  parle- 
rons dans  la  fuite  ).  Car  d'eu  viennent  ces  atmofphè- 
res ?  quelle  eft  leur  origine  ,  leur  nature  ?  Comment  agi{^ 
fent-elles  ?  d'où  tirent-elles  leur  force  ?  quelle  caufe  les 
retient  autour  des  corps  ?  ont-elles  du  mouvement ,  & 
d'où  leur  vient -il  ?  fi  elles  n'en  ont  point,  comment 
operent-cUes  ?  Voilà  des  queftions  auxquelles  je  ne  crois 
pas  qu*on  puifie  répondre  quelque  chofe  de  raifonnable, 
&  capable  de  faire  impreffion  fur  un  homme  fenfé  &: 
Un  ptu  inllruit. 

Dirons^ nous  qit'il  y  a  dans  les  corps  un  principe 
interne  qui  les  pouffe  \ts  uns  vers  les  autres  ,  ou 
qui  les  repouile  félon  les  différentes  occafions,  puif- 
qu'on  n'a  pu  jufqu'ici  trouver  aucune  ^  matière  qui 
prôduife  cet  effet  ^  J*aimerois  autant  dire  qu'il  ^  a 
(*n  pûqcipe  interoc  qui  produit  rirritabilité  des  fibres 
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d*un  corps  animé  ^  qui  affimile  les  alimens  aux  corps  des 
animaux  ,  qui  les  nourrit  &  les  fait  croître  ,  qui  ré- 
génère la  peau  des  plaies  ,  unit  les  vaiflfeaux  enfem- 
ble ,  reproduit  dans  certains  animaux  des  animaux  en- 
tiers par  le  moyen  des  parties  coupées  ,  qui  produit  la 
végétation  des  femences  ^  &  ce  qu'on  appelle  la  vie 
des  plantes ,  &c.  Quel  pouroit-être  ce  principe  interne? 
d'oà  tire-t'sl  Ton  origine  ?  quelle  eft  fa  nature  ?  qui  peut 
prouver  Ton  exiftence  ? 

i86.  Les  e(paces  célelles  dans  lefquels  les  planètes  & 
les  comètes  (ont  leurs  révolutions  font  un  vuide  prefque 
parfait ,  puifque  les  planètes  ni  les  comètes  ne  trouvent 
aucune  réfiftance  fenfîble  dans  leurs  mouvemens  de  la 

i^art  du  milieu  ou  efpace  qu'elles  traverfent ,  quoique 
es  comètes  fe  meuvent  du  Nord  au  Midi  ^  du  Midi  au 
Nord,  d'Orient  en  Occident,  &c.  D'où  il  fuit  que  Tat- 
traâion  qui  retient  les  corps  célefles  dans  leurs  orbites ,  ne 
peut  être  l'effet  de  l'impuluon  d'un  fluide  quelconque  C**^). 


(  *  )  Un  fluide  quelconque  ne  peut  agir  fur  les  corps  d'une 
manière  proponionnelk  à  leur  maffe^  puifqu*il  ne  peut  pas 
choquer  deux  parties  dont  l'une  feroic  au-dcflbus  de  Tautrej 
cependant  nous  favons  que  dans  le  vuide  de  Boyie  les  corps 
pefans  ou  légers  defcendcnt  avec  la  même  vîtciTe  ,  preuve 
cenaine  que  toutes  leurs  parties  font  pouflées  par  une  caafe 
qui  produit  le  même  effet  fur  chacune  d'elles.  Cette  cauCe 
n'cfl  donc  pas  un  fluide  ,  pas  même  un  fluide  difcret  , 
c*eft  -à  -  dire,  un  fluide  dont  les  parties  ne  fe  toucheroîenc 
pas  immédiatement  it  mathématiquement  les  unes  les 
autres ,  fluide  par  le  moyen  duquel  un  Phyfîcien  moderne 
prétend  vainement  expliquer  la  caufe  de  l^atrradlion  :  car 
un  tel  fluide  feroit  perdre  beaucoup  de  niouvement  aux 
planètes. 

En  tSéty  foit  t  la  terre  tranfportée  dans  fon  orbite  r  B  D  (flg. 
f  ;  i),  fi  comme  on  le  prétend  dans  ce  fydême  ,  il  y^a  un  fluide 
difcret  qui  tend  de. tous  côtés  vers  le  fofcil  S ,  &  q^i  retient 
la  terre  dans  fon  orbite  en  la  pouflant  continnellemenc 
vers  cet  aftre  ,  &  l'empêchant  de  fuivrc  la  tangente  r  A  , 
il  eft  vifîble  que  le  fluide  Ar,  at  doit  poufler  les  corps  ter« 
refhes  vers  la  terre  &  être  la  caufe  de  leur  pefanteur«  La 
terre  choque  donc  à  chaque  inftant  le  fluide  difcret  qui  tend 
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Qu'on  cherche  lanc  qu'on  voudra  >  qu'on  imagine 
des  fluides  de  toutes  les  efpèces  ,  élaftiques  ou  non 
^laftiques  ,  on  ne  prouvera  l'eiciftence  d*auciin  qui 
puifle  produire  les  phénomènes  des  attrapions  &  des 


vers  le  folcil  &  le  choc  fe  fait  félon  11  tangente  tA, 
c*efl:-à-dire  ,  dans  la  dircâ:ion  r  A  ;  donc  la  cetrc  doit 
continuellement  perdre  de  Ton  mouveruent ,  ce  qai  n*cfV  pas. 
Qu'on  ne  dife  pas  que  le  âuide  a  r  répare  le  mouvement  dé« 
truit  par  le  fluide  A  t  ;  car  quand  on  fupporcroit  aue  ces 
fioides  ont  des  vîcefles  égales  mais  oppofëos,  il  s'enUitvrort 
que  leurs  efforts  mutuels  Te  détruiroient  fî  la  terre  écoit  en 
repos;  mais  elle  perdra  de  Ton  mouvement  fi  elle  fe  meut 
dans  le  fcns  rA,  parce  qu'alors  allant  contre  la  dirc<Slioii 
au  fluide  A  réelle  doic  éprouver  beaucoup  de  tendance,  de  ma- 
nière que  fa  vîceflc  après  le  choc  de  Tun  &  de  l'autre  fluide  doit 
être  plus  petite  qu'auparavant.  Mais  pour  mieux  éclaircircé 
point ,  fuppofons  une  (cule  particule  de  la  terre  choquéc^ar  un 
leul  atome  du  tfbide  qui  va  félon  ladiredion  Ar,  tandis  qu'elle 
cfl  choquée  en  méme-tems  par  un  pareil  atome  du  fluide 
qui  va  félon  la  direé^rion  â  r ,  &  foit  uippofée  la  vîtcfTe  de  la 
particule  terreftre,  dont  on  vient  de  parler,  félon  la  direc- 
tion r  A,  exprimée  par  l'unité,  la  vîtefle  des  arômes  cho- 
quans ,  étant  (\  l'on  veut ,  exprimée  par  loo  (  on  peut  employer 
un  nombre  plus  grand  fî  celui-là  ne  plaît  pas  ,  le  raifonnemcat 
fera  toujours  le  même),  fuppofons  de  plus  que  la  particule 
terreftre  choquée  eft  de  même  maflc  que  chacun  des  atomes 
choquans.  Par  les  loix  du  mouvement  ,  après  le  choc  de 
l'arôme  a ,  la  particule  terreftre  aura  une  vîtcflc  expri- 
mée par  la  fomme  des  deux  mouvemcns  loo  &  i  de  l'atome 
&  de  la  particule  terreftre ,  diviféc  par  la  fomme  des  ma/Tcsi 
ainfî  en  fuppofant  que  la  particule  terreftre  &  l'atome  font 
rcpréfcntés  chacun  par  l'unité  de  roafle  ,  ce  mouvement 
fera  ==  ~ ,  &  confîdéranc  l'atome  &  la  particule  terref- 
tre ,  comme  ne  faifant  plus  qu'une  même  molécule ,  cette 
molécule  aura  un  mouvement  s=  loi.  L'atome  A  =  i, 
qui  a,  en  fens  contraire,  un  mouvement  =r  loô  ,  choquera 
cette  molécule  avec  une  vîteflc  <»  loo  ^  Se  après  le  choc 

Tome  V.  * 
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xépuliions ,  &  qui  en  même-tems  ne  fafle  aucune  ré- 
fiftance  du  moins  fenfible  aux  mottvemcns  des  planètes 
&  des  comètes.  Au  contraire  tout  nous  porte  a  croire 
que  ractraâion  &  la  répulfion  dépendent  d'une  loi  im- 
médiate de  la  nature  .  par  laquelle  le  Créateur*  auroie 
établi  que  les  particules  des  corps  s'atttreroient  ou  fe 
repoufTeroient  d'une  manière  dénendante  de  la  diftan- 
ce  qu'il  y  auroit  entr^lles.  i^»  On  ne  peut  fans  abfur- 
dire  nier  que  le  grand  Etre  ah.  pu  établir  une  telle  lor. 
z^.  Un  grand  nombre  de  phénomènes  qu'on  a  rapportés 
ci-deffiis.  :$^.  La  loi  de  continuité,  qui  ne  permet  pas  qu*utt 
corps  qui  va  en  choquer  un  autre  ,  arrive  jufques  à  lui^ 
avec  toute  fa  vitefle  &  qu'il  y  ait  un  contaû  mathé- 
matique ,  prouvent  fufifammerft  que  les  corps  agiflent  les 


la  vîtcflc  commune  fera  =»  iSiri^i.»!  •  c*cft-à-dire, 
que  la  particule  tcrreftre  n*aara  plus  que  le  tiers  de  la 
vîtcfTe  quelle  avoit;  de  forte  qu'à  chaeue  inftant  la  terre 
»cr(jr«ir  les  j  de  Ton  mouvement  annuel ,  q^  qui  cft  contre 
lobfervation.  De  plus  que  deviendront  les  atomes  çhoquans 
après  le  choc?  relieront- ils  unis  à  la  terre  ^  dans  ce  cas 
comme  chaque  particule  de  la  terre  doit  être  choquée  à  cha- 
que  moment  par  tm  atome  é^stl  «  autrement  la  pefanteur  des 
corps  ne  fauroit  être  proportionnelle  à  la  malTe ,  notre  globe 
feroit  déjà  d'un  volume  immenfe  6c  il  croitroît  continuel- 
lement ,  ce  qui  eft  encore  ct>ntre  robfcrvation.  Dira  t-on 
que  les  atomes  du  6uide  choquant  font  élaftîques  &  ont  un 
xedort  qui  les  fait  réHexir  ?  d*oti  vient  ce  reuort  ?  d'ailleurs 
en  fe  réflexiiïant  ils  feroient  choqués  de  nouveau  par  .ceux 
qui  les  fuivent ,  &  il  y  aureit  une  confufion  inexprimable 
dans  ces  chocs  continuels  6c  réitérés.  D*un  autre  c6té  quelle 
preuve  a- t-on  qu'il  exifte  dans  la  nature  une  fi  grande 
quantité  d*atômes  en  mouvement ,  &  que  ces  atomes  opt  tcut 
diredlion  vers  notre  fydéme  comme  vers  un  centre  ? 

Le  fyflémc  du  fluide  difcret  dont  on  vient  de  parler  fup- 
pofe  de  rimagmation  dans  celui  qui  Fa  trouvé;  mais  nous 
demandons  des  preuves  &  non  une  pure  hypotEèfe ,  qui  » 
même  en  l'admettant  )  ne  ponrroit  fatisfiice  »  aux  phénomc* 
Bcs  de  la  nature» 
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uns  fur  les  autres  y  qu'ils  s'attirent  &  Te  repouflent  fans 
fe  toucher  ipathématiqiiement.  Dieu  a  donc  voulu  qo'i 
telle  didance  une  particule  de  matière  en  attirât  une 
ftmblable ,  &  qu  à  une  dilbnce  différente  il  y  ^ât  une 
répulfion  au  lieu  d'une  att^adion.  Cherchons  maintenant 
s'il  eft  pof&ble  y  félon  quelles  loix  les  corps  s'attirent  oa 
fé  repoulTent. 

187.  J  E  remarque  d'abord  que  fi  une  particule  de 
matière  oue  je  déiignerai  par  a  (  fig.  1^3  )  attire  ou  re- 
poufle  y  la  particule  à  égaie ,  celle  -  ci  à  fon  tour  doit 
attirer  ou  repoufler  la  particule  tf.  Car  par  la  même 
raifon  que  a  attire  ou  repoufle  b  y  h  doit  aufli  attirer 
ou  repoulTer  a  \  'de  forte  que  Tattraâion  &  la  répul- 
fion  doivent  être  réciproques  entre  les  parties  de  la 
matière  >  &  par  conféquent  entre  les  corps  compofcs 
de  ces  particules. 

En  fécond  lieu ,  fi  l'on  fuppofe  la  particule  c  égale 
&  fituée  tout  auprès  de  la  panu:ule  41,  de  manière  q]u'oa 
puifle  fans  erreur  aifignable ^  confidérer  les  lignes  €b ^ 
ab  conmie  coincidentes  &  tien  faifant  qu'une^  il  eft 
vifible  que  chacune  des  particules  a^  c  exerçant  une 
égale  force  d'actraâion  fur  la  particule  h ,  celle-ci  doit 
s'approcher  deux  fois  plus  vite  d^s  particules  a^  e 
que  les  particules  ^  &  c  ne  s'approchent  de  b.  Ainfi 
r^ttraâion  (  &  il  en  de  même  de  la  répulfion  )  eft 
proportionnelle  à  la  mafTe  attirante, c'eft-à-dire,qtrune 
mauè  attire  par  toutes  fes  parties  »  &  l'attra^ion  eft  la 
fomme  des  attraâions  de  toutes  les  parties  >  de  même 
l'attraâion  eft  proportionnelle  à  la  mafte  attirée ,  puif- 
que  toutes  les  parties  de  cette  maffe  font  attirées.  Mais 
il  peut  fe  faire  que  l'attraâion  d'une. mafle  double  ne 
foit  pas  double  de  celle  d'une  maife  fous-double  j  parce 
oue  les  parties  attirées  de  cette  mafle  étant  inégalement 
difiantes  des  parties  attirantes  d'une  autre  maffe  ^  l'at* 
traâion  de  cnaque  partie  ne  fera  pas  la  même.  Ainfi 
quand  on  dit  que  l'attraâion  eft  proportionnelle  aux 
maftes  attirantes  &  aux  maffes  attirées ,  cela  doit  s'en* 


)  qu  en  fuppofant 

fuive  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des  diftances ,  c'eft<* 

i-dire  qu'en  fuppofant  que  l'attradion  foit  d'auunt  pbis 
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petite  que  le  quatre  de  la  diftance  eft  plus  grand ,  ces 
globes  s'attirent  de  la  même  mameee  que  fi  toute  leut 
matière  étoit  réunie  à  leur  centre. 

i8S.  Lorsqu'il  s'agit  des  grandes  diftances  Pat* 
traâiou  fuit  à  peu-près  la  raifon  inverfe  ou  renverfée 
des  quartés  des  didances.  En  effet  i|  eft  vifible  que  la 
Lune  ne  peut  tourner  autour  de  la  Terre  à  moins  qu'elle 
ne  foit  attirée  vers  la  Terre.  Ainfifi  T  (fig.134)  re- 
préfente  la  Terre ,  A  repréfentant  la  Lune^  il  eft  évî* 
dent  que  fi  rien  ne  poufloit  la  Lune  vers  la  Terre ,  la 
Lune  .fuivroit  la  tangente  AB  de  fon  orbite^  mais  au 
contraire  fi  la  Lune  eft  pouflfée  par  deux  forces  l'une 
félon  -^  B  (  ç'eft  la  force  tangentielle  ) ,  l'autre  félon 
A  M  (  c'eft  la  force  avec  laquelle  la  Terre  attire  la 
Lune  ^  force  qui  agit  continuellement  )  ,par  l'aâion  corn- 
pofée  de  ces  forces,  la  Lune  décrira  lare  A  m,  qu'on 

S^eut  y  fi  l'on  veut ,  confidérer  comme  la  diagonale  du  paral- 
èlogramme  A  B  m  M.  Or  les  Géomètres  démontrent  que 
la  ligne  B  m^  ou  fdn  égale  A  M  qui  exprime  Tattrac* 
tîon  de  la  Terre  eft  à  peu-près  de  1  y  pieds ,  lorfqu'il 
s'agit  d'un  arc  A  m  décrit  par  la  Lune  dans  une  minute 
de  tems.  En  effet  la  Lune  faifant  fa  révolution  en  27  jours 
yheures  4^  minutes  à  peu*  près»  fi  on  réduit  tout  en  minutes, 
&  qu'après  avoir  multiplié  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence d'un  grand  cercle  de  la  Terre  par  60  (  parce  que  le 
rayon  de  i  orbite  lunaire  eft  à  peu -près  60  foi«  plus 
grand  que  celui  de  notre  globe  ) ,  on  divife  le  produit 
par  le  nombre  des  minutes  du  tems  de  la  révolution 
lunaire,  on  aura  Tare  A  m  décrit  dans  une  minute. 
Maintenant  ayant  tiré  les  cordes  A  m ,  m  ^ ,  &  Ter- 
donnée  m  M ,  il  eft  vifible  {par  la  propriété  du  triangle 
reâangle  ) ,  que  A  M  «  m  B  eft  égde  au  quarré  de  la 
corde  A  m  ou  de  l'arc  A  m  qui  (e  confond  fenfible- 
ment  avec{  cette  corde ,  divifé  par  M  ^  =  A  ^  ^  car  ces 
quantités  différent  fort  peu  l'une  de  l'autre.  Si  l'on  fait 
cette  divifion  on  trouvera  environ  i  f  pieds  au  quotient. 
Mais  auprès  de  la  Terre  un  corps  décrit  dans  une  fé- 
conde par  la  force  de  l'attraâion  de  la  Terre  un  efpace 
X  d'environ  i  f  pieds ,  Se  félon  ce  qu'on  a  dit  ci  defius  (i  1 5), 
le  même  corps  décriroit  dans  .une  minute  ou  60  fécon- 
des, un  efpace  5600  fois  plus  grand  y  parce  que  les  efpa- 
ces  parcourus  par  la  caufe  de  la  gravité  (  c'cft  la  même 
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chofe  que  TattraAion  )  font  auprès  de  la  Terre  dans 
Je  rapport  des  quarrés  des  rems ,  &  eue  5600  eft  le 
quarré  de  60 ,  i  étant  le  quatre  de  i .  Or  en  confidé* 
fant  l'orbite  lunaire  comme  un  cercle  y  ce  qui  eft  per» 
mis  ici ,  fon  rayon  fera  à'  peu -près  <So  fois  aulB  grand 
que  celui  de  la  Terte  ;  donc  les  efpaces  que  la  Lune 
éc  un  corps  (itué  auprès  de  la  furface  de  la*  Terre  par- 
Couroient  en  allant  vers  le  centre  de  la  Terre  ,  fuivent 
à  peu-près  la  railbn  invçrfe  des  quarrés  des  diAances 
par  rapport  a  ce  centre.  Ainfi  dans  les  grandes  diftau- 
ces  Tattraâion  fuit  à  peu -près  la  raifon  iiiverie  des 
quarrés  des  diftances. 

189.  La  n^ême  chofe  n*a  pas  lîev  dans  les  pérîtes 
diftances.  Car  nous  avons  remarqué  ci-devant  (iSo) 
que  certains  rayons  de  lumière  (  fig.  131)  étoient  at- 
tirés &  lel  autres  repoufles.  Le^  rayon  £  h  n*eft  ni  attiré 
ni  repoulTé  non  plds  que  le  rayon  E  L  ,  mais  tous  ceux 
qui  (ont  ^ntre  ces  deuf-U  font  repoufles  ^  tous  ceux  qui 
paflent  entre  le  tranchant  S  &  le  rayonE  A  étant  attirés. 
jDonc  dans  les  petites  diftances  la  répulfion  peut  fuc- 
céder  à  l'attraâion.  Mais  il  y  a  un  point  mitoyen ,  au- 
quel  il  n'y  a  ni  attraâion  ni  répulfion.  D'un  autre  côté 
parce  que  les  corps  ne  parviennent  pas  au  conta<ib  mathé- 
matique par  les  principes  de  la  loi  de  continuité  (  17J  ), 
il  doit  y  avoir  une  répulfion  par  rapport  aux  rayons  E  jr  qui 
2roientra(èrle  tranchantS;  maisces  rayons  étant  en  petic 
nombre  j  ils  ne  pourront  faire  une  impreffion  iûfHfante 
fur  les  yeux  pour  être  apperçus.  11  doit  auffi  y  avoir 
entre  les  rayons  Ejc  &  ED  un  point  dans  lequel  il 
fie  fc  faffe  m  attraâion  ni  répûWon .  &  s*il  y  a  un-rayon 
qui  pafle  par  ce  points  il  doit  fuivre  fa  diredliK>n  fans 

*  fe  détourner  à  droite  ni  à  gauche  i  mais  parce  ou'un 

*  feul  rayon  ne  peut  fuffifamment  ébranler  l'organe  de  la 
vue^  on  ne  l'appercevra  pas.  Cependant  dira-t-on  peut- 
être,  on  apperçoit  le  rayon  E  A  qui  cft  un  rayon  fimple* 
Le  rayon  Eh  eftun  rayon  compofé  de  plufieurs  autres 
dont  celui  du  mîKen  ne  change  pas  de  dire^on ,  tan- 
dis que  lés  collatéraux  de  droite  Se  de  gauche  chan- 
gent de  direâion ,  mais  d'une  manière  infenfible  ,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  par  rapport  au  rayon  qu'on  fuppoferoic 
pafler  entre  les  rayons  E'x  &  E  D. 

190.  Poun  fe  former  une  idée  plus  claire  de  la  loi 
Tme  V.  O  o 
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des  forces  attraâtves  &  r^pulfives  ;  ou  plutôt  de  la 
force  unique  naturelle  avec  laquelle  les  corps  agifleot 
les  uns  fur  les  autres  &  qui  félon  les  diltances  de- 
vient  attraâive  ou  rénulfive  ,  fuppofons  une  courbe 
DEFGHKMOQSTV(fig.i}5)  rapportée  à  la  ligne 
A  R  que  nous  apellerons  l'axe  de  la  courbe,  de  manière 
qu'en  menant  des  perpendiculaires  (  à  cet  axe  )  termi* 
nées  à  la  courbe ,  telles  que  â/^^^r,  ^ i<,  &c.  que  nous 
appellerons  ordonnées,  &  prenant  le  point  A  pourlo* 
rigine  des  abfciffes  Aa ,  Ah  y  Ad ^  &c.  comprifes entre 
l'origine  ^  Se  les  différentes  ordonnées ,  les  points  de 
matière  fîtués  à  des  diihnces  exprimées  par  ces  abfcif- 
fes s'attirent  ou  fe  repouffent  avec  une  force  défignée 
par  les  ordonnées  correfpondantes.  Mais  pour  di&in- 
guer  les  répulfions  des  attrapions,   nous  fuppoferons 

3ue  les  ordonnées  ag^^  {f,  &c.  (*)  élevée? au-deflfus 
e  l'axe  &  que  nous  appellerons  ordonnées  pofitives» 
défîgnent  les  répulfions^  tandis  ciue  les  ordonnées  hd, 
i/,  &c.  menées  en  fens  contraire  »  c'eftà-dire  en-def- 
fous  de  Taxe  (  &  qu'on  nommera  ordonnées  négatives  ) 
indiquent  les  attrapions.  Cela  pofé ,  puifque  dans  les 
grandes  dillances ,  l'attraâion  fuit  i  très-peu-près ,  la 
raifon  renverfée  des  quarrés  des  didances ,  nous  pour- 
rons fuppofer  que  l'arc  Tp  V  a  des  ordonnées  pa,  iy, 
&c.  qui  diminuent  comme  les  quarrés  des  abfciflesAo, 
A  V  augmentent  ;  mais  parce  que  les  corps  ne  peuvent 
pas  parvenir  au  contaft  immédiat,  la  répt^fion  doit  de- 
venir d'autant  plus  grande  que  les  corps  (e  rapprochent 
davantage ,  afin  d'empêcher  le  contaâ  mathématique  en 
détruifant  la  plus  grande  viteflfe  naturelle  que  les  corps 
puiflent  acquérir.  Il  pourra  donc  fe  faire  que  très-près 
du  contaâ ,  à  la  diilance  défignée  par  A  tf ,  la  répulfion 
exprimée  par  ag  foit  exce/fivement  grande  &  la  répul- 
fion ira  encore  en  augmentant  lorfque  l'abfcifie  fera 
plus  petite  que  A  a ,  de  manière  que  les  corps  éprouvant 


(  ^  )  On  doit  imaginer  une  infinité  d*ordono^es  dooc 
chacune  correfpond  à  un  pbint  de  la  courbe  ,  les  odcs 
pofitives ,  les  autres  négatives  >  *de  manière  qu'il  n*y  aie 
aucun  point  de  la  courbe  qui  n'ait  fon  ordonnée. 
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des  répulfions  qui  vont  toujours  en  croiiTant  excefiSr* 
vement,  elles  les  empêcheront  dti  parvenir  au  contaâ. 
mathénoatique  avec   un  autre  corps  i  mats    aux  points 
Ç,  G,  1 ,  1-,  N,  P,  R  les  ordonnées  pofitivcs  &  nér» 
gatives  étant  égaies  à  zéro    il  n'y  aura  ni  répulfion  ni  ai* 
traâîon.  Entre  .  le  point  E  &  le  point  G  >  la  'courbe 
n'ayant  que  des  ordonnées  négatives  ,  deux  points  de 
inatiere  mués  Tun  en  A  &  l'autre  «n  '  s'attireront  av«e. 
une  force  il  y  ainfi  ils  s'approcheront  Tun  de  l'autre  par 
un  mouvement  qui  ira  toujours  croiilant  jufqu^à  ce  que 
leur  diilance  foit  repréfentée  par  AE  )  car  dans  tous 
ies  points- compris  entre  G &E,  la  force  attractive  dé» ' 
fignée  par  l'ordonnée  correfpondante  ,-  poufle  ces  points 
l'un  vers  l'autre  ;  ain&au  point  A,  la  force  kd  fe  communi- 
quant à  la  vîteffe  avec  laquelle   les  corpufciiles  s'ap* 
prochoient  déjà  l'un  de  l'autre,  augmentera  cette  vitene.v 
Lorfque  la  diilance  fera  égale  à  rabfcifle  AE,  l'attrac- 
tion rera=o,  cependant  les  points  continueront  de  s'ap* 
prôcher  en  vertu  du  mouvement  acquis  3  mais  la  fonce 
r^pulfive  venant  a  agir  continuellement  retardera  d'a« 
bord,  arrêtera  enfuite  le  mouvement  &  enfin  repou(^ 
fera  les  points  qui  fe  raporocberout  par  la  force  attrac- 
live  comme  la  première  fois,  &  fe  repouflcront  enfuite  ,* 
de  manière  qu'ils  feront  des  ofcilhtions  en  s'approchanc 
&  en  s'éloignent  alternativement  :  mais  fi  la  diftance 
AGeftinfcnfible,  les  ofci Hâtions  feront  infenfibles^  &* 
l'on  ne  pourra  les  obferver. 

'  Si  deux  points  de  matière  fe  trouvent  à  la  difiançe 
A  m  corefpondapce  à  un  arc  GHI  répulfif,  ils  fe^rc-. 
poufferont  &  parviendront  à  la  diftance  AI  avec  uiie. 
forcé  égale  i  celle  qui  eft  repréfentée  par  la  fomme 
des  forces  répulfivcs  correfpondantes  à.  la  partie  ml  de 
r^ixc 
pàce 


orcc5  rcpuiiivcb  corrcipQiKiîiuio.  «.  la  partie  Tniae 

,  c*eft-à-dire  avec  une  force  repréfentée  par  l'ef- 
mnHÎ  C"^).  PaiTant  enfuite  à  une.  diftance  plus 


(  *  )  Si  on  conçoit  que  chaque  ordonnée  fituée  entre  m 
&  I  a  une  largeur  infintmenc  petite  ^  la  fomme  de  ces  or- 
données ou  la  fomme  des  forces  répulfives  correfpondantes 
à.  m  I  ,  fera  repréfentée  par  l^efpace  mnHl  ,  '  compris 
entre  la  pafcie  .de  l'axe  .»  I  ^  TordoDuée  mn  èi  Tare  a  H I. 
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Kande  que  A I ,  ils  s'attireront  mutuellement  s  mais  fi 
fpace  ou  l'aire  I K  L  eft  moindre  que  m /i  UI  ^  la  force 
qui  vendra  à  les  faire  approcher  ne  pourra  pas  détruire 
tout  leur  mouvement  répuliif ,  ils  pafferont  dans  u» 
nouvel  arc  répulfif  •  L  M  N  ,  &  enfuite  dans  Tare  at- 
traâif  fuivant.'  Si  Ttire  comprife  entre  cet  arc  &  Taxe 
ctt  plus  grande  que  la  force  accumulée  de  répulfion  avec 
lai^lie  les  cornufcules  ou  points  matériels  ont  fran- 
chi la  diltance  À  N  >  ils  ne  pourront  franchir  cet  arc  ; 
mais  ils  (eront  attirés  de  nouveau  Tun  vers  l'autre.  Si 
cette  aire  et^  juftement'^ale  au  mouvement  de  répuU 
lioft  qu'ils  avoient  à  la  diftance  A  N ,  lorfqu'ils  feront 
arrivés  en  P;  te  mouvement  fe  trouvant  entièrement 
détruit,  les  corpufcules  s'arrêteront  â  cette  limite.  Si 
cette  aire  elt  moindre  que  le  mouvement  dont  on  vient 
déparier ,  les  corpufcules  franchiront  la  diftance  A  P en- 
treront dans  Tatc  répulfif  P  Q  R ,  &  enfuite  dans  Tare 
attraâif  R  S  T  V.  On  voit  par  là  qu'il  y  a  deux  efpeces 
de  Kmites ,  j'appelle  iimire  dt  cokéfion ,  celle  dans  laquelle 
la  diftance  augmentant ,  la  force  attraâive  tend  à  rap<* 
prêcher  les  points  ,  &  limite  dt  non-cok^fion  ,  celle  dans 
laquelle  k  diftance  venant  à  augmenter  la  force  répulu- 
ve  ^git  pour  éloigner  davantage  les  points. 

191.  De  Ce  qu  oD  vient  de  dire  il  fcmble  fuivre  que 
deux  points  de  matière  ne  peuvent  parvenir  à  un  con- 
taâ  Immédiat  &  mathématique  &  que  par  conféquent 
les  élémens  des  corps  ou  leurs  parties  primitives  font 
iiVdivifibles  &  iimples.  On  [{ourrôit  cependant  dire  que 
les  élémens  ou  les  parties  primitives  dent  les  corps  font 
compofés  ont  une  très-petire  étendue ,  ât  que  les  feix  de 
la  répulfion  n'ont  lieu  qu'entre  ces  élémens  &  non  entre 
les  particules  mêmes  de  l'affemblage  defquelles  réfultent 
ces  mêmes  élémens  >  de  manière  qu'entre  ces  élémens  & 
non  entre  les  particules  mêmes  de  Taffemblage  dtfquelles 
réfultent  ces  mêmes  élémens  ,  il  y  a  feulement  des  forces 
attraélivc^  Se  non  des  forces  répulfives.  Il  eft  vrai  que 
iieon  fuppofoit  qu'une  panicule  fituée  au  milieu  ^na 
élément  fût  anéantie ,  les  autres  particules  étant  fup- 
pofées  réparées  par  cette  opération  s'approcheroient  par 
leur  force  attraûi ve  &  fe  choquerosent  de  manière  que  la 
loi  de  continuité  feroic  vielée  >  mais  on  peut  répondre^ 
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i^.  que  cela  ne  peut  fe  faire  naturellement,  Se  qu'il  ne 
s'agit  ici  que  des  effets  naturels,  i^.  Que  fi  on  {upppCojtt 
au£  que  Dieu  détruife  la  force  répulfive ,  la  même  loi  de 
continuité  feroit  violée  dans  le  choc  des  corps.  3^.  Que 
rien  n'empêche  de  dire  que  Dieu  ait  établi  deux  efpe- 
ces  de  conéfion ,  l'une  entre  les  élémens  des  corps  ,  8c 
l'autre  bien  différente  entre  les  p;irticules  mêmes  de  ces 
élémens. 

Il  faut  cependant  convenir  qu'il  eft  difficile  de  prouver 
Gue  les  premiers  élémens  de  la  matière  font  étendus  & 
divifibles  ;  car  il  n'exiile  aucune  partie  de  matière,  qu'on 
la  fuppofe  Ample,  déterminée  ou  indéterminée  qui 
exige  1  exiftence  d'autres  parties  voifines  &  hors  d.elle  5 
ainli  rien  n'empêche  de  dire  que  les  élémens  des  corps 
nefe  touchent  pas,  qu'ils  font  placés  à  certains  diiian^ 
ces  les  uns  ^  des  autres  &  retenus  par  .  des  forces  at- 
traâives  qui  les  empêchent  de  s'éloigner ,  tandis  que  les 
forces  répulfives  les  empêchent  de  s'approcher  les  unes 
des  autres  (^). 


(^)  Les  anciens  SchoIafl:iques,aa  lieu' de  donner  l'expli- 
cation &  la  caufe  d'un  effet  ou  d'an  phénomène,  Hifbienc 
fouvent  qa*un  tel  effet  étoit  produit  par  une  caufe  intrinfèque 
propre  à  un  tel  corps  ,  fans  prouver  d'ailleurs  rexiftencede 
cette  caufe  :  &  c'ed  ce  qu*on  appelle  une  qualité  ocuite. 

Quelqu'un  pourroit  ôbjeâ:er  contre  la  théorie  qu'on 
vient  d'établir ,  que  les  forces  mutuelles  avec  lefqueiles  nous 
faisons  agir  les  corps  les  uns  fur  les  aurrcs,  font  des  qualités 
occultes,  &  qu'elles  établiifent  une  aâion  entre  des  corps 
éloignés  les  uns  des  autres.  Mais  nous  ne  prétendons  pas 
qu'un  corps  agilTe  fur  l'antre  par  une  force  qui  lui  fait  par* 
ticuliere,  nous  voulons  dire  feulement  que  Dieu  en  créant 
cet  univers  vifible  ,  a  voulu  que  les  corps  fuifent  détermi- 
nés à  s'approcher  ou  à  s'éloigner  les  uns  des  autres,  félon 
ott'iis  fe  trouvcroienc  plus  ou  moins  diftants.  Ce  font  cet 
déterminations  qui  font  les  effets  de  la  loi  des  forces  ré^^ 
paliives  &  attraâives  que  les  corps  exercent  les  uns  fur  les 
autres.  Or,  ces  déterminations  ne  font  pas  des  qualités  oc* 
cuites  :  chacun  comprend  ce  que  c'eft  que  s'approcher ,  s'é^ 
loigacr ,  oa  reflet  dans  la  même  place.  Aiofi  la  loi  des  forces 
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191.  Parmi  les  Phénomènes  qu'on  peut  eipliquer  par 
les  principes  de  Pattraâion ,  on  doit  compter  celui  des  tu- 
bes capillaires  qui  a  tant  exercé  les  Phyficîens  moder- 
nes. Si  l'on  plonge  un  tube   capillaire  de  verre  dans 


que  nous  admettons  ne  peut  être  mifc  au  rang  des  qualité^ 
occultes,  ou  des  qualités  &  des  propriétés  donc  on  n*a  aucune 
idée  diftinâ:e.  D'ailleurs  )e  voudrois  bien  qu'on  me  dît  de 
bonne- foi  (î  Ton  comprend  bien  comment  un  corps  pourroic 
agir  fur  un  autre  corps  &  lui  communiquer  du  mouvement 
par  un  contaéb  mathématique ,  &  comment  par  le  moyen  d*oa 
tel  contadt  le  mouvement  peut  pafl'erd*un  corps  dans  unaorre. 
Si  l'on  dn  que  cela  efl  ainfî  ,  j'avoue  que  je  n'ai  pas  aiTcx 
de  pénétration  pour  le  comprendre  ,  8c  qu'il  n'efl  pas  pro-^ 
bable  que  le  même  mouvcmeiu  qui  n'eft  qu'une  modifi- 
cation d'un  corps,  puiffe  devenir  la  modification  d'un  antre 
corps.  Si  l'on  die  que  lorfqu'nh  corps  en  choque  un  autre. 
Dieu  pour  éviter-quc  les  corps  ne  Ce  pénétrent,  c'ett-à-dirc, 
n'occupent  le  même  lieu,  détruit  une  partie  du  mouvcrocnc 
dans  le  corps  choquant  8c  qu'il  en  donne  au  corps  choqué; 
pourquoi  ne  voudroit-on  pas  aufll  que  pour  éviter  la  pcné« 
traciou ,  aufll  bien  que  pour  maintenir  la  loi  de  continuité  ^^ 
Dieu  dctruife  du  mouvement  dans  le  corps  choquant  avant 
qu'il  touche  immédiatement  Se  machémaciquement  le  corps  ■ 
choqué. 

On  fturoit  tort  aufTi  de  prétendre  avec  le  favant  Eole^ 
que  la  force  d'inertie  elt  incompatible  avec  l'attrac* 
cion  ^  &  qu'un  corps  qui  eft  doué  de  la  force  d'inertie  ne 
peut  avoir  en  même-tcms  la  force  actraâive,  comme  un 
corps  qui  efl  déjà  teint  d'une  certaine  couleur,  ne  peut  pas 
en  même-tcms  avoir  d'autres  couleurs.  Car,  un  corps  efl  (uf- 
cepcible  de  plufîeurs  forces  partielles ,  il  eft  fnfccptible  de 
la  force  d'inertie  Se  de  la  force  atrraélive ,  8c  ces  deux  forces 
ne  s'excluent  pas  mutuellement.  En  effet  «  un  corps  Aréfifle 
à  {on  changement  d'état  par  Ton  inertie ,  mais  cela  n'em- 
pêche pas  qu'il  ne  puifTe  attirer  un  antre  corps  B  par  la  force 
attraélive.  Cela  n'empêche  pas  non  plus  qu'il  ne  puiffe  être 
Attiré  par  un  autre  corps  $  parce  que  le  corps  A  n'eft  pas  attiré 
vers  le  corps  B  par  110  principe  ou  force  iotriorcque  au  corps 
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Teau  y  il  prend  la  place  d'un  égal  volume  de  fluide  $ 
mais  parce  que  les  parties  du  verre  ont  plus  de  den- 
fité  &  de  force  attradive  que  celles  de  Teau  ,  les  par- 
ticules d'eau  qui  fe  trouvent  précifément  au-deflbus  du 


A.  Suppofbns  un  corps  A  en  moùTcment  oa  en  repos  i  l'iner- 
tic  cmpêchc-t-clle  qu'on  ne  puifTc  le  tirer  par  l'aàion  d*uoe 
caufc  cxtrinfcqae,  d'une  corde  ,  par  exemple  ?  je  ne  croîs 

J>as  que  perfonne  ofc  le  dire.  Mais  un  corps  qui  a  une  cou* 
eur  déterminée  ne  peut  avoir  en  méme-tcms  une  couleur 
dîfFércntc  comme  cela  cft  évident;  auffi  l'on  ne  peut  com- 
parer lisi  force  d'inertie  aux  couleurs  des  corps,  ni  prétendre 
que  comme  une  couleur  exclud  l'autre  dans  le  même  corps, 
la  force  d'inertie  cxclud  la  force  attraélivc.  Il  faudroit  pour 
cela  que  la  force  d'inertie  fut  la  colleélion  de  toutes  les 
forces  que  peuvent  avoir  les  corps ,  ce  qui  n'cft  pas. 

J'avoue  qu* il  y  a  encore  beaucoup  de  chofes  inconnues 
dans  la  loi  des  forces  que  nous  admettons ,  comme  le.  nombre 
des  interfeélions  de  la  courbe  des  forces  avec  Ton  axe ,  la 
forme  Se  la  grandeur  des  arcs  intermédiaires  repulfif  6c  at- 
traâif.  Ce  (ont  là  des  chofes  qui  furpaifeut  de  beaucoup 
les  forces  de  l'intelligence  humaine,  &  dont  l'Etre  fupréme 
fembje  s*ctre  réfcrvé  la  connoifTance.  Mais  cela  ne  détruix 
pas  ce  que  nous  avons  déjà  avancé,  &  l'on  ne  doit  pas  rer 
jetter  ce  qui  efl  clair  à  caufe  de  ce  qui  eft  obfcur. 

En  comparant  cette  théorie  avec  les  Pbyfiques  les  plus 
accréditées  &  les  plus  eflimées  en  France ,  on  conviendra 
fans  peine  que  la  théorie  des  forces  attradives  &  répulfives» 
donne  une  facilité  admirable  pour  expliquer  des  pbéBomé* 
nés  dont  on  ne  fauroit  rendre  aucune  taifon  fatisfaifante, 
en  admettant  l'iropulfion  immédiate  &  mathéroatix^ue. 

Qu*on  ne  dife  pas  que  dans  cette  théorie  des  forces  que 
nous  admettons ,  on  commet  le  faut  que  nous  voulons  évi- 
ter, &  que  le  paHagc  de  l'attraâion  à  la  répulHon  fe  fait 
par  un  faut  :  ceux  qui  feroient  une  telle  objedion  ne  corn- 
prendroient  nullement  en  quoi  confiée  cettç  famcufe  loi 
de  continuité  de  laquelle  nous  avons  parlé  ci  -  deifus^ 
Le  faut  que  nous  voilRons  éviter  par  cette  théorie  , 
coafifte  en  ce  que  l'on  paifcioit  d'une  grandeur  à  l'autre , 
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tube  font  attirées  vers  le  haut  plus  qu'elles  ne  l'étoienc 
quand  au  lieu  du  verre  il  ny  avoit  que  de  Teau  ;  ainfi 
la  colonne  d'eau  qui  répond  à  l'ouvefture  du  tube  eft 
foulevée  par  Tattraûion  du  tube^  de  manière  qu'elle 


fans  pafTer  par  les  quantités  inrcrmédiaires.  Cela  n'jirriv'e 
pas  dans  notre  théorie ,  fclon  laquelle  en  prenant  une  force 
j:t'pul(îvc  f\  petite  que  Ion  voudra,  &  une  force  attraâive 
quelconque  déterminée  ^  il  y  a  toujours  entr'el les  toutes  les 
forces  répuifivcs  moindres  jufques  à  7éro  ou  l'on  a  une  dé* 
tcrmi nation  à  coqfervcr  l'état  précédent  de  repos  on  de 
mouvement  uniforme  en  ligne  droite;  &  enfuite  depuis  zéro 
jufqu'à  la  force  attradive  déterminée  dont  on  vient  de 
parler  ,  fuccèdent  des  forces  attractives  intermédiaires. 
C'efl  ainH  qu'on  va  de  la  force  répulfive  mn  à  la  force 
attradive  //  ,  en  pafTant  par  les  forces  répulsives  intermé- 
diaires qui  fe  trouvent  entre  m  &  G ,  où  la  force  répulfîve  efl 
^éro  $  depuis  G  jufques  en  i  on  trouve  les  forces  artraébivcs 
intermédiaires  qui  empêchent  le  faut  dont  il  eft  parlé  dans 
lobjeélion.  On  ne  peut  pas  dire  non  plus  que  Ton  pafTe  da 
dernier  degré  de  répulfîon  au  prjrmier  degré  d*attradion 
immédiatement  8c  par  un  faut  ;  car  on  paffe  par  un  degré 
intermédiaire  zéro  dans  lequel  il  ny  a  ni  artraâion  ni  ré- 
^Ifion.  Mais  je  demande  s*il  y  a  un  degré  d'attraé^ioii  pre- 
mier ou  dernier,  s*il  y  a  une  ordonnée  mn  (i  petite  qu'elfe 
foie  qui  foit  la  première  ou  la  dernière  ou  la  plus  petite  d'nn 
arc  répalfif  ?  Etant  donnée  une  force  répulHve  fi  petite  qu'elle 
foit,  étant  donnée  une  ordonnée  fi  petite  qu'on  voudra»  il 
y  en  a  toujours  de  plus  petites  à  Tinfim  fans  aucune  der- 
nière. Ainfi  celui  qui  fc  repréfente  un  dernier  &  un  premier 
terme  dans  les  grandeurs  des  lignes,  dans  la  force  ,  dans 
la  vîtcrtc  ,  celui  -  là  ,  dis-je  ,  ne  comprend  nullement  ea 
quoi  confide  la  loi  de  continuité  que  nous  admettons  dans 
la  nature. 

Quelqu'un  pourra  peut-être  pen fer  que  notre  courbe  des 
forces  (ng.  13  j)  eft  trop  compliquée,  irréguliere  &  com- 
pofée  de  parties  qui  n'ont  aucune  connexion,  aucun  rapport 
entr'cMes.  Il  y  en  a  même  qui  prétendent  que  l'attraétion  & 
■Ja  répulfîon  (bot  des  forces  de  4>fféref!S  genres ,  qu'il  vaut 
mieux  n'en  admettre  que  d'une  efpece  j  &  expliquer  la  réput- 
4ficD  par  une  attraâioD  moindre. 
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ne  peut  plus  faire  équilibre  avec  les  autres  colonnes 
d*eau  voifines  ,  à  moins  qu'en  devenant  plus  longue 
l'excès  de  fa  hauteur  ne  compenfe  fa  légèreté.  Il  eft 
donc  nécelTaire  que  cette  colonne  monte  dans  le  tube 


Quoique  la  courbe  des  (brocs  foit  compofée  de  pluficurs 
ares  ,  néanmoins  elle  cH:  continue ,  fes  différenres  parties 
(bnc  très -bien  liées  encr*elles  &  leur  figure  dépend  du 
rapport  qu'il  y  a  entre  les  ordonnées  &  les  abfcilTes.  Quand 
à  ce  qui  regarde  la  répMlûon  &  l'accraâipn  ,  en  admettant 
que  les  forces  foient  de  difFérens  genres  ^  on  i\e  peut  pas 
conclure  qu'elles  n'ont  pas  lieu  dans  la  nature  ;  puifque  les 
phénomènes  démontrent  leur  cziflencc.  Mais  il  n'eft  pas 
plus  facile  de  prononcer  que  l'atcradlion  Se  la  répulfion  ap- 
partiennent à  différens  genres  de  forces ,  que  de  faire  voir 
que  le  mouvement  vers  l'orient  Se  le  mouvement  vers  l'oc- 
cident font  de  genres  différens.  Les  quantirés  négatives  & 
pofitives  étant  Ju  même  genre.  Se.  les  artraélions  Se  les  ré- 
pulfions  pouvant  être  regardées  comme  des  quantités ,  dont  les 
unes  (ont  pofitives  Se  les  autres  négatives ,  on  doit;  conclure 
que  la  répulfion  Se  l'attradion  font  des  forces  du  œcmê 
genre. 

Nous  avons  démontré  ci-de(fus  que  les  globes  homogènes  Se 
donr  les  partjes  s'attirent  en  raifon  renverfée  des  quarrés  des 
diftances»  s'attirent  aufli  dans  le  même  rapport  inverfe  des 
quarrés  des  diftances  entre  leurs  centres.  C'eft  à  caufe  de  cette 
perfeâion  ou  de  cette  propriété  que  le  favant  Maupertuis  a 
peofé  que  l'Auteur  de  la  nature  avoir  choifi  cette  loi  de 
préférence  à  toute  autre.  •  •  •  ♦ 

Mais  quand  il  s'agit  des  loix  de  la  nature ,  les  caufcs  fina* 
les  ne  peuvent  pas  ècre  d'un  graqd  fecours.  Quel  eft  le  mortel 
qui  connoît  toutes  les  fins  que  l'Etre  fupréme  a  pu  fe  pro- 
pofer  en  créant  cet  univers  vifîble  î  d'ailleurs  cette  foi  par 
l'effet  de  laquelle  les  globes  s'attireroienc  en  raifon  inverfe 
des  quarrés  des  di(^ânccs  qu'il  y  a  entre  leurs  centres  ^ 
n'eft  d'aucun  ufage  dans  la  nature;  puifqu'il  n'y  a  aucun 
globe  parfait  dans  le  monde.  La  terre  eft  hérifTée  des 
.  montagnes  ,  fon  tifTu  eft  compofé  de  '  couches  de  diffé- 
tentes  natures  ,  qui  n'ont  pas  par  -  rour  la  même  denfité  , 
te  nous  pouvons  conclure  par  analogie  que  la  même  cbo(e 
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&  s*éleve  au-deflus  du  niveau  des  autres.  Soit  BG 
(  fig.  1 36  )  un  tube  de  verre  plongé  dans  Tcau  du  vafe 
S  V  jufqu'en  E ,  une  particule  d'eau  A ,  par  exemple , 
placée  au-defTous  de  ce  tube  eft  attirée  par  la   mafle 


a  lieu  ^ans  les  planètes  &  les  comètes.  On  (ait  aoffi  que  fa 
Terre,  Jopicer^  &  toutes  les  planètes  qui  tournent  fur  un  axe 
doivent  écre  un  peu  aplaties;  aînd  cette  décermination des 
Géomètres  ne  peut  avoir  lieu  cxaâcment  pour  les  corps  cé- 
leftes»  en  TuppoCant  même  que  tes  élémeas  de  la  matière  s'at- 
tirent feloA  la  loi  qu'admet  Maupertuis. 

Mais  pourquoi  ,dira-t-on  peut- erre»  les  montagnes  &  les 
édifices  n*attirent-ils  pas  les  corpufcules  qui  voltigent  dans 
Tair  ^  cela  vient  de  ce  que  l'attradioa  de  la  terre  cfl  fi  grande 
refpeâivemcnt'  à  celle  des  plus  hautes  monragnes,  qu'il  eft 
bien  difficile  de  s*appercevoir  des  effets  de  celle-ci.  (  WoytL 
ce  que  nous  avons  dit  fut  l'attraébion  dans  nos  InftitatioDS 
Mathématiques ,  féconde  édition.  ) 

La  théorie  qu*ou  vient  de  développer  dans  ce  chapitre, 
nous  paroît  être  la  véritable  clef  de  la  Phyfique  &  de  la 
Chymie,  Nous  nous  contenterons  pour  le  préfenc.  d'en  faire 
quelques  applications^  nous  réfervant  d'en  &ire  voir  Tufage 
dans  différentes  queflions  que  nous  traiterons  dans  la 
fuite. 

Les  eaux  raréfiées  par  la  chaleur  du  foleil  Ce  lèvent  en 
forme  de  vapeurs- jufqu'à  la'  région  fupérienre  de  l'air,  & 
elles  ne  s'arrêtent  que  quand  elles  font  parvenues  à  un  ait 
de  même  dcnfité  &  de  même  pefantcur  ^  là  elles  compofent 
des  nuages  qui  prennent  mille  figures  bifares.  Bientôt  par 
Taâîon  des  vents  ou  du  froid  qui  condenfe  ces  vapeurs  & 
leur  fait  occuper  un  moindre  efpace  ,  elles  perdent  leur 
forme  »  fe  réunifient  en  gouttes,  ou  en  flocons  de  neige  & 
retombent  fus  la  terre  fous  la  forme  de  pluie  >  de  neige  ou 
de  grêle.  La  plus  grande  partie  de  la  pluie  coule  des  mon- 
tagnes &  des  lieux  élevés,  dans  les  rivières  Scies  fleuves 
qui  la  tranfportent  à  la  mer  où  elle  fe  convertie -de  nou- 
veau en  vapeurs  :  une  partie  s'infinue  dans  la  terre  &  de-là 
dans  les  femences  &  les  racines  des  plantes.  La  même  eaa  ' 
entre  dans  la  compofition  de  corps  bien  différens:  une  par- 
tie pafle  dans  le  corps  de  la  plante,  l'autre  partie  fcrt  ala 
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du  verre  plus  qu'elle  ne  Téroit  *par  l'eau  dont  le  tube 
a  pris  la  place  ;  c'eft  la  même  chofe  pbur  toutes  les 
autres  particules  d'eau  fituées  au -deffous  de  B  dans  Té- 
tendue  de  la  fphère  d'attraâion  du  verre  que  je  fup- 
pofe  s'étendre  jufqu'en  grand  A. 


comnoficion  des  feaiiles,do  fruit,  des  fleurs.  La  mjme  eau 
ferc  a  former  le  chêne ^  le  fapin  &  le  pin,  arbres  fî  utiles 
à  la  navigation,  le  hêtre,  les  ormes,  le  cèdre  ,  l'érable,  le 
tillcal  qui  eft  l'ornement  des  promenades  publiques,  &  tou- 
tes les  efpeces  d'arbres  qu'on  voit  fur  la  furface  de  la  terre. 
Dans  la  même  plante,  la  même  pluie  encre  dans  la  compo- 
£tion  de  parties  bien  différentes.  La  forme  de  la  racine  dû 
lin^  par  exemple,  diffère  beaucoup  du  corps  delà  plante* 
Les  ouvriers  féparent  la  membrane  qui  recouvre  la  tige, 
&  après  l'avoir  travaillée  de  mille  manières  ,  ils  en 
tordent  les  6bres  en  de  longs  fils  dont  on  fait  différen- 
tes toiles  fi  utiles  aux  hommes.  Ces  toiles  Revenues  inu- 
tiles par  un  long  ufage  ,  font  mifes  dans  l'eau  &  battues 
avec  des  marteaux  de  bois  jufques  à  ce  que  réduites  en  uu 
cfpecode  pulpe,  on  en  pu iffe  faire  du  papier  :  ce  papier  étant 
jette  dans  le  feu ,  une  partie  fe  change  en  une  pouAiere  fubtile 
tandis  que  l'autre  fe  diffipc  en  fumée.  Tels  font  les  effets  ad- 
mirables qui  réfultent  du  changement  de  fîcuacion  ,  de  force 
attraâive  &  répulfîve  dans  les  parties  de  la  matière. 

Mais  parcourons  rapidement  les  divers  changemensde 
la  nature  félon  les  difFérenies  températares  du  ciel.  Toutes 
les  parties  de  notre  globe  changent  continuellement  de  fitua- 
tion  par  rapport  au  folcil ,  reçoivent  fes  rayons  tantôt  plus 
tantôt  mptns  obliques,  tantôt  plus  tantôt  moins  long-tems; 
ce  qui  fait  que  prefque  toute  la  nature  change  alternative- 
ment  de  face.  En  automne  les  moiffons  fe  délTéchent ,  les 
fruits  mûriffent ,  les  campagnes  fe  dépouillent  peu  à  peu  de 
leur  agréable  verdure  &  les  arbres  de  leurs  feuillages  qui 
garantiffoicnt  les  troupeaux  &  les  hommes  dis  ardeurs  de 
la  canicule.  En  hive»  la  neige  &  le  froid  cngourdiffcnt  la 
nature  ,  les  fleuves ,  la  mer  même  peut  porter  des  fardeaux  » 
&  les  eaux  ,  qui  auparavant  n'écoient  acceflibles  qu'aux  vaif- 
feaux ,  portent  des  camps  &  des  armées.  A  cette  horrible  fai- 
fon  fuccède  l'agréable  printcmss  la  nature  fcmble  fe  déti- 
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Coofidërons  maintenant  Teau  qui  eft  dans  le  tube  B 
jufqu'en  C ,  en  fuppofant  TeCpace  C  B  de  la  même  lon- 
gueur que  B  A  ou  que  la  fphère  d'adivité  du  verre , 
il  eft  vifible  que  fi  Ton  prend  une  particule  ^  à  la  moi- 


der  ,  les  neiges  dirparoifTent ,  les  champs  produifeot  At 
nouvelles  herbes,  les  arbres  fe  couvrent  de  feuilles,  lesani- 
maaz  ne  fe  piaifenc  plus  dans  leurs  érables  ni  le  laboureoc 
ftu  coin  de  ion  feu. 

Nie  fiabulis  jam  gaudet  equus  née  arator  igné. 

La  terre  prend  une  face  plus  riante  &  Tannée  repafle  à 
travers  les  ardeurs  de  Técé. 

Il  eft  certain  que  félon  la  figure,  laroafle,Ia  force  ac- 
traâive  ,  la  force  répulfive  des  particules  des  corps ,  la  na« 
ture  doit  produire  un  nombre  infini  d'effets  différens.  Ce- 
pendant les  Phyftciens  ne  font  pas  d*accord  touchant  la  na- 
ture des  premiers  principes  des  corps.  Les  uns  prétendent 
que  la  matière  eft  homc^ène  te  de  même  nature  dans  tous 
les  corps.  Les  autres  foutiennent  que  la  différence  des  parties 
primitives  de  la  matière  conftitue  la  différence  des  métaux» 
des  pierres ,  des  arbres  &c  ;  mais  nous  reprendrons  cette  quef- 
tion  dans  la  Phjrfique  lorfque  nous  traiterons  de  la  nature  des 
corps ,  nous  contentant  pour  le  préfent  de  rapporter  une  expé- 
rience dont  le  genre  humain  peut  retirer  une  grande  utilité. 

I]  eft  certain  que  le  fel  marm  &  le  fel  de  tartre  (bdt  de 
telle  nature  qu'ils  attirent  puiffamment  les  vapeurs  fulpbu^ 
reufes  &  plufîeurs  exhalaifons  pernicieufes  :  cette  vertu  peut 
être  d*un  grand  fecours  dans  certaines  occafions.  Plulîcurs 
ouvriers  ,  comme  par  exemple  ^  ceux  qui  s'occupent  à  fon- 
dre le  plomb  ^  traitent  des  matieres-nuifiblcs  qui  laifTcnt 
évaporer  des  corpu  feules  pernicieux  à  la  fanté.  Si  ces  ouvriers 
ont  alors  rartencion  d*approcher  de  la  bouche  &  des  narines 
un  IinG;e  mouillé  dans  une  diffolution  de  Tun  des  felsdont 
on  vient  de  parler,  ils  pourront  éviter  le  danger  de  la  va- 
peur. C'eft  pour  la  même  raifbn  qu'on  confeille  de  fe  fervit 
de  vinaigre  blanc  contre  les  ei^nalaifons  peftilentielles.  Il 
feroit  utile  à  ceux  qui  travaillent  dans  les  mines  &  les  au- 
tres lieux  infcâés  de  vapeurs  mortelles,  de  faire  nfage  de 
cette  propriété  du  fel  marin  &  du  fel  de  urtrc»  pour  di« 
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ûé  de  l'intervalle  AB^  &une  particule  c  à  la  moitié 
de  Tintervalle  CB^  ces  deux  molécules  feront  égale- 
ment attirées  ^  Tune  par  le  tube  B  C  ^  à  la  diftance 
Ba  ,  l'autre  par  le  verre  CD  à  la   diftance  C^  : 


mîouer  au  moins  le  danger  auquel  ils  font  expofés.  Nous 
renvoyons  à  la  Statique  des  Végétaux  de  l'illudrc  M.  Haies 
ceux  qui  voudront  en  favoir  davantage  fur  cecce  matière. 

$uppo(bns  que  l'on  admette  une  loi  unique  d'actradion  en 

raifon  inverfe  fons-doubl^e  des  diilanccs  x»  ou  exprimée  par 

a 
—  3  an  point  de  contaÛ  la  viteile  (croît  =»  00  fi  elle  avoic 

été  finie  à  une  diftance  fenfible.  Donc  un  cbrpufcule  de  matière 
en  arrivant  au  point  de  conta6^  auroit  une  vîtcfTe  infinie. 
Maïs  la  vîrcflc  eft  égale  à  t'efpace  £  divifé  par  le  tems  T  y  ainfi 
en'fuppofanc  l'efpace  £  fini  ,  de  loo  coifes^  par  exemple, 
le  tems  T  feroit  =^  o  ,  c'eft-à-dire  >  que  le  mobile  parcou- 
rcTotc  un  efpace  fini  dans  un  inftant  indivifîble ,  ce  qui  cft 
abfurde;  puifque  le  mouvement  étant  fucceflîf^  quelle  que 
foit  la  vitcfTc,  le  mobile  fera  plutôt  arrivé  au  milieu  de  Tcfpace 
qu'il  parcourt  qu'à  la  fin.   Si  l'on  vooloit  que  Tatcradion  fût 

a  b 

compofée  de  deux  parties  — ;f -H  — r-,  ce  qui  pourroit  peut- 

Are  avoir  lieu  y  du  moins  à  peu  prés  pour  la  force  qui  pouffe  la 
lune  vers  la  terre  &  les  planètes  vers  le  foleîl ,  b  étant  une 
quantité  qu'on  ne  peut  déterminer  que  pat  les  obfervations  ; 
dans  le  contaâ^  la  force  feroit  infinie  aulfî  bien  que  la 
v)tefre>  ainfî  cette  loi  fi  elle  exifte  dans  certaines  diftances» 
n'a  fltrtainement  pas  lieu  dans  les  petites.  Ceux  qui  ont  voulu 
exprimer  la  loi  d'attraction  par  une  formule  femblable  à 

A  B 

celle-ci  — r  -f-  — r  »  «'ont  pas  fait  attention  qu'elle  auroic 
«*  -       *^ 

l-inconvénient  de  celles  dont  on  vient  de  parler  ;  de  plus  fi 
Von  prend  pour  pofitives  les  diftances  x  en  allant  vers  la 
droite,  les  diftaoces  ptifes  du  côté  de  la  gauche  fcroieùc 

A            B 
Ji^aiives^  U  alors  la  formule  deviendroic  — r  »  ou 
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car  rattraûion  du  verre  comprife  dans  la  longueur  C  c^ 
éunt  détruite  par  celle  de  la  partie  inférieure  égale 
C  B  «  la  particule  c  eft  dans  le  même  état  par  rapport 
à  la  partie  C  D  du  tube ,  &  à  la  même  diftance  que  la 
particule  a  par  rapport  b  C  \  ainfi  elle  eft  également 
attirée  par  le  verre  C  D  de  bas  en  haut.  Il  en  eft 
de  même  de  toutes  les  particules  d'eau  comprifes  dans 
l'efpace  A  B ,  comparées  avec  celles  qui  font  dans  un 
efpace  égal  C  B.  Il  eft  donc  viiible  qu'il  y  a  deux  tu- 
bes de  verre  ou  deux  portions  de  tube  B  C  &  C  D  qui 
agiâent  en  même-tems  pour  élever  l'eau  &  dont  cha- 
cune eft  égale  à  la  longueur  de  la  fphère  d'attraûion 
du  verre.  A  Téeard  des  parties  du  tube  qui  font  au- 
deflfus  du  point  I>  elles  n'ont  aucune  force  effeâive , 
parce  que  r attraétion  des  parties  fup^rieures  eft  anéan- 
tie par  celles  qui  ibnt' immédiatement  au-defTous. 

Mais  il  y  a  une  troiiieme  caufe  d'élévation  qui  vient 
de  la  partie  G£  du  tube  qui  eft  hors  de  l'eau  &  qui 
agit  à  la  furface  de  Teau  intérieurement  de  bas  en  haut 
pour  foulever  les  molécules  voifines  de  l'eau.  Il  faut 
Convenir  cependant  que  la  partie  b  B  du  tube  qui  eft 
aU'deflbus  dfu  niveau  de  la  furface  de  Teau  agit  éga1e-v 
ment  en  fens  contraire;  mais  on  doit  faire  attention  que 
celle-ci  a  pris  la  place  d'un  tube  d'eau  qui  agifToit 
auffi  dans  l'état  naturel  «  de  forte  que  la  nouvelle  at* 
traâion  additionnelle  qui  vient  de  la  partie  E  G  du 
tube^  n*eft  pas  toute  détruite  par  la  partie  inférieure  $ 
car  les  parties  fituées  à  la  furface  de  la  liqueur ,  ont ,  il 
eft  vrai  de  bas  en  haut  ^  une  attraâion  toute  nouvelle 
qui  n'exiftoic  pas  avant  que  le  tube  de  verre  y  fût 
plongé ,  mais  elles  ont  de  haut  en  bas  une  attraâion 
dont  une  partie  exiftoit  déjà  ;  puifqu'il  y  avoit  de  l'^aa 
à  la  place  du  verre.  Avec  un  peu  d'attention  il  eft  aifé 
de  voir  que  cette  nouvelle  caufe  équivaut  à  un  tube 
d'eau  qui  feroit  placé  au  deffus  de  cef le  du  vafe  &  qui 
auroit  le  même  diamètre  que  le  tube  de  verre.  En  effet 
imaginons  que  le  tube  FED  tant  au-dedans  qu'au-de- 
hors  de  l'eau  foit  converti   en  un  tube  d'eau.  Qette 

ce  qui  revient  au  même  »  à  des  dlftances  égales ,  maispppofées 
Tactrai^ion  feroit  difFéteate,  ce  qui  eft  abforde. 
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hypothèfe  ne  change  rien  à  régalité  &  à  la  deftruc- 
tion  des  forces  oppofées  E  F  ^  E  D  >  mais  alors  tout  fe 
pafle  au-dedans  du  vafe  ,  comme  dans  l'état  naturel  ; 
donc  le  tuhfi  de  verre  qui  faifoit  le  même  effet  étoit 
équivalent  à  un  tube  d*eau  qui  auroit  été  placé  au- 
deflus  du  niveau  du  vafe. 

Sait  a  Tattraâion  totale  d'un  petit  tube  de  verre  BC 

d*une  longueur  égale  à  la  fphère  d'aâivité  du  verre. 

If  Tattraâion  du  tube  d'eau  de  même  longueur  s  alors  , 

félon  ce  oue  nous  avons  dit  ci-deflus ,  les   particules 

d'eau  placées  fous  le  tube  de  verre  font  attirées  par  la 

partie  BC,  plus  qu'elles  ne  l'étoient  quand  il  y  avoit 

de  l'eau  à  la  place  du  verre  ,  de  la  quantité  «  — A,  c'eft 

la  différence  des  attrapions  du  verre  &  de  Teau.  Nous 

avons   encore  remarqué  qu  il  y  a  auffi  une  femblable 

portion  de  verre  C  £>  qui  doit  produire  le  même  ef« 

fet  &  dont  par  conféquent  la  éorce  eft  exprimée  par 

a — b  $  de  forte  que  vers  l'extrémité  du  tube  il  y  a 

une  force  la  —  ib  qui  fouleve  les  molécules  de  l'eau 

&  les  pouflTe  vers  l'intérieur  du  tube.  Il  y  a  de  plus 

au-deflus  de  la  furface  de  l'eau  une  attradtion  de  verre 

==a  ^  tandis  qu'il  y  a  au-deiTous  une  attraâion  contraire 

«=a  tf —  b.  Retranchant  celle-ci  de  4'attraûion  a ,  il  reftera 

^- h  qu'il  faut  ajouter  i  la  force  la  —  iB  ^  le  réfultat 

a  a  —  b  exprime  la  force  totale  que  le  verre  exerce  fur 

Teau  du  vafe  pour  la  faire  monter  dans  le  tube.  Il  eft  donc 

évident  que  l'eau  monteroit  encore  en  fuppofant  que  z  a 

fût  ^  3 ,  c'eft- à^ire^que  a  fût  un  peu  plus  grand  aue  i  b , 

QU  la  denfité  du  verre  un  peu  plus  de  la  moitié  ae  celle 

de  l'eau  5  aufli  l'expérience  apprend  que  les  tuyaux  de 

plume  j  quoique  plus  kgers  que  l'eau  >  font  cependant 

monter  ce  fluide* 

Lorf<^u'un  tube  ne  fait  que  toucher  l'eau ,  fon  aûion 
eft  tou|ours  exprimée  par  la  formulera  —  b  comme 
ouand  le  tube  eft  à  la  furface  de  Teau  ;  car  les  attraâions 
des  deux  parcelles  de  verre  BC ,  C  D  ont  lieu  fans  au* 
cune  déduâion  ;  puifque  n'ayant  pas  pris  la  place  de 
l'eau ,  comme  dans  l'autre  cas  elles  forment  une  nou« 
velle  aâion  qu'il  faut  confidérer  en  entier  &  qui  eft 
"^la^  mais  aufli  la  colonne  capillaire  deau  qui  eft 
dans  le  tube  eft  poufTée  en  fens  contraire  par  l'attrac- 
tioa  de  toutes  les  molécules  d'eau  fituées  au  niveau  du 
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vafe  ;  &  cette  a^^ion  h  qui  a  lieu  fur  cette  colonne  n'a 
pas  de  même  lieu  fur  les  autres.  Donc  la  force  qui 
tend  alors  à  élever  l'eau  eft  =»2  tf  —  3. 

Quelqu'un  penfera  peut-être  que  û  la  fphère  d'attrac- 
tion du  verre  eft  très  petite  ^  par  exemple  ,  d'an  quart 
de  ligne  ^  il  ne  doit  monter  dans  le  tube  que  la  valeur 
d'un  quart  de  ligne  d'eau.  Cela  arriveroit  véritablement 
£  l'attraâion  du  verre  ne  faifoit  fimplemerit  que  dimi- 
nuer la  pefanteur  des  parties  voifines  &  leur  donner 
la  facilité  de  monter  dan^  le  tube>  mais  le  verre  exer« 
ce  dans  cet  efpace  d'un  quart  de  ligne  une  aâion  beau- 
coup plus  forte  que  le  poids  d'un  quart  de  ligne  d'eau $• 
ainu  ce  quart  de  ligne  d'eau  en  cédant  à  l'accraâion  du 
tube  foulevera  toute  l'eau  dont  il  ett  chargé  &  par  fon 
adhérence  entraînera  les  parties  qui  la  fuivent. 

On  pourra  demander  encore  pourquoi  un  tube  plus 
épais  ne  fait  pas  monter  l'eau  plus  qu'un  tube  mince  , 
cela  vient  de  ce  que  les  feules  parties  du  verre  très- 
proches  de  l'embouchure  peuvent  agir  efficacement  pour 
faire  monter  l'eau  dans  le  tube.  Les  autres  parties  qui  ne 
font  pas  extrêmement  voifines  de  la  lumière  du  tube» 
quoiqu'elles  foient  allégées  ou  foulevées  par  l'attrac- 
tion,  ne  recevront  qu'utie  impreflioo,  qui  communiquée 
à  toutes  les  panies  de  l'eau  du  vafe  ,  /e  difperfera 
dans  toute  fon  étei^due  &  ne  produira  aucun  efict  fen« 
fible. 

Le  favant  M.  de  Lalande  ayant  fait  rapporter  au  feu  de 
lampe  deux  branches  capillaires  »  quj  s'ouvroienc  tuns:  & 
l'autre  dans  une  troisième  branche  comme  on  le  voit 
dans  la  fig.  H7,  &  qui  faifoient  entr'elles  un  fort  petit 
angle  ,  obferva  qu'en  plongeant  dsfns  l'eau  les  deux 
branches  A  B  ,  A  C  jufques  en  £  »  l'eau  s'élevoit  juf- 
qu'en  F  à  la  même  hauteur  à  lac^uellë  la  branche  AB 
feule  pouvoit  la  foutenir.  Cela  vient  de  ce  que  la  par- 
tie  A  ,  c'eft  -  à  -  dire .  le  fommet  de  l'angle  des  deux 
branches  &  toutçs  les  parties  environnantes  agiffent 
en  fens  contraire  de  haut  en  bas  fur  la  colonne  d'eau 
A  F  »  &  détruifent  vifiblement  une  partie  des  attrac- 
tions qui  a  voient  lieu  vers  B  &  C>  de  manière  qu'il  ne 
relie  que  la  valeur  de  Tattraûion  d'un  feul  tube. 

Si  l'on  plonge  dans  du  mercure  un  tube  qui  ait  une 
denfité  moindre  de  plus  de  moitié  que  celle  du  fluide^ 

celui*  Cl 
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celui-ci  au  lieu  de  s'élever  reftera  au-deflous  du  ni- 
veau. Les  partifans  de  l'attraftion  difent  qu'alors  les 
particules  du  mercure,  moins  attirées  par  le  verre 
qu'elles  ne  Tétoicnt  par  un  égal  volume  de  mercure  ^ 
doiveoc  avoir  moins  ae  légèreté  qu'auparavant  &  mon- 
ter moins  haut.  Le  père  Gerdil  qui  a  fait  un  livre  en- 
tier pour  prouver  Tmcompatibilité  de  Tattraâion  avec 
les  phénomènes  des  tubes  capillaires ,  afTilre  que  le  mer* 
•  cure  bien  loin  de  monter  dans  un  tube  d'or,  à  peine 
arrive  jufqu'au  niveau  ,  &  que  même  il  ne  parvient 
pas  au  niveau  lorfque  le  tube  n'a  qu'un  tiers  de  ligne  de 
diamètre  :  mais  il  convient  que  le  frottement  du  mer- 
cure &  la  réfiilance  qu'il  oppofe  i  la  défunion  de  fés 
parties ,  eft  la  véritable  caufe  qui  l'empêche  de  mon- 
ter. Si  l'on  graiffe  l'intérieur  d'un  tuyau  capillaire  avec 
^u  fuif  ou  oc  l'huile ,  Teau  n'y  monte  pas ,  ce  gui  vient 
d'une  efpece  de  force  répulfive  qui  éloigne  l'eau  du 
fiiif  ou  de  l'huile. 

H  eft  aifé  de  comprendre  que  félon  la  nature  diT 
verre  dont  on  fe  fert ,  &  des  liqueurs  différentes  dans 
lef^uelles  on  plonge  les  tubes  capillaires  ,  l'afcenfiort 
doit  être  diflFérente  ,  c*eft-à-dire  ,  que  différentes  li- 
queurs ne  doivent  pas  monter  à  la  même  hauteur  dans 
le  même  tube  capillaire  ,  &:  que  la  même  liqueur  ne 
doit  pas  monter  à  la  même  hauteur  dans  des  tubes 
capillaires  de  même  diamètre  faits  de  matières  diffé- 
rentes ;  parce  que  l'attraâion  de  ces  tubes  doit  être 
différente 

Soit  D  le  diamètre  du  tube ,  c  h  hauteur  à  laquelle 
le  fluide  eft  élevé  dans  le  tube  capillaire,  a  l'attraâion 
de  la  matière  du  tube  ,  B  celle  des  parties  du  fluide  » 
jf  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamètre  =:  i  , 
D^P  fera  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamètre 
«=D.  Si  donc  on  multiplie  i  a  —  A  par  D.p,  le  pro- 
duit D.^.(  2  a —  ^)  déngnera  la  force  qui  élève  le 
fluide  dans  le  tube  capillaire  $  mais  cette  force  fou- 

tient  une  colonne   de  fluide  repréfentée  par  - 


donc  on  aura  l'équation  D. p  (l«-- J)™ 
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D'où  Ton  tire  e  =« ^ 5  &  parce  que  la  —  i 

eft  une  quantité  conftante  lorfqu'on  employé  le  même 
-iluide  &  des  tubes  de  même  matiere^^  les  hauteurs  aux- 
quelles le  fluide  doit  s'élever  dans  les  tubes  capillaires 
(uivent  la  raifon  renverfée  des  diamètres  de  ces  tubes. 
5i  2  tf  — ^  5  cft  =  G ,  Ton  aura  c^sojÊ^cft^-ia,  le 
fluide  defcendra  au-delTous  du  niveau,  comme  il  arrive 
dan»  le  mercure ,  par  rapport  aux  tubes  de  verre.  Nous  ' 
reprendrons  cette  matière  dans  notre  Phyfique. 

19;.  Les  phénomènes  du  flux  &  du.  reflux  de  la  mer 
s'expliquent  avec  la  même  facilité  par  les  principes  de 
Tattraâion.  Tous  les  jours  au  paflage  de  la  Lune  p^r 
le  plan  du  méridien  ou  quelques  heures  après  on  voie 
les  eaux  de  l'Océan  s'élever  fur  nos  rivages  :  on  afltire 
qu'à  Saint- Malo  Téléva^ti^n  eft  d  environ  4^  pieds  s 
elles  fe  retirent  enfuite  peu-à*peu  &  dans  nx  heures 
enviion  après  leur  plus  grande  élévation  «  elles  font 
dans  l'état  d'akaiiTement ,  après  quoi  elles  montent  de 
S&ouveau ,  lorfque  la  Lune  a  palTé  par  la  partie  infé* 
rieure  du  méridien  ;  de  fc^rte  que  la  haute  mer  &  la 
^afle  mer  s'obfervent  deux  fois  le  jour  &  retardent  cha- 

Îue  jour  de  48^  plus  ou  moins  comme  le  paflage  de  la 
.une  par  le  méridien.  Les  marées  augmentent  (enfible* 
ment  aux  nouvelles  &  pleines  Lunes  ou  un  jour  & 
demi  après  «  &  cette  augmentation  fe  fait  fur-tout  re- 
marquer lorfque  la  Lune  eft  périgée.  Il  arrive  auffi  une 
augmentation  vers  les  équinoxes  ,  &  les  marées  les 
plus  confidérables ,  quand  il  n'y  a  pas  de  caufes  acci- 
dentelles qui  dérangent  leur  cours  ordinaires,  fontcel* 
Jes  qui  arrivent  dans  le  cas  d'une  fyzygie  périgée  dans 
le  tems  de  Téquinoxe. 

Suppofqns  la  terre  Ba^A  (  fig.  ij8)' parfaitement 
iphérique ,  mais  couverte  par-tout  d'une  couche  d'eau 
aune  certaine  épailTeur ,  la  Lune  fituée  en  m  attirera 
les  eaux  placées  en  N,  <i,  «  ,;ivec  plus  de  force 
que  le  centre  C  de  la  terre ,  qui  eft  plus  éloigné  de 
cet  aftre  ,  mais  le  point  C  fera  plus  attiré  que'  les  eaux 
licoées  en  A  ;  donc  les  eaux  N ,  a,  /i  auront  plus  de 
tendance  vers  la  Lui)e  que  le  centre  C  de  la  terre  ^ 
&  le  centre  C  plus  de  tendance  que  les  eaux  ficuées 
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en  A.  Il  eft  donc  vifible  que  les  eaux  placées  en  a  s'é- 
lèveront à  une  certaine  hauteur  ,  tandis  que  les  eaux  A 
moins  attirées  que  le  centre  C  referont  un  peu  en 
arrière.  En  effet  puîfque  la  Lune  &  la  terre  fe  meuvent 
autour  de  leur  commun  centre  de  gravité  (  voyez  dans^ 
la  féconde  édition  de  nos  Infiitutions  la  théofie  dej' 
forces  centrales  )  y  il  eft  clair  que  les  eaux  A  ne  s*ap? 
procheront  pas  de  la  Lune ,  en  s'écartant  de  la  tangente 
de  la  courbe  qu'elles  décrivent ,  avec  autant  de  vîtefle^ 
que  le  centre  C  de  la  terre  >  ainfî  la  force  d'inertie  les 
tiendra  un  peu  éloignées  du  point  A ,  ou  ce  qui  revient 
t\x  même  ,  le  centre  C  de  la  terre  s'approchera  plûii 
ciaps  le  même  tems^  de  la  Lune  que  les  eaux  A  qùi^ 
refteront  en  T  (*),  c*eft-à-dirc  que  les  eaux  marines 
s'élèveront  du  coté  oppofé  à  la  Lune  auiC-bien  que 
du  côté  de  cet  aftre.  A  l'égard  des  eaux  fituées  en  B. 
&3,  il  eft  vifible  que  fïon  décompofe  la  force B;?^ qui 
poune  les  eaux  B  vers  la  Lune ,  en  B  C  &r  C  w ,  la  feule 
force  C  m  agira  pour  les  élever  ;  mais  cette  force  doi& 
être  regardée  comme  égale  à  celle  qui  pouŒe;  le  centré^ 
C  vers  OT ,  ainfi  elle  ne  peut  fjroduire  aucun  effet  fen-, 
fible  y  puifoue  les  eaux  ne  doivent  s'élever  que  par  la 
différence  des  forces  qui  pouffent  ces  eaux  &  le  centre! 
C  vers  la  Lune  m.  Mais  la  force  B  C  qui  preife  les  eauxj 
B  vers  la  terre  augmente  leur  pefanteur  &  diminue  leu«^ 
hauteur  j  c'eft  pourquoi  les  eaux  qui  font  en  quadrature* 
avec  la  Lune  doivent  s'abaifler  ,  tandis  que  celles  qui' 
font  en  conjonélion  ou  en  oppolîtion  doivent  s'élever, 
en  s'écartant  du  centre  C  de  la  terre. 

'  Maintenant  la  terre  en  tournant  fur  fon  axe ,  tend  1- 


(*}  Il  arrivera  cependant  que  fi  la  Lune  Bc  le  Soleil 
(  car  le  Soleil  influe  auffi  fur  les  marées  comme  on  Ic^ 
verra  dans  la  faite  )  font. du  même  côté»  les  eaux  en  A^ 
feront,  un  peu  moins  attûé&s  que  le  centre  C  >  mais  la^ 
différence  d*actraâioufcTa  moindre  quelle  ne  Tefl par  rap-t 
porc  au  point  C  Se  aux  eaux  fituées  en  a..  C'eft  pour*, 
quoi  \cs  càux  feront  un  peu  plus  élevées  en  t  qu'en  T  comm^ 
l'obfcrtacion  le  prouve. 
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tfloiener  de  la  Lune  le  fommet  t  du  fphéroïde  ^  tandis 

3ue  la  force  atcraâîve  de  cet  aftre  tend  à  le  ramener 
ans  là  ligne  Cm ,  qui  pafle  par  les  centres  delà  Lune  ic 
de  laTerre  ^  de  forte  que  ce  fphéroïde  eft  obligé  de  tourner 
autour  de  la  terre,  ce  qui  ne  peut  fe  faire  à  moins  que 
eha^e  point  n  n'acquière  une  force  centrifuge  propor- 
tionnelle  au  rayon  P  a  du  cercle  qu'il  décrit j  donc  (  vovez 
ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  7^ }  on  pourra  confiderer 
}s  demi-fphéroïde  Ht  h  coftime  elliptique.  Mais  dans  une 
ellipiè  qui  diffère  peu  d'un  cercle  les  excès  des  rayons 
par  rapport  au  petit  demi  -  axe  (^^)  font  comme  les 
firtus  des  diftances  à  ce  petit  axe  ;  ainfi  le  fphéroïde 
^tiueux  faifant  fucceflîvement  avec  la  Lune  tout  le  tour 
de  la  terre  ,  les  pays  fitués  fous  le  grand  axe  feront  inon- 
dés y  ceux  qui  feront  fous  le  petit  axe  auront  ba^e  mer 
&  la  différence  entre  la  baffe  mer  &  la  hauteur  de  l'eau 
pour  un  indant  quelconque  fera  Texcès  d'un  des  rayons 
Ci  fur  le  petit  demi-axe  C&  de  Tellipfe  ;  de  forte  que  la 
hauteur  de  la  marée  au-de(fus  des  ba(fes  eaux  pour  un 
lieu  quelconque  eft  égale  à  la  plus  grande  hauteur  at 
de  l'eau  multipliée  par  le  quarré  du  cofinus  de  la  dif> 
tance  du  lieu  au  fommet  de  l'ellipfoïde  dirigé  vers  l'aftret 
C'cft  pourauoi  la  bafle  mer  a  lieu  quand  l'aftreeft  àl'ho- 
rifon ,  &  la  haute  mer  lorfqu'il  eft  au  méridien.  Si  l'af- 
cre  &  le  lieu  donné  font  fous  Téquateur .  la  hauteur 
de  la  marée  fera  comme  le  quarré  du  cofinus  de  l'an- 
gle horaire  ,  c'eft-à  dire  comme  le  quarré  du  cofinus  de 
rangle  que  font  entr'elles  les  lignes  tirées  du  centre 
de  la  terre  à  Taftre  &  au  lieu  donné. 

.  Si  le  lieu  donné  eft  à  quelque  diftance  de  Téquateur,  la 
hauteur  de  la  marée  eft  comme  le  quarré  du  cofinus  de  la 


'  (*)  Par  la  propriété  de  rdlîpfe ,  fi  Ton  fait  3  =  ^r, 
'C^»*^!  ,  l'on  aura  Cfl==i  lat  ^=»h\iVn  ^=  fin.  nCh 
:  nf^=^h,fin,nCh.  Mais  parcç  que  la  demi-cllipfe  Br4 
diffère  très-peu  du  dcfmi- cercle  B  ^  3  ,  on  peut  fuppofer  i  *.  que 
la  ligne  Ci  eft  perpendiculaire  fur/i  \  z^.  que  les  trian« 
gles  Cnp^fni  font  femblables  ^  ainfi  l'on  aura  la  proponioo 
€«&si  i?n  =  fin.nQb;:nfinissib.(fin.iCny. 
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latitude  \  mais  fi  la  latitude  eft  aflez  confîdérable  pour  que 
la  Lune  ne  fe  couche  pas  dans  certains  tems ,  il  n'y  a 
alors  qu'une  feule  marée  dans  un  jour,  parce  que  la 
Lune  ne  s'approche  qu'une  fois  de  Thorifon  dans  l'ef- 
pace  d'un  jour.  Sous  le  pôle  il  n'y  a  aucune  marée  diur- 
ne ,  parce  que  la  Lune  ell  à  peu  près  également  éloi** 
gnée  du  zénit  pendant  toute  la  journée  s  de  manière  que 
Te  fphéroide  aqueux  tourne  autour  du  pôle  fans  s  éle- 
ver plus  d'un  côté  que  de  l'autre.  Dans  les  lieux  qui  ne 
font  pas  fi  proches  du  pôle ,  il  y  a  deux  marées  fen- 
£bles  l'une  répond  à  peu- près  au  paiTage   de  la  Lune 

S ar  la  partie  fupérieure  du  méridien  ,  l'autre  au  paffage 
u  même  adre  par  la  partie  inférieure. 
Si  la  Lune  el^  capable  de  changer  la  furface  des  eaux 
marines  en  leur  faifant  prendre  la  figure  d'un  fohéroïde 
alongé  y  on  fent  bien  que  le  Soleil  doit  produire  un 
effet  femblnble.  Auffi  en  ne  faifant  pas  attention  à  la 
Lune ,  il  eft  évident  que  fi  le  Soleil  n*eft  pas  dans  le  plan 
de  l'équateur ,  la  marée  pour  un  lieu  fitue  fous  ce  cercle 
fera  comme  le  quarré  du  cofinus  deja  diftance  de  cet  af-' 
tre  à  l'équateur  (  cette  diftance  eft  appel Lée  dedinaifon 
par  les  Aftronomes  )  ;  car  cette  diftance ,  en  fuppofanc 
comme  nous  lé  faifons  ici  l'aftre  &  le  lieu  donné  fous 
le  méridien  >  eft  la  même  que  la  diftance  du  zénit  à 
l'aftre,  ou  la  diftance  angulaire  du  point  donné  au  fom- 
met  de  Telliofoide.  Si  le  lieu  donné  n'eft  pas  fitué  fous 
l'équateur  ^  la  marée  fupérieure  (  c'eft  celle  qui  arrive 
lorfque  l'aftre  eft  au-deftus  de  Thorifon)  fera  la  plu$ 
grande  quand  l'aftre  paflera  le  plus  près  du  zénit ^  ou 
ce  qui  revient  au  même  ,  lorfque  la  déclinaifon  de  l'af- 
tre fera  du  côté  du  pôle  élevé  ^  au  contraire  la  marée 
inférieure  (  qui  arrive  lorfque  l'aftre  eft  au  -  defibus  de 
rhorifon  )  fera  alors  plus  petite  que  quand  l'aftre  étoic 
dans  le  plan  de  l'équateur^  parce  que  le  point  oppofé  à 
l'aftre  (  ce  point  forme  l'extrémité  oppofée  oe  l'el- 
lipfoïde  )  fera  plus  éloigné  du  zénit  que  de  l'équateur^ 
lorfque  l'aftre  patfera  par  la  moitié  inférieure  du  mé^ 
ridien.  Cependant  les  vents  du  fud  &  de  l'oueft  qui 
font  plus  fréquents  &  plus  forts  en  Europe  après  les 
équinoxes  que  vers  le  folftice  d'été  contribuent  peut- 
être  à  déranger  cette  théorie  $  car  on  obferve  dans  cette 
partie  du  monde  que  les  marées  fout  plus  grandes  tvt 
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Îénéral  après  les  ^quinoxes  que  viers  le  foiftice  d'été» 
yun  autre  coté  la  marée  du  folfticc  eft  plus  reflcrrée 
entre  le  continent  de  l'Amérique  &  celui  de  l'Afrique 
que  celles  des  équinoxes  $  &  ainfi  elle  doit  être  moins 
fenfiblc  fur  nos  côtes.  Ajoutons  encore  que  la  force 
centrifuge  fous  le  tropique  étant  moindre  que  fous  Té- 
quateur,  les  eaux  y  font  plus  péfantes '&  obéifTent  plus 
difficilement  à  l'adlion  de  J'aflre  attirant. 

Les  marées  participent  des  mouvemens  du  Soleil  & 
de  la  Lune.  Dans  les  fyzygies  >  c'eft-à-dire  dans  les  nou- 
velles &  pleines  Lunes ,  le  fphéroïde  aqueux  produit 
par  la  force  du  Soleil  &  celui  qui  eft  prjoduit  par  l'at- 
craâion  lunaire  font  dirigés  dans  le  même  fens  :  ainfi 
l'allongement  du  fphéro'ide  eft  la  fomme  des  allonge- 
mens  particuliers  que  la  Lune  &  le  Soleil  peuvent  pro« 
duire  féparément. 

Mais  dans  les  quadratures  les  axes  de  ces  fphéroïdes 
fe  coupent  à  angles  droits ,  de  manière  que  le  grand 
axe  du  fphéroïde  folaire  étant  fitué  fur  la  même  li^ne 
que  le  petit  axe  du  fphéroïde  lunaire  ^  le  SoleU  élevé 
les  eaux  là  où  la  I!une  les  abaifle  ,  &  réciproque- 
ment ;  ainfi  les  marées  de  fyzygies  font  la  fomme  des 
effets  des  forces  attraûives  du  Soleil  &  de  la  Lune  i 
mais  les  marées  des  quadratures  en  font  la  diffé- 
rence. L'aâion  de  la  Lune  pour  élever  les  eaux 
(il  en  eft  de  même  de  celle  du  Soleil  )  étant  urre 
force  décompofée  dans  le  fens  du  rayon  de  la  terre , 
elle  fuit  la  raifon  inverfe  des  cubes  des  diftances  (*). 
Et  fi   la  force   moyenne    de  la   Lune  eft  exprimée 

(  *  )  Soit  T  A  (  fîjr.  T  59)  l'orbite  de  la  Terre ,  S  le  Soleil, 
N  F  Torbitcdc  Jupiter.  Décompofons  la  fotcc  avec  laquelle 
Jupiter  finie  en  N  attire  la  Tcrtc  T,  en  deux  autres,  donc 
Tune  foit  dirigée  félon  TP  parallèlement  à  S  N ,  &  Tautre 
ftlon  la  dircdiion  ST  du  rayon  vedlcur.  La  force  abfoluc 
de  Jupiter  pour  attirer  la  Terre  eft  comme  fa  mafTc  N 
diviféc  par  le  cjuarré  de  la   diflancc  NT  à  la  Terre,  ou 

N  ,  ^ 

cil  aai  •'••  Ayant  coBftruit  le  parallélogramme  P  N  ST» 

NT* 
il  eft  v;fible  cjuc  la  force  fclon  NT  peut  fc  déconnpofer<A 
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par  2  î  «  la  force  périgée  ferais  ^  &  fa  force  apogée ^ 
s=  1.  En  effec  les  cubes  des  parallaxes  extrêmes  ou  de 
55'  ji''  3  &  de  61'  29"  font  à  peu-près  comme  2  &  3  ;  or 
ces  paralaxes  font  en  raifon  inverfe  des  diftances  v'^)* 
Les  cubes  des  diftances  du  Soleil  à  la  terre  en  hiver  & 


deux  autres  »  Tune  fclon  T  P ,  l'autre  félon  T  S,  Or  le  trian- 

N 
glc  PTN  donne  NT  :  T  P=*  S  N  :  :  1  (force  fclon 

TN 

N.SN 
T  N  )  :  ^  •  Mais  cette  force  qui  tend  à  éloigner  la 

NT 

Terre'  du  Soleil  fcton  une  diredion  parallèle  à  S  N  »  eft 

inutile  pour  notre  objet.  Le  même  triangle  PTN  donne 

N        N.ST        M.r 
TN  :  P  N  =  S  T  :  :  -: — ;  : j  =-  ^-p ,  en  faifant 

NT         NT 

la  maffe  N  de  Jupiter  =  M  ,  le  rayon  ST  de  l'orbite 
tcrreftrc  =  r  ,  &  la  diftance  T  N  de  la  Terre  à  Jupiter 
=  D.  Cette  expreffion  nous  apprend  que  la  force  perrur- 
batrice  qui  agir  dans  la  dired^ion  du  rayon  vc^tur^  9c 
qui  modifie  la  force  centrale  de  la  planète,  Giit  la  raifon 
iuverfe  du  cube  des  diftances.  Maintcnanc  la  force  qui  agir 
en  a  (  fig,  i^g)  pour  élever  les  eaux  vers  m  eft  dans  le 
même  cas»  putfqu'on  peut  la  décompofcr  en  deux  autres 
dont  l'une  agifTe  dans  la  diredlion  du  rayon  C  /r* 

(*)  La  parallaxe  korifontale  d'un  aftre  (qu'on  défigne 
ordinairement  fous  le  nom  de  parallaxe  fans  ajouter  ho* 
rifontale  ) ,  eft  le  plus  grand  angle  fous  lequel  on  peut 
voir  le  demi -diamètre  tcrreftre  à  la  diftance  de  Taftre  ; 
la  plus  grande  parallaxe  eft  celle  de  la  Lune  qui  ne  va 
pas  à  un  degré.  Mais  par  les  principes  d'optique  lorfque 
les  angles  font  aHcz  petits,  les  diftances  d'un  même  objet 
■vu  à  différentes  diftances  j  font  en  raifon  inverfe  des  an- 
gles optiques  fous  lefquels  ils  font  vus.  C'eft  pourquoi 
l'on  peut  dire  que  la  diftance  de  la  Lune  à  la  Terre  eft 
a  celle  du  Soleil  à  la  Terre  comme  la  parallaxe  du  Soleil 
^  à  celle  de  la  Lune* 
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en  été  font  entr'eux  comme  i  :  i.  io6  eu  i  peu -près 
comme  i  :  1. 1  s  cte  force  qu*en  hiver  la  force  du  Soleil 
«ft  d'un  dixième  environ  plus  grande  qu'en  été. 

Quand  la  Lune  &  le  ooleil  font  à  quelque  dîllance 
l'un  de  l'autre ,  chacun  de  ces  aAres  produit  une  élé- 
vation différente  dans  un  lieu  donné  &  la  fomme  de 
ces  élévations  donne  la  hauteur  de  la  marée.  La  force 
de  la  Lune  étant  environ  2  7  fois  auffi  grande  que  celle 
du  Soleil ,  le  fomniet  du  fphéroide  acqueux  doit  ap- 
procher environ  li  fois  plus  de  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  la  Luné  &  de  la  Terre ,  que  de  celle  qui  va 
du  centre  de  la  Terre  à  celui  du  foleil  ^  &  le  point  de 
la  haute  mer  n'eil  jamais  éloigné  de  la  Lune  de  1  $  degrés  $ 
de  forte  que  le  paffage  de  la  Lune  au  méridien  eft  la 
principale  circonftance  qui  influe  fur  le  tems  de  la  haute 
mçr  , .  Se  dans  une  mer  libre  &  ouverte  Tintervalle 
-entre  le  tems  de  la  haute  mer  (  n'ayant  pas  égard  à 
l'inertie  des  eaux  )  &  le  paflage  de  la  Lune  au^meridien 

f>eut  aller  jufqu'à  1  heure  ^'  environ ,  lors  même  que 
a  Lune  eft  apogée  &  qu'elle  eft  éloignéedu  Soleil  de6o^, 
-Soit  M  N  m  T  iig.  1^0)  le  fphéroide  acqueux  dont  le  fom- 
metN  défigne  le  point  de  la  haute  mer,  le  Soleil  étant 
iitué  en  S  ifc  la  Lune  en  L.  Suppofons  la  diftancemVf 
de  la  Lune  au  Soleil  (  ou  l'angle  L  CS  mefurépari»  M  ) 
=  60^ ,  fi  l'on  fait  ==  I  l'élévation  que  peut  produire  la 
feule  aâiondu  Soleil ,  cof,  N  M  reçréfentera  l'élévation 
>roduîtc  en  N  par  la  feule  aÛion  folaire ,  &  fuppofant  que 
a  Lune  eft  périgée  ,  ^  cof.  N  m  exprimera  la  hauteur  pro- 
duite par  la  force  de  la  Lune^  &  les  deux  forces  en- 
femble  donneront  la  hauteur  totale  produite  en  N.  Si 
l'on  fuppofe  N  M  de  f  1®  &  N  Mde  9^  ,  on  aura  les 
deux  quantités  o.  3961  &  z.  9166  dont  la  fomme  ^.  5127 
exprimera  la  hauteur  totale  de  la  marée.  Si  l'on  fup- 
pofe mN  =9®-,  on  trouvera  2.  918^  &o.  4046,cequi 
fait  5. 2,229.  Enfin  m  M  étant  toujours.de  60** ,  fi  on  fait 
mN=«io^,  l'on  aura  2.  9opf,  &  0.41  }2,  ce  qui  donne 
}.  n27  pour  la  hauteur  ae  la  marée  ,  &  foit  qu'on 
fafle  l'arc  mN  plus  petit  ou  plus  grand  que  9^  f,  l'arc 
m  M  étant  toujours  fuppofé  de  60®  &  la  Lune  périgée, 
on  trouvera  eue  l'élévation  des  eaux  fera  plus  petite 
que  lorfciie  mN  =  ^^i.  On  peut  voir  par  là  comment 
on  peut  s'y  prendre  dans  les  autres  fituations  duSolefl 
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&  de  la  Lune  pour  trouver  le  point  de  la  haute  mer. 
Le  recardetnenc  diurne  du  paflage  de  la  Lune  par  le 
méridien  étant  de  i  h.  i6  minutes  lorfque  la  Lune  efl: 
périgée  ,  9®  f  correfpondent  à  40'  de  tems.  Ocft  pour- 
quoi la  haute  mer  précédera  de  40^  le  paffage  de 
la  Lune  par  le  plan  du  méridien.  Quand  la  Lime  eft 
apogée  fa  force  étant  alors  double  de  celle  du  Soleil  ^ 
la  haute  mer ,  pour  60^  de  diftance'  entre  ces  aftres^p 
fera  exprimée  par  2.  ^66 ,  &  le  fommet  du  fphéroïde 
acqueux  fera  à  15°  de  la  Lune.  Ces  1 5^  font  61'  {  en 
tems  lunaire  5  de  forte  que  dans  Tapogee  il  y  a  environ 
6}'  de  différence  entre  le  pa(fage  de  la  Lune  par  le 
méridien  &  Tinftant  de  la  naute  mer. 

Pour  faire  comprendre  aux  commençans  comment  on 
a  pu  déterminer  (  à  peu-près  y  car  on  ne  doit  pas  re- 
garder toute  cette  théorie  comme  bien  rigoureufe  )  le 
rapport  des  forces  du  Soleil  &  de  la  Lune  pour  élever, 
les  eaux  de  la  mer  ,  fuppofons  que  dans  les  diftances 
moyennes  m  N  réponde  à  14'  &  M  N  à  ^4'  de  tems ,  il 
eft  aîfé  de  fentir  que  ces  deux  quantités  font  en  raifon 
inverfe  des  forces  de  la  Lune  &  du  Soleil  i  donc  la  force 
de  la  Lune  fera  à  celle  du  Soleil  comme  ^4  :  14  ou  à  peu- 
près  comme  2  ^  :  i  ou  comme  5  :  2  (■**).  M.  Newton 


(^)  Si  la  Lune  étoit  tranfport^e  à  la  diftance  du  So- 
IcH  ,  fa  force  pour  élever  les  eaux  diminueroic  comme  le  cube 
de  la  diftance  auroit  augmenté  ;  mais  la  parallaxe  moyenne 
de  la  Lune  eft  environ  57'  5'',  celle  du  Soleil  étant  B'^f 
à  peu-près,  (  M.  l'Exell  Ta  fait  de  8''.  6^  ,  mais  la  difé- 
rcnce  avec  Z'\  f  n  étant  que  dc^  o.  l  )''  on  peut  la  négli- 
ger ici  ).  Donc  la  diftance  moyenne  i  de  la  Lune  h  la  Terre 
eft  à  la  diftance  du  même  aftre  tranfporté  au  Soleil  comme 
8''.  5  :  57'  j''  >    ainC    cette  diftance   eft   exprimée    par 

57'- 7" 

--77 — •  Si  Ton  divifc  la  force  aétuelle  de  la  Lune  =  t  f 
8  .  j 

par  le  cube  de  cette  dernière  quantité ,  Ton  aura  la  mafle  L 
de  la  Lune,  celle  du  Soleil  étant  fuppoféc  =s=  i.  Si  nous 
fuppofons  la  raaffc  de  la  Terre  =  771  iir  (  dans  Je  Traité 
des  Forces  Ceauales  dans  nés  Inftitucioos  Mathématiques, 
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ayant  comparé  les  marées  des  fyzygies  équinoxiales 
avec  celles  des  quadratures  qui  font  produites  par  la 
différence  des  aâions  du  foleil  &  de  la^  Lune ,  conclue 
que  la  force  de  la  Lune  eft  à  celle  du  Soleil  comme 
4.481^  :  !•  M.  Daniel  Bernoulli  ayant  comparé  les 
marées  des  fyzygies  qui  arrivent  à  Saint- Malo,  avec 
celles  des  quadratures  en  avoir  conclu  le  rapport  des 
forces  de  la  Lune*  &  du  Soleil  comme  J3  :  7.  Il  eftaifé 
de  comprendre  que  la  haute  mer  des  fyzygies  équi- 
noxiales étant  fuppofée  =s  A  ^  &  celles  des  quadratures 

.    .                                                          ^       A-fD 
équinoxiales  =  D ,  la  force  x  de  la  Lune  eft — • 

À-D  ^    , 

&  que  la  force  i  du  Soleil  cft= 3  puifque  de  deux 

quantités  la  plus  grande  eft  égale  à  la  moitié  de  leur  fom- 
me ,  la  plus  petite  étant  égale  à  la  moitié  de  la  différence. 
Mais  les  mouvemens  postérieurs  de  la  mer  font  altérés 
par  les  précédens  $  c'eft  pourquoi  les  eaux  agitées  & 
troublées  quelques  jours  après  les  fyzygies  &  les  qua- 
dratures y  s'élèvent  plus  que  ne  le  demande  le  rapport 
des  forces  de  la  Lune  &  du  Soleil.  D'un  autre  coté 
fur  les  côtes  où  Ton  a  fait  ces  obfervations ,  les  flux 
font  augmentés  par  la  figure  des  rivages  &  les  réflexions 
des  eaux ,  ce  qui  les  rend  plus  grands  que  dans  une  mer 
libre  ;  de  forte  que  les  rapports  des  forces  lunaire  & 
folaire  qu'on  voudroit  conclure  des  obfervations  faites 
en  différens  ports  ne  s'accorderont  nullement  entr'elles  : 
la  force  d'inertie  ,  &  les  circonftances  locales  empê- 
chant que  les  marées  ne  fuivent  la  proportion  qu  exi- 
geroit  la  théorie.  Ceft  l'inertie  qui  fait  que  la   plus 


nous  avons  donné  la  méthode' de  connoitre  la  pefantenr 
&  la  maffe  du  Soleil ,  celle  de  Jupiter  >  &c.  )  ,  celle  du  So- 
leil éfant  toujours  prifc  pour  Tuniié  ,  &  que  nous  divi- 
sons la  maffe  L  par  cette  fraâion,  nous  aurons  yj,  c'eft- 
à-dire  ,  que  le  rapport  de  la  maffe  de  la  Lune  à  celle 
de  la  Terre  fera  comme  1  :  71  >  ainfi  en  fuppofant  la  maffe 
de  la  Terre  ^=^  i,  celle  de  la  Lune  n'ea  fera  qu'cnviroA 
la  fx  partie* 
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grande  élévation  a  lieu  deux  ou  trois  heures  après  le 
palfage  du  Soleil  &  de  la  Lune  au  méridien ,  que  les 
plus  grandes  marées  de  chaque  mois  arrivent  environ 
deux  ou  trois  jours  après  les  nouvelles  &  pleines  Lu- 
nes, &  les  plus  petites  deux  ou  trois  jours  après  les 
quadratures. 

.  Si  les  mers  font  fort  étroites  les  eaux  ne  peuvent  pas 
s*élever  fcnfiblement.  Ce  qui  élève  les  eaux,  c'eftleur 
communication  entr'elles ,  l'augmentation  de  leur  poids 
dans  les  quadratures,  &  fa  diminution  dans  les  f^^xy* 
gies.  Si  rétendue  de  la  mer  eft  peu  confidérable ,  il  ne 
peut  y  avoir  en  même  tems  des  eaux  qui  foient  en 
quadrature  avec  celles  qui  répondent  à  Tailre  oui  paife 
par  le  méridien  ;  fi  elle  til  encore  moins  confiaérable  , 
toutes  les  eaux  font  fenfiblement  attirées  avec  la  même 
force ,  6c  comme  il  n'y  en  a  pas  vers   Je  rivage  qui 
puiiTent  prendre  la  place  de  celles  qui  Tabandonneroienc 
elles  doivent  relier  tranquilles  i  c'eft  pour  cette  raifort 
que  dans  la. mer  Pacifique  l^s  marées  font  plus  grandes 
qne  dans  l'Océan  Atlantique  ,  &  que  dans  la  zone  tor- 
ride  entre  l'Amérique  &  l'Afrique  où  la  mer  eft  plus  jref- 
ferrée  ,  elles  font  moins  confidérables  que  dans  les  zones 
tempérées.  Dans  la  mer  Atlantique  l'eau  ne  peut  s'élever 
fiir  un  rivage  qu'elle  ne  baiife  fur  l'autre.  La  Méditer- 
ranée n'ayant  environ  que  60°  en  longitude  ne  doit  éprou^ 
ver  qu'un  flux  très-petit  >  il  eft  cependant  plus  (ènfible 
dans  la  mer  Adriatique  qui  a  aifez  de  largeur.  Les  ma- 
rées  font  fort  compliquées  aux  environs   du  Détroit 
de  Gibraltar  :  on  y  remarque  des  lifieres  qui  ont  des 
mouvements   différents  i  celles  qui   font  fur   les  cotes 
de  chaque  côté  paroiffent  venir  des  marées  de  la  Mé- 
diterranée &  les  deux  autres  qui  les  touchent  de  cel- 
les de  l'Océan.  La  mer  Cafpîenne  &  la  mer  Baltique 
n'ont  point  de  marées  à  caufe  de  leur  peu  d'étendue. 
Mais  dans  Ics'mers  ouvertes  &  qui  s'étendent  beaucoup 
d'Occident  en  Orient ,  comme  la  mer  Atlantique ,  l'O- 
céan Pacifique  &  la  mer  d'Ethiopie  l'eau  s'élève  à  6^  o  , 
Il  ^ &  quelquefois  même  jufqu'a  1 5  pieds.  Les  rivages ,  les 
golfes,  les  bayes,  les  détroits^  les  bancs  de  fable  doi- 
vent faire  varier  beaucoup  les  marées.  On  conçoit  en  effet 
facilement  que  fi  une  lame  d'eau  de  8  pieds  de  hauteur 
&  de  10  lieues  de  largeur  vient  à  être  pouflee  dans  un 
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détrpic^qui  aille  en  fe  rétreciflfant  »   de  manière  que 
cette  tnafle  d*eau  foit  obligée  de  fe  reâerrer  dans  la  lar- 
geur d'une  lieue  par  exemple  ,  elle  s'élèvera  confidé- 
rablement^  &  formera  une  marée  très-  haute.  Dans  la 
mer  Atlantique  &  fur  les  côtes  occidentales  d'Europe 
le  flux  &  reflux  arrive  aflez  comme  le  demande  la  po- 
fition  de  la  Lune ,  &  Teau  parvient  communément  à  fa 
plus  grande  hauteur  environ  trois  heures  après  le  paf- 
fage  de  cet  alite  par  le  méridien  fur  les  côtes  d'Eipa- 
gne,  de  Portugal  &  fur  celles  de  l'Occident  d  Irlande; 
de  là  elle  s*écoule  par  les  détroits  adjacents  ^  fe  répand 
par  deux  couransau  Midi  de  l'Angleterre  &au  Nord 
de  TEcofle  y  s*é!ève   plutôt  où  elle  arrive  plutôt ,  & 
commence  à  baifler  dans  certains  endroits ,  tandis  que  les 
courans  avancent  encore  dans  d'autres  lieux  plus  éloi- 
gnés. Quand  ces  courants  reviennent  ils  ne  produifent 
point  de  marées ,  par  ce  que  l'eau  s'écoule  trop  rapi< 
dément ,  jufqu'à  ce  que  par  un  flux  pouiTé  par  te  vafie 
Océan  le  retour  du  courant  foit  arrêté  &  que  Teau 
commence  à  s'élever  de  nouveau.  On  fent  donc  qu'il 
doit  y  avoir  de  erandes  différences  pour  le  tems  de  la 
marée ,  comme  il  y  en  a  pour  la  hauteur  par  la  fitua* 
tion  des  rivages  ,  félon  qu'ils  font  plus  ou  moins  ef-' 
Carpes ,  qu'ils  ont  plus  ou  moins  de  finuofités  pour  re- 
tenir l'eau  ,  &  qu'ils  fe  préfentent  plus  ou  moins  di- 
reâement  aux  courants.  Aux  embouchures  de  la  Ga- 
ronne &  de  la  Loire  qui  fqnt  dirigées  vers  le  grand 
Océan,  aux  tems  des  nouvelles  &   pleines  Lunes,  le 
jSux  arrive  çnviron  trois  heures  après  )e  paflage  du  Soleil 
&  de  la  Lune  par  le  méridien  ou  trois  heures  après 
midi,  ce  qui  eft  le  tems  où  il  doit  naturellement  arri- 
ver ;  ainfi  la  marée  n'a  pas  été  retardée  par  les  côtes, 
mais  y  eft  produite  par  les  eaux  qui  viennent  direâe- 
ment  de  l'Océan ,  il  n'en  eft  pas  de  même  à  Ofiende, 
au  Havre,  à  Saint-Malo ,  à  Dunkerque  ,  Ib  flux  n'arrive 
dans  ces  lieux  que  par  les  courants  qui  fe  forment  fur 
les  rivages  &  par  conféauent  fucccffivemcnt ,  favoir  à 
£x  heures  à  Saint- Malo  ,  a  neuf  heures  au  Havre  ,  à  mi- 
nuit à  Dunkerque  &  à  Oftende.  A  Dunkerque  la  haute 
mer  s'obferve  fouyent  à  minuit  aux  tems  des  fyzygies  5 
mais  ce  flux  eft  une  fuite  de  celui  qui  a  été  produit  par 
Je  précédent  paflage  du  Soleil  &  de  la  Lune  au  mé^ 
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ridien^  &  qui  n'arrive  à  Dankerqtie  qu'environ  il  heu* 
res  après  ce  paflage.  A  Bacsham ,  porc  du  Royaume  de 
Tonqain  ,  il  y  a  deux  entrées ,  l'une  par  la  mer  ce  la 
Chine  encre  le  Continenc  &  Manille ,  l'autre  par  l'Océan 
Indien  encre  te  Continenc  &  Tlfle  de  Bornéo  ;  le  flux  ar- 
rive par  l'une  de  ces  entrées  à  la  croifieme  heure  de 
la  Lune  >  &  fix  heures  après  par  l'autre  entrée ,  c'eft- 
à-dire ,  à  la  neuvième  heure  de  la  Lune  .  à  caufe  de 
leur  différente  lîtuatîon.  Ceft  pourquoi  n  les  marées 
fonc  égales  ,  l'une  arrivanc  tandis  que  l'autre  fe  reci- 
reroic»  l'eau  doic  refter  cranquille  fans  aucun  mouve- 
ment. Ceft  auflTi  ce  qui  arrive  lorfoue  la  Lune  eft  dans 
le  plan  de  l'équateur ,  parce  qu'alors  les  marées  du 
matin  feront  égales  à  celles  du  foir  ;  mais  fi  la  Lune  com- 
mence à  décliner  du  même  côté  de  l'Equateur  aue 
Batsham  (  fitué  à  id^  fo'  de  latitude  feptentrionale  )  les 
marées  qui  fe  fuivenc  ne  feronc  poinc  égales  ;  de  force 

3 ue  celle  qui  arrive  d'un  côcé  furpaifera  celle  qui  vient 
e  Taucre  côté  ,  la  marée'  durera  douze  heures  ,  & 
l'on  n'aura  qu'un  flux  &  un  reflux  par  jour.  Ce  fera  la 
même  chofe  lorfque  la  Lune  aura  une  déclinaifon  auf- 
trale ,  avec  cette  différence  que  dans  le  premier  cas  les 
eaux  auront  leur  plus  grande  hauceur  environ  vers  les 
fix  heures  après  le  coucher  de  la  Lune ,  &  qu'elles  feront 
baffes  à  fon  lever ,  undis  que  dans  le  fécond  cas  elles  fe* 
xonc  bauces  au  lever  &  baffes  au  coucher  de  la  Lune. 

Maintenant  fi  nous  voulons  crouver  la  hauceur  i 
laquelle  le  Soleil  peut  élever  les  eaux,  nous  y  par- 
viendrons au  moyen  des  réflexions  fuivances.  La  pé- 
lanceur  p  d*un  corps  ou  fa  cendance  vers  un  aucre  corps 

attirant  m  fitué  à  la  diflance  D^  eft  comme  fçi  (  voyez 

la  théorie  des  forces  centrales  dans  nos  InfUcutions 

m 
Mathématiques  )  ;  ainfi  Ton  a  p  =3  -— •  Si  l'on  fuppofe 

que  le  corps  attiré  tourne  autour  du  corps  m  fuppofé 

V  V 

immobile  ^  avec  une  vitefTev,  Ton  aura  ps»— •  £q 
effet  le  finus  verfe  A  M  (  fig.  2  34  )  qui  indique  la  quan- 


ri» 
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tité  dont  la  force  centrale  rapproche  le  mobile  A  dans 
le  tems  employé  i  parcourir  l'arc  infiniment  petit  Am, 
eft  égal  au  quatre  de  cet  arCj  divifé  par  le  diamètre  j 
puifqiie  fi  l'on  conçoit  une  petite  corde  qui  fe  confon- 
de avec  cet  arc.  Ton  aura  un  triangle  reâangle  Ami 
dans  lequel  le  quarré  du  côté  A  m  fera  moyen  propor- 

A  m 
tionnel  entre  AM&M^=«^Ai>  donc  A  M  =  "^Vr"  ' 

Ai»  vv 

aînfi  />  ==  A  M  eft  comme  "â  y"  »  ou  comme  -jy  ,  a  caufe 

que  refpace  A  m  eft  comnte  la  vîceffe  laquelle  eft 
conftantc  dans  un  cercle.  Mais  la  viteffe  eu  comme 
la  circonférence  divifée  par  le  tems  c  employé  à  la 
parcourir  ,  &  les  circonférences  font  comme  les  rayons } 

D  15*  .    N     ,  *^ 

donc  V  =  —  &  V  V  «=  —  >  d*ou  Ton   tire  p  =  tt 

*      D  m  f^  '       , 

5=  —  oa  -— -     ouOT  =  —  5  ccft-à-dire,  que  fiun 

corps  circule  autour  d'un  autre ,  la  mafTe  du  corps  at- 
tirant eft  comme  le  cube  de  la  diftance  entre  les  deux 
corps  divifé  par  le  quatre  du  tems  périodique  de  celui 
qui  circule  :  c'eft  de  ce  théorème  que  nous  avons  tiré 
la  méthode  de  pefer  les  aftres  dans  nos  Inftitutions 
Mathématiques. 

Suppofons  maintenant  que  LNm  (fig.  141  )  repréfente  l'or- 
hitc  lunaire ,  T  la  Terre ,  S  le  Soleil ,  éc  décompofons  li 
force  SLdu  Soleil  en  LT=SM  &  LM=TS,  cette  féconde 
force  qui  tend  à  approcher  la  Luac  L  dj)  Soleil  félon  tuie 
dîreâion  LM  parallèle  &  égale  à  celle  félon  laquelle  la 
terre  tend  vers  le  Soleil  nous  étant  inutile,  confidérons 
la  force  LT5  il  eft  vifible  qu'elle  augmente  la  pefan- 
teur  de  la  Lune  fur  la  Terre,  &  que  cette  augmema- 
tion  eft  à  la  force  avec  laquelle  la  Lune  (ou  la  Terre) 
pcfe  vers  le  Soleil  *  comme  la  diftance  de  la  Lune  i 
la  Terre  eft  à  fa  diftance  au  Solçil,  c'eft-à-dire,  que 
la  force  qui  augmente  la  pefanteur  de  la  Lune  fur  la 
Terre  dans  les  quadratures  ,  eft  à  la  pefanteur  de  la 
Terre  fur  le  SolciL  comme  le  /ayon  de  •  l'orbite  lu- 
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Baire  à  celui  de  Torbite  terrefire  ou  comme  r:R,  en 
faifant  le  rayon  TL  =  r  &SL  =  ST  =  R.  Mais  fé- 
lon ce  qu'on  a  dit  ci-defTus ,  la  pefanteur  de  la  Terre  fur 
le  Soleil  eft  à  h  pefanteur  originaire  de  la  Lune  fur  la 

R  r 
Terre ,  comme  ^rj  :  —7- ,  «en  fuppofant  les  tems  pério- 
diques des  révolutions  de  la  Terre  &  de  la  Lune  dé* 
fignés  par  T  &  r  5  donc  l'augmentation  de  la  pefan- 
teur de  la  Lune  par  Tadion  du  Soleil  dans  les  *qua- 
dratures  cft  à  fa  pefanteur  naturelle  en  raifon  compofée 

R        r 
de  r  :  R  &  de  =77  :  -7-  (  puifque  dans  ces  raîfons  R  & 

R. 

^j^  expriment  une  même  chofe ,  je  veux  dire  la  pé- 

r.R 

fanteur  de  la  Terre  fur  le  Soleil  )  ou  comme  -7p—  : 

R  r  • 

— —  y  ou  comme  r  *  :  T  * ,  ou  en  raifon  inverfe  du  quarré 

du  tems  périodique  de  la  Terre  autour  du  Soleil  au  quarré 
du  rems  périodique  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 
L'on  fait  que  T  =  56^  jours  6  h.  9'  14'' ,  &  r  =«  17  jours 

?'  heures  43^  Donc  r  ^  :  T  *  :  :  i  :  178. 73  ;  de  forte  que 
a  pefanteur  de  ja  Lune  dans  les  quadratures  augmente 
de  fa  T7Î  partie  de  fa  pefanteur. 

Maintenant  fi  nous  avons  les  deux  quantités  !*&  i  -f^  f^, 
tétant  eft  une  quantité  très»petite  9  lesquarrés  i  &  i-f-2^ 
+  ^  *  feront  entr'èux  comme  i  &  i  +  z  ^ ,  c*eft-à-dire 
différeront  du  double  de  la  différence  eots^  les  racines. 
I  &  I  +3.  Si  3  reprcfente  la  diftance  4e  la  Lune  à  la 
Terre  ,  &  t  celle  de  la  Terre  au  Soleil ,  qui  eft  envi- 
ron 400  fois  auHi  grande  (Tue  la  première  >  on  pourra 
fuppofer  que  les  quarrés  ae  ces  diftances  ne  différent 
entr'èux  que  de  la  quanyté  2i=  —•  t)*oû  il  fuit  que 
la  différence  de  l'aâion  du  Soleil  fur  la  Lune  (ituée  en 
wjou  enN,  c'efi- à-dire  en  conjondtion  ou  en  oppofi- 
tion  y  ic  par  conféquent  la  diminution  de  la  pefanteur  de 
la  Lune  lui  la  Terre  dans  les  fyzygies,  eft  comme  2  6  y. 
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€>a comme  le  diamètre  de  l'orbite  lunaire  (^) ,  tandis 
que  l'augmentation  dans  les  quadratures  eft  comme  le 
rayon  de  la  même  orbite  î  de  forte  que  la  diminution 
de  Ja  péfanteur  eft  double  de  l'augmentation  qui  eft 
es  -pyj.  Ainfi  la  diminution  eft  «y  de  fon  poids.  Mais  la 
péfanteur  de  la  Lune  eft  à  la  péfanteur  des  graves  à  la 
furface  de  la  terre  comme  i  :  )6oo  en  fuppofant  le  rayon 
de  l'orbite  lunaire  60  fois  plus  grand  que  celui  de  Ja 
terre  >  donc  l'augmentation  du  poids  de  la  Lune  dans 
les  quadratures  eft  à  la  péfanteur  des  graves  à  la  fur- 
face  de  la  Terre  comme  i  :  178  X  3600  :  :  1  :  64o8cx)« 
Maintenant  fi  nous  fuppofons  que  le  Soleil  agit  fur  les 
eaux  n  fituées  fur  la  furface  de  la  Terre  »  &  qui  font 
en  quadrature  avec  cet  «iftre,  fa  force  pour  les  com- 

Î rimer  ^  ou  pour  les  pouffer  vers  le  centre  T  de  la 
>rre  fera  comme  le  rayon  T  n  de  notre  globe  ou  fera 
e»  I  y  la  force  T  L  ou  l'augmentation  de  la  péfanteur  de 
la  Lune  étant  défignée  par  60  :  d'où  il  fuit  que  l'aug- 
mentation du  poids  des  eaux  placées  en  quadrature  avec 
le  Soleil  eft  à  leur  péfanteur  naturelle  fur  la  Terre  comme 
I  :  640800  X  60  :  :  1 :  38448000.  La  diminution  fous  le 
Soleil  &  dans  le  point  oppofé  eft  double  >  &  comme 
cette  diminution  oc  cette  augmentation  contribuent  à 
élever  les  eaux ,  l'on  peut  dire  que  la  force  du  Soleil 
pour  élever  les  eaux  marines ,  eft  à  leur  péfanteur  na- 
turelle comme  |:  38448000::  1 :  12816000,  ou  comme 
1 :  12868100 ,  félon  le  calcul  de  M.  Newton  plusexaâ 
que  le  précédent  en  ce  que  nous  avons  fuppofé  la  dif- 
tance  de  |a  Lune  à  la  Terre  de  60  demi-diamètres  ter- 
reftres  au  lieu  de  60  4-  Nous  avons  prouvé  dans  la 
féconde    édition  de  nos    Inftitutions    Mathématiques 


(^)  Dans  la  conjonâion  ,  la  Lune  m  eft  plus  anirée  vers 
le  Soleil  que  la  Terre  T ,  8e.  dans  Toppcfition  la  Terre  T 
eft  plus  attirée  que  la  Lune  N  ^  donc  dans  le  premier  cas 
la  péfanteur  de  la  Luhe  fur  la  Terre  eft  diminuée  ;  dans 
le  fécond  cas,  la  Terre  tend  vers  le  Soleil  félon  la  direç* 
tion  T  S  avec  plus  de  vîteflè  que  la  Lune,  qui  par  conféquenc 
pefc  moicit  fut  |a  Terre* 

que 
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eue  la  force  centrifuge  fous  Téquateur  eft  rr?  à  peu-près 
de  la  péfanteur.  Donc  l'aâion  du  Soleil  pour  élever  les 
cauY  eft  à  la  force  centrifuee  fous  Téquateur  comme 
:  :  1 :  44^17  ;  ainfi  iaâion  du  ooleil  pour  éle- 


1  X  a  <t  8  *oo 
X89 


ver  les  eaux  eft  à  peu-près  le  47717  de  la  force  centri- 
fuge. Mais  celle-ci  (  75  )  élevé  les  parties  de  l'équateur 
de  141 99  toifes  ou  de  8  519^  pieds  5  donc  ^^ij  pieds  expri- 
mera la  quantité  de  l'élévation  des  eaux  pcodi^ice  par  le  So- 
leil 3  or  cette  quantité  eft  à  peu-près  23  pouces  ou  environ 
X  pieds  3  donc  le  Soleil  peut  élever  les  eaux  de  l'Océan  à  la 
hauteur  d'environ  i  pieds ,  la  Lune  périgée  ayant  iine  force 
.  triple  les  élèvera  la  hauteur  de  ^  ~  pieds  y  tandis  que  la 
Lune  apogée  ne  pourra  les  élever  qu'à  la  hauteur  d'environ 
4  pieds  i  mais  lorfque  la  Lune  fera  dans  la  moyenne 
ciuance  ^  fa  force  y  qui  eft  alors  2  l  auftî  grande  que  celle  du 
Soleil  y  les  fera  monter  à  la  hauteur  d'environ  5  pieds. 
AinG.  les  marées  moyennes  doivent  en  pleine  mer  être 
d'environ  7  pieds ,  les  grande^ d'environ  8  pieds  &  les  plus 
petites  d'environ  fix  pieds  >  de  forte  que  les  nombres  6,7, 8 
font  un  peu  trop  grands.  Mais  cette  hauteur  eft  fouvent  di- 
minuée par  la  réfiftance  du  fond  $  car  elle  n'eft  que  de 
trois  pieds  â  Tille  de  Sainte-Hélène  .  au  Cap  de  Bonne- 
Efpérance,  aux  Philippines  &  aux  Molucques ,  &  d'un 
pied  (  dit-on  )  dans  le  milieu  de  la  mer  du  Sud.  Au  con- 
traire elle  eft  fouvent  augmentée  par  la  fituation  &  la 
figure  des  cotes  y  Se  i  Saint  -  Malo  la  marée  monte 
jufqu'à  4f  pieds  &  quelquefois  davantage. 

application  de  la  théorie  des  forces   Phyjiques 

à  la  Mécharùque. 

194.  Soient  fuppofés  trois  points  A ,  C,  B  (fig.  142),  (i 
les  points^A  y  B  fe  trouvent  dans  les  limites  de  cohéfion^ 
&  que  le  point  C  foit  auffi  dans  les  limites  de  cohé- 
iion  par  rapport  aux  points  A  ,  B.  ces  points -refteront 
en  repos  comme  il  eft  évident.  Mais  fi  à  la  diftance 
A  C  répond  une  force  attraâive  LC,  &  qu'à  la  dif- 
tance C  B  réponde  la  force  attraftive  C  K ,  le  point  C 
fuivra  la  diagonale  CF  du  parallélogramme  LCKF. 
Mais  fi  les  forces  du  point  A  &  du  point  B  étoient 
Tépulfives  &  exprimées  refpcâivement  par  C  N  &  C  M , 
le  point  C  fuivroit  la  direâion  C  H.  Si  au  contraire  la 
force  du  point  B  reftant  répulfive  par  rapport  au  point  C , 
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celle  du  point  A  étoit  attraâive  &  défignée  par  CL, 
le  point  C  fuivroit  la  direâion  C  / ,  c*eft-à-dire  fc  mou- 
veDoit  de  côté.  Il  eft  aifé  de  voir  que  le  point  C  ûiivroft 
la  direûion  C  G ,  fi,  la  force  C  N  du  point  A  étoit  ré- 
pulfive,  tandis  que  la  force  CK  du  point  B  feroit  at- 
traâive. Si  le  trjangle  A  C  B  étoit  ifofcèle  &  oue  la 
bafe  A  B  fût  inaffîgnable  par  rapport  à  la  hauteur'C  D  , 
la  ligne  C  D  coupcroit  Tangle  ACB  en  parries  égales» 
&  à  caufe  de  l'angle  infiniment  petit  L  C  K ,  C  F  fe- 
roit fenfiblement  le  double  de  C  L  ou  de  C  K ,  &  C  H 
iferoit  le  double  de  C  M  ou  de  C  N.  Donc  fi  les  forces 
des  points.  A  &  B  étoient  à  la  fois  répulfives  ou  à  la 
fois  attraâives  ,  &  que  Ttme  de  ces  forces  fuivit  la  rai- 
fon ,  doublée  des  quarrés ,  des  dillances  ,  leur  fomme 
fuivroit  auflî  la  même  raifon.  Si  en  fuppofant  les  forces 
des  points  A,  &c  B  attraâives^  &  qu'elles  doivent  avoir 
lieu  en  prolongeant  les  lignes  A  B ,  A  C  d'une  certaine 
quantité ,  on  fuppofe  en  mème-tems  que  le  point  C  ait  été 
un  peu  éloigne  des  points  A  &  B^  les  forces  attraâives 
des  points  A  Ôf  B  le  rapprocheront  de  la  ligne  AB  $  mais 
fi  ces  forces  font  répulfives ,  il  pourra  fe  faire  que  le 
point  C  après  avoir  été  rapproché  de  la  ligne  A  B  en 
foit  écarté  par  les  forces  répulfives  des  points  A  &  B. 

Si  au  lieu  de  trois  points  nous  en  confidérons  qua- 
tre ,  il  eft  vifible  qpe  la  variété  des  mouvemens  au- 
gmentera prodigieufement  félon  les  poficions  &  les 
diftances  différentes.  Que  feroit-ce  fi  au  Keu  des  points 
nous  prenions  des  maflfes  compofées  d'un  nombre  de 
points  que  perfon|ie  ne  connoit  ?  De  quelle  analylê^  de 
quelle  géométrie  n'aurions  -  nous  pas  beioin  pour  dé* 
terminer  leurs  mouvemens  ,  qui  cependant  dépendent 
de  cette  loi  fimple  dont  nous  avons  pa^lé  ci  -  devant. 
Néanmoins  toute  cette  variété  aura  lieu  dans  les  petites 
diftances ,  dans  lefquelles  la  courbe  des  forces  coupe  fon 
axe  s  car  dans  les  diftances  un  peu  grandes ,  les  ordonnées 
fuivent  à  peu  près  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des 
diftances.  Il  eft  bon  aufti  de  remarquer  que  la  courbe  des 
forces  (  fig.  1 3  y  )  a  deux  parties  égales  $  l'une  du  côté  des 
abfciffes  pofitivçs ,  l'autre  du  côté  des  abfciffes  négatives. 

19^  Soient  maintenant  dans  la  figure(i4})  trois  points 
A  >  1^  >  B^  placés  de  manière  que  les  trois  diftances  A  B^ 
A  E^  D  E ,  foient  les  diftances  des  limites  de  cohéfion^en 
forte  que  les  deux  dernières  foient  égales.  Suppofop$  que 
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A  &  B  rcpréfentenc  les  foTers  d'une  écHpfe  qui  pafTe 
car  le  point  E ,  extrémité  du  petit  axe  £  H.  Soit  dans 


nhis  dans  la  même  fijpre  1 3  r  les  arcs  N  M  ,  In  O  fem- 
lM>ies  &  égaux ,  afin  que  les  ordonnées  ay^^e  éga- 
kment  diftances  du  point  N  foient  égales.  S'il  y  a  en 
£  un  point  de  matière  y  il  n'aura  aucune  force  ^  puîfque 
A  £  &  BË  font  égales  à  la  diftance  A  N  de  la  limite 
N  de  la  figure  135  ^  &  U  tneme  chofe  aura  liea 
pour  an  point  pkcé  en  H.  Il  en  fera  de  même  par 
tappoct  au  point  m  s  car  fi  l'on  prend  dans  la  figure 
1|5  les  lignes  Ar>  Ak  égales  aux  lignes  Bm^  Am; 
•ï  ï'  >•  N  tt  feront  égales  refpeaîvement  aux  lignes  D  B  , 
DA  &  par  conféqucnt  égales  entr'ellcs.  Ceft  pourquoi 
les  forces  l't,  «y  feront  égales,  oppofées  k  (e  détrui- 
ront mutuellemient  4  &  la  même  chofe  aura  lieu  pour 
un  point  placé  en  F  :  car  ici  A  fera  attiré  &  B  fera 
fepottffé  par  m.  Mais  fi  la  limite  qui  répond  à  la  diftance 
Ad  eft  affet  forte ,  ces  points^  ne  s'éloigneront  pas  fen- 
fiblehnent  des  foyers  dé  Tellipfe  &  on  pourra  les  con- 
Sdérer  comme  immobiles. 

Atf^  un  point  placé  .aux  extrémités  du  grand  ou  du 
peôt  aste  rc&eta,  immobile  $  &  fi  on  le  place  dans  un 
poim  quelconque  C  du.  périmètre  de  l'^llipfe  y  à  caufe 
des  deux  lignes  AC ,  C  B  dont  la  fomme  eft  toujours 
égale  au  double  du  demi  axe  Dm,  la^  ligne  ACf  fera 
d'autant  plus  lonp|ue  xfxt  Dm ,  que  BC  fera  plus  cour- 
te ;  de  ferre  que  n  maintenadt  dans  la  fig.  i  ;  j ,  nous  fup-» 
Mfons  A  v  ^  A  {  égales  refpeâi vemcnr  aux  lignes  A  Cj 
sC,  nous  aurons  encore  uy  y  ^ty  égalesentr'elles.HC'eit 
Murquoi  Tattriaûion  C  L  fera  égale  i  la  répulfion  C M^ 
&LIMC  fera  un  rfaombe  dans  lequel  la  diagonale  l(j 
divifera  en  deux  parties  égales  l'angle  LCM  s  de  forte  que 
Bangle  A  C  P  fera  égal  i  Tangle  B  C  Q  oppofé  au 
femmel  i  l'angle  PCM.  Ce  qui  étant  une  propriété 
trèa-eonuue  de  la  tangente  de  l'êtlipfe  rapportée  aux 
foyers,  PCJ  fera  tangente.  Ainfi  la  force  du  point 
C  ten  dirieée  de  côté  le  long  de  la  tangente  ou  le 
long  de  la  direftion  de  l'arc  elliptique  ;  de  forte  quç 
le  p^int  C  itmc  placé  fat  le  périmètre  de  rellîpie , 
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fuivra  l'arc  elliptique  C  E  en  fe  mouvant  vers  fêxeré* 
mité  du  pecic  axe» 

Nous  pouvons  donc  ici  contempler  des  limites  de 
cohéfion  &  de  non-cohéfion  analogues  à  celles  qui  ont 
lieu  dans  Taxe  reâiligne  de  la  figure  i;f«  11  y  auct 
des  limites  en  E ,  en  F. ,  en  H  ,  en  m ,  dans  lelquelles 
la  force  fera  iiuUe  ,  tandis  qu  elle .  aura  lieu  d;uis  les 
points  C  intermédiaires.  Mais  en  Ë  &  en  H  les  lîmi* 
tes  feront  telles  que  fi  on  en  éloigne  un  point  de  ma-* 
tiere  en  fuivant  le  périmètre  de  ]*ellipfe ,  il  reviendra 
vers  ces  limites  comme  il  ar^ve  dans  la  f^ure    I3f 

i»ar  rapport  aux  limites  de  cphéfion  ;.  mais  en  F  &  en  «e 
es  limites  font  telles  que  fi  l'on  en  éloigne  tant  foit 
peu  un  point  de  matière  ,  il  s'en  écartera  encore  da« 
vancage .  couimç  cela  arrive  dans  la  figure  1 5  (  dan$  les 
limites  de  non-cohéfion. 

Le  contraire  arriveroit  fi  Dm  étoit  la.difiance  due 
à  une  limite  de  non  cohéfion  :  car  alors  la  plus  petke 
diftance  B  C  auroit  une  attraâion  C  K ,  tandis  QU*à 
la  grande  diilance  A  C  répondroit  la  répulfion  C  N  » 
&  fa  force  composée  C  G  exprimée  par  la  diagonale 
du  rhombe  NCK.G  s'exerceroit  dans  la  tangente  CQ 
de  rellipfe.  Dans  les  points  Ë,  H  il  ^  auroit  vérira«» 
bletnent  des  limites  «  mais  le  point  C  placé  entre  £ 
&  m  fe  mouveroic.vers/n:  au  contraire  il  femouveroic 
vers  F  s'il  étoit  placé  entre  Ë  &  F  fur  l'arc  ellipti- 
que EF  ;  de  manierç  que  les  extrémités  F  &  m  du 
Î;rand  axe  feroient  des  limites  de  cohéfion  ^  tandis  que 
es  extrémités  E  &  H  feroient  des  limices  de  non  cohé« 
fion*  6i  D  /n  eft  une  ligne  égale  à  U  diftance  de  la  li- 
mite de  cohéfion  A  In  dans  la  figure  155»  Se  DB 
plus  grande  que  l'amplitude  N  L,  N  1\  à  plus  forte 
raifon  fi  l)  B  dans  nôtre  figure  furpafle  plufieurs  de  ces 
amplitudes,  &  que  l'égalité  des  arcs  ait  lieu  départ  & 
d'autre  par  tout  cet  efpace  »  iorfque  A  C  dans  la  ng.  lAf 
fera  égale  à  l'abfciflc  A 1^  dans  la  fi«.  laf ,  BC  dans  I& 
première  de  ces  figures  fera  égale  à  A  L  dans  l'autre.  C'eft 
pourquoi  dans  ce  lieu  il  y  aura  une  limite  »  &  avant^cec 
ei  droit  du  côté  de  A  ^  à  la  diftance  A  C  répondra  une  ré- 
pulOon  ,  tandis  qu'à  B  C  répondra  une  attrs^ion ,  la  figure 
K  C  N  G  fera  ui>  rhombe ,  &c  le  point  C  tendra  vers  nu 
Si  dans  quelque  epdroic  plus .  pxéa  du  point  m  les 
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diftances  AC^  BC  font  fuppoiëes  égales  aux  abfcif- 
fes  AK,  Ai  de  la  figure  ify,  il  y  aura  dans  cec 
endroit  une  limite  $  mais  dans  un  point  placé  à  une 
moindre  diftance  du  point  E^  il  répondra  une  répulfîon 
^  la  plus  petite  diftance  BC  &  une  atrraâion  à  la  plus 
grande  AC  $  &  la  fprce  compofée  fera  de  nouveau 
dirigée  vers  l'extrémité  E  du  diamètre  conjugué. 

196.  On  peut  aufficonfidérer  une  autre  analogie  avec 
ces  limites,  fi  Ion  conçoit  plufieurs  ellipCes  qui  ayent 
les  mêmes  foyers ,  &  dont  un  des  demi  axes  foit  égal 
à  la  diftance  de  quelque  limite  de  cohéfion  de  la  fi- 
gure 13  c ,  l'autre  demi  axe  rénondant  à  la  limite  pro- 
chaine de  non  cohéfion ,  ainfi  de  fuite  alternativement  ^ 
de  manière  que  l'excentricité  commune  foit  plus  petite 
qu'aucune  des  amplitudes  des  arcs  compris  entre  les 
limites  de  la  figure  i^s  »  ^^^  ^^^  chaque  ellipfe  aie 
feulement  quatre  limites  muées  aux  extrémités  des  axes. 
Un  point  de  matière  placé  dans  un  des  périmètres  aura 
une  détermination  au  mouvement  dans  la  direction  de 
ce  périmètre  $  mais  s'il  eft  placé  entre  deux  périmètres  ^ 


fi  on  éloigne  ce  point  du  périmètre  du  premier  genre 
il  fera  un  efforf-pour  y  revenir ,  mais  fi  on  l'éloigné  du 
périmètre  du  deuxième  genre  il  s'en  éloignera  encore 
davanta^  &  le  fuira.  Car  foit  dans  la  fig.  144  les  demi- 
axes  DO ,  p  O',  DO'^  égaux  ,  le  premier  à  la  diftance 
AL  de  la  limite  de  non  cohéfion  de  la  figure  i^ç ,  le 
deuxième  à  la  diftance  A  N  de  la  limite  de  cohéfion  , 
le  troifieme  à  la  diftance  A  P  d'une  limite  de  non  cohé- 
fion ,  plaçons  le  point  C  un  peu  au  de-là  du  périmètre 
du  milieu:  les  lignes  AC  &:  BC  feront  plus  erandes 
que  fi  elles  étoicnt  terminées  à  ce  périmètre }  c'eft  pour- 

3uoi  dans  la  figure  i^;  ayant  fait  Aa,  A 7  plus  granr 
es  qu'elles  n'étoient  aupar^ant  ;  la  répulfion  ^  e 
diminuera  ,  mais  l'attraâion  uy  augmentera  $  ainfl 
dans  le  parallélogramme  C  M  i  L>  l'atcniâioa.  CL 
fera,  plus  grande  que  la  répulfion.CM;  la  direc- 
tion CI  de  la  diagoi^ale  approchera  pltis.deCL  que 
de  C  M  ,  Se  tendra  par  conféquent  à  rapprocher  le 
point  C  du  périmètre  du  milieu.  Au  contraire  fi  le  point  G 
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pulfion  C  M'  croîtra ,  &  Vattraâion  O  U  décroîtra  ( 
cç,&  pourquoi  la  direâion  C  V  approchera  plus  de  O  M' 
que  de  C'  L' ,  &  le  point  C  fera  repoufle  vers  le  pé* 
timètre  moyen«  Par  une  raifon  entièrement  femblable^ 
ii  on  place  le  point  dans  le  voifinage  du  premier  ou  du 
croifieme  périmètre ,  il  s'en  éloignera  encore  davantage  : 
&  de  là  fuit  la  propofition  que  nous  avons  avancée. 

Mais  parce  que  les  arcs  de  part  &  d'autre  de  cha* 
que  limite  ne  font  pas  exaâeraent  égaux ,  quoique  fi  ces 
arcs  font  trèspeiits  en  les  confidérant  comme  les  pro* 
longemens  de  la  même  tangente  qui  coupe  Taxe  dans 
les  limites,  leurs  ordonnées  doivent  être  feniiblement 
égales  'y  la  courbe  dans  la  direâion  de  la  tangente  de 
laouelle  la  force  eft  continuellement  dirigée  fera  fen- 
iiblement une  ellipfe  lorfque  l'excentricité  fera  très^ 
(petite  \  cependant  ce  ne  fera  pas  une  ellipfe  rigoureufe^ 
a  plus  forte  raifon  fa  forme  fera  différente  fi  les  exceth 
tricités  font  grandes.  Il  y  aura  néanmoins  toujours  dei 
courbes  qui  détermineront  la  direâion  continuelle  des 
forces  $  il  y  aura  même  des  coifVbes  qui  détermineront 
la  trajedoire  qui  doit  être  décrite  ayant  égard  même 
à  la  force  centrifuge  ;  ce  qui  fournit  une  immenfevariété 
de  combinaifons  très-propres  à  exercer  les  Analyftes. 
^  197.  Mais  fans  nous  arrêter  a  des  recherches  plus  co- 
rieuf<^  qu'utiles ,  examinons  un  cas  qui  peut  être  orild 
dans  Tapplication  de  cette  théorie  i  la  phyfique.  Si  deux 
points  A  &  B  (fig.  145)  font  placés  dans  la  diftance 
d'une  limite  de  cohéfion  aflez  forte ,  &  que  le  troifieme 
placé  au  fommet  E  du  fécond  demi -axe  foit  aoffi 
dans  une  limite  de  cohéfion  aflez  forte  ;  la  force  qui 
le  retient  à  ce  fommet  pourra  être  aflez  confidérable 
pour  qu*on  ne  puifle  l'en  éloigner  (enfiblement  qu'en 
employant  une  très-grande  force:  Alors  fi  quelqu'un  re^ 
tient  ïe  point  B  (fig>  14c)  dans  le  lieu  où  ii  eft»  en 
falûtnc  tourner  le  point  A  autoar^de  loi  jufqa'à  ce  qui! 
arsivie  en  4  ;  le  point  £  parviendra  en  «  &  la  forme 
llumam^leA^Ë  B  fera  confervée  \  de  forte  que  lè^  trou; 
points  À^  E ,  B  oppoferont une  grande  réfiftance  à  leor 
réparation.  Mair  fi  .les  points  A,  B  (  fig.  143  )  étjiot 
fuppofcs  retenus  par  ii^  forces  qui  empêchent  leur  moiH 
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venient  ^  on  éloigne  un  peu  le  point  E  du  lieu  qu'il  *oc* 
cupe  ;  aufli  tôt  qu  on  ceflera  de  le  retenir  ce  point  re* 
viendra  en  E^  &  fera  de  petites  ofcillations  autour 
du  point  E  dans  une  courbe  elliptique  ou  très-appro- 
chante de  l'ellipfe.  Mais  fi  la  force  oui  éloigne  4e  point  £ 
de  fa  pofition  n'eft  pas  capable  ae  le  faire  parvenir 
jufques  au  premier  axe ,  ce  point  rétrogradera  &  dé- 
crira moins  qu'une  demi-ellipfe.  Son  mouvement  fera 
accéléré  en  allant  vers  '  Textrémité  du  petit  axe  &  re- 
tardé en  allant  de  l'extrémité  du  petit  axe  vers  F  ou 
vers. m.  Si  ce  point  a  affez  de  force  pour  pafler  jufqu'en  n 
au-delà  de  I»  ^  il  continuera  de  s'émouvoir  dans  le  périmè- 
tre de  l'ellipfe ,  font  mouvement  fera  accéléré  en  s'appro- 
chant  des  extrémités  H  &  £  du  petit  axe ,  &  fera  retardé 
en  s'en  éloignant,  N^arrive-t-il  pas  quelque  chofe  de  fem- 
blable  lorfque  les  corps  foiides  venant  à  être  liquéfiés  par 
l'ââion  des  particules  ignées ,  leurs  parties  reçoivent  une 
grande  agitation  ;  mais  cette  agitation  ceflant  peu  à  peu 
par  les  forces  qui  chaffent  les  particules  ignées  ^  les 
parties  recouvrent  une  pofition  femblable  &:  forment 
de  nouveau  un  corps  folide. 

198.  Si  nous  fuppofons  que  les  diftances  étant  expri- 
mées par  A  B  ,  A  C ,  &c.  (  fig.  146  ) ,  les  forces  ionc 
comme  les  ordonnées  BM,  Cm,  &c.  il  eft  vifible 
que  les  quarrés  des  vîtcifes  feront  comme  les  aires  cor- 
rcfpondantes  BMrnC,  BMND(  voyez  le  N  <».  1 1 6  ). 
Donc  fi  on  fuppofe  que  le  mobile  B  eft  arrivé  eo  B  avec 
une  vîtefle  A,  &  oue  le  quatre  ^^e  la  vîteffe  acquife  en  par- 
courant refpace  B  D  foit  =«  B  B ,  la  différence  des  quar- 
rés des  vîtcffes  que  le  mobile  a  en  B  Pf  en  D  fera  =  B  B 
•^AA;  elle  fera  =  BB  lorfque  le  mobile  fera  arrivé 
en  B  avec  une  vîtefle  nulle.  Si  le  mobile  étant  arrivé 
en  D  les  forces  correfpondantes  à  la  partie  DT  de 
l'axe  étoient  nulles,  la  différence  c*  des  quarrés  des 
vîtefles  lorfque  le  mobile  feroit  parvenu  en  T  fcroit 
toujours -=  B  B  —  A  A  ,  ou=AA  — BB,  félon  que  B 
iera^  plus  grand  ou  plus  petit  que  A  $  &  B  D  étant  fup- 
pofe confiant .  c  le  fera  de  même. 

Suppotbns  maintenant  que  l'arc  m  N  eft  fenfible^ 
ment  une  iogiflique  ou  lo^aridimique  dont  la  fous- 
tangente  fait=«<i,  &  imaginons^  une  autre  logîftique 
4ont  la  fous-tangente  foit  «^^f  felon  ce  que  nous  avons 
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Ait'dans  la  première  ftâion ,  les  logarithmes  d'ur  même 
nombre  y  pris  dans  ces  logiftiques  font  entr'eux  corn* 
me  aih ,  en  Tuppcfant  roroosuiée  de  laquelle  on  com- 
mence à  compter  les  abrcifTes"»!.  Donc  en  appellant 
ces  logarithmes  x  Se  x\  Ton  aura  a:  x::6:x^^  c'eft-à* 
dire  que  les  fous  -  tangentes  d^s  logarithmiques  font  à 
l'intervalle  C(}mpris  entre  deux  ordonnées  égales  dont 
Tune  pafTe  par  l'origine  desabfciffes ,  en  raifon  confiante  ; 
ainfi  plus  la  fous  tangente  eft  petite  plus  cet  intervalle 
cft  petit.  Si  Ton  fuppofe  que  x  repréfente  Tintervalle 
entre  l'ordonnée  y  =  i  &  l*ordonneey=2,  cet  inter- 
valle fera  le  même  que  celui  qui  fépare  les  ordonnées 
10  &  lo ,  parce  que  i  :  i  :  :  lO  :  lo.  Ainfi  en  diminuant 
la  fous  -  tangente  a ,  on  pourra  faire  l'intervalle  x  en« 
tre  l'ordonnée  i  &  i  auâi  petit  que  Ton  voudra.  Cela 
pofé  fi  Ton  fuppofe  qu'à  la  diftance  A  B  répond  ia 
force  répulfive  BM>  &  que  la  compreffiou  d'un  fluide 
de  l'eau  ,  par  exemple ,  foit  exprimée  par  le  rapport 
de  A  B  :  A  C ,  c*eft»à-dire  fi  Ton  fuppofe  que  lorfque 
la  diâance  AC  entre  les  particules  de  l'eau  fe  change 
en  A  B  ,  la  force  répulfive  C  m  devient  »»=  B  M  ;  il 
eft  vifible  que  la  diftance  BC  entre  les  deux  ordon- 
nées C  m ,  B  M  peut  changer  très-peu  ou  que  les  li- 
gnes  C  A  &  B  A  peuvent  approcher  de  la  raifon  d'é- 
galité ,  quoique  les  forces  BM  &  Cm  foient  entr'elles 
Sans  tel  rapport  d*inégatité  qu'on  voudra.  Mais  loriquo 
l'ordonnée  D  N  ftra  devenue  fort  petite ,  la  courbe 
ceflera  de  fe  confondre  fenfiblement  avec  la  logiftique^ 
elle  coupera  l'axe  A  D  ^  formera  au-deflbus  un  arc  at« 
traâif ,  recoupera  bientôt  le  ihême  axe ,  &  Ton  aura 
un  arc  répulfif  qui  repréfentera  ces  forces  énormes  qu'ont 
les  particules  de  l'eau  torfqu^elles  font  réduites  en  va« 
peur  par  la  fermentation  8c  la  chaleur. 

Lorfqu*on  ête  Tobftacle  qui  s'oppofoit  à  l'écoulement 
de  l'eau,  les  premières  parties  defeendent  par  la  force  ré* 

{^ulfive  qui  foutcnoit  celles  qui  étoient  fituées  au-deflus , 
esfuivantes  defeendent  par  Taôion  d'une  force  fêmUable 
qui  va  toujours  en  diminuant ,  &  il  fe  produit  dans 
toutes  on  petit  mouvement  qui  eft  zfftz  petit  au  com- 
mencement. Bien  plus  y  quelquefois  la  force  répulfive 
éloigne  a/Ti^z  les  molécules  pour  que  la  force  attrac<« 
Uve  de.  celles  qui  s'écoulent  accélère  la  viteffe  des  fui^ 
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vantes  s  de  forte  qu'il  y  a  de  part  &  d'autre  quelques 
petites  ofcillations* 

199.  Les  viteifes  dans  Técoulement  des  eaux  font  z  peu* 
près  en  raifon  fous-dpublée  des  hauteurs  ou  des  forces 
comprimantes.  Cela  doit  avoir  lieu  fi  les  forces  cor- 
xefpondantes  aux  différentes  hauteurs ,  font  dansk  rap- 
port de  la  première  force  qui  fait  écouler  Jes  eaux  » 
c'eft-à-dire  en  raifon  fous  -  doublée  des  hauteur»  $  car 
alors  Taire  de  la  courbe  des  forces  fera  proportionnelle 
i  la  hauteur  ;  ainfi  les  quarrés  des  vitefles  feront  (  1 98  ) 
comme  les  hauteurs.  Suppofons  encore  que  M  m  N  re* 
préfente  Tare  d'une  logarithmique ,  fi  l'on  multiplie  Tor* 
donnée  BM  parla  fous-tançente  a  de  cette  logarithmi- 
que ,  le  produit  donnera  Taire  B  M  N  D  infiniment  lon- 
gue du  côté  de  T.  Si  Ton  multiplie  C  m  par  a ,  Ton  . 
aura  Taire  comptée  depuis  le  point  C  Mais  fi  Tordon- 
née  D  N;=Z  cft  très-petite  ,  le  produit  nZ  fera  très- 
petit  ,  &  Ton  poupra  regarder  les  aires  B  M  N  D  ^ 
CinND  comme  égales  refpeâivement  i  celles  dont 
on  vient  de  parler.  Or  ces  dernières  aires  font  en- 
tr'elles  comme  les  forces  initiales  BM  j  Cot  qui  dé-« 
terminent  l'écoulement  des  premières  tranches  de  la  li- 
queur s  donc  alors  les  quarrés  des  vitefles  font  comme 
les  preffions  ou  comme  les  hauteurs.  D'un  autre  côté 
pour  que  la  vîtefle  abfolue  foit  la  même  que  celle  qu'un 
corps  acquéreroit  en  tombant  de  toute  la  hauteur  du  liqui* 
de  au-deflus  de  l'orifice  ,  comme  cela  arrive  fenfiblemenc 
à  Tégard  de  l'eau ,  Taire  4es  forces  doit  être  égale  à 
un  reâangle  dont  la  hauteur  feroit  égalera  celle  de 
l'eau  ,  &  dont  la  bafc  repréfenteroit  le  poids  p  d'une  mo*  . 
lécule  d'eau  ou  la  force  répulfive  qu'une  molécule  peut 
exercer  fur  une  autre  molécule  qui  la  prefle  $  parce 
qu'alors  la  dernière  particule  reçoit  la  même  vitelfe 
'accélératrice  qu'elle  auroit  pu  recevoir  en  tombant  de 
toute  la  hauteur  du  fluide  :  ainfi  tout  le  poids  exprimé 

Sar  B  M  doit  être  à  cette  force  comme  la  hauteur  du 
uide  eft  à  la  feus-tançente de  la  logiftique,  fimN  eftun 
arc  de  logiftique.  Mais  le  poids  B  M  eft  à  ;>  comme  le 
nombre  de  particules  contenues  dans  la  hauteur  eft  à 
l'unité^  &  par  conféquent  comme  cette  hauteur  eft  à 
la  diftance  des  premières  particules.  Ainfi  cette  diftance 
doit  être  éga^e  à  la  fous-tange9te  a  de  la  logarithmi- 
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que  i  a  eft  donc  une  quantité  très  -  petite.  Mais  cette 
vkeflfe  abfolue  eft-elle  la  même  dans  les  difFérens  fluides , 
&  les  quarrés  des  vicefles  des  écoulemens  font-ils  pro- 
portionnels aux  hauteurs  ?  Ceft  ce  que  les  expériences 
pourront  apprendre. 

2O0k  Passons  maintenant  â  la  réflexion  &  à  la  réfrac- 
tion de  laiumiere.  Si  un  point  mobile  A  (fig.  jaj)  fe  meut 
dans  ta  direâion  A  N  3  lorfcMj'il  fera  arrive  en  B  où 
les  forces  répulfives  du  plan  K  S  commencent  à  agir, 
il  abandonnera  cette  ligne  pour  décrire  une  courbe  BQ 
dont  la  nature  dépendra  de  la  combinaifon  de  la  force 
tangentielle  félon  BN  &  de  la  force  répulfive  perpen- 
diculaire au  plan  R  S.  Si  cette  force  eft  capable  de 
fléchir  le  mouvement  du  point  A  ,  de  manière  que  la 
courbe  BQ  devienne  paralèlle  au  plan  avant  que  ce 
pK>int  foit  entre  dans  ce  plan  ,  il  eft  vifible  que  par  Tac- 
tion  continue  de  la  même  force  répulfive  qui  doit  ren- 
dre au  mobile  la  même  vitefle  verticale  qu'elle  vient 
d'éteindre ,  tandis  aue  la  force  horifontale  ou  parallèle 
au  plan  n'a  pas  été  altérée ,  le  mobile  A  décrira  TarcQD 

•égal  à  QB 9  arrivé  en  D,  il  continuera  fon  mouvement 
le  long  de  la  ligne  D  M  qui  fait  Tangle  de  réflexion  m  PM 
éêal  â  l'angle  d'incidence  B  N  n ,  &  parce  que  les  points 
N  &  P  font  très- proches  l'un  de  l'autre ,  ils  paroîtront  fe 
confondre.  Si  le  plan  KSja  quelques  afpérités  ,  mais 
petites  refpeâivement  à  la  diftance  à  laquelle  s'éten* 
dent  les  forces  répulfives  ,  ces  forces  vers  Q  feront 
peu  différentes  de  .ce  qu'elles  feroient  fi  le  plan  écoit 
parfaitement  poli  &  l'angle  de  rééexion  fera  fenfible- 

.  ment  égal  à  celui  d*incidence ,  ce  qui  n'arrivera  pas  fi 
les  afperités  font  confidérables. 

Soient  maintenant  deux  furfaces  paralèlles  A  B ,  C  D 
(fig.  148)  telles  qu'un  point  mobile  firué  hors  de  ces 
plans  n'éprouve  aucune  force  ,  tandis  qu'entre  ces 
plans  il  doit  être  expofé  à  l'aâion  des  forces  perpendi- 
culaires à  ces  plans  &  égales  pour  chacun  lorfque  les 
diftances  feront  égales.  Avant  d'être  irrivé  en  E  le 
mouvement  du  mobile  G  fera  reâiligne  Si  uniforme^  & 
fa  vîteflTe  pourra  être  exprimée  par  H  E  qu'on  peut  dé- 
compofer  en  H  S  paralèlle  &  S  E  perpendiculaire  à 
la  furface  A  B.  Le  mobile  étant  arrivé  entre  les  deux 
plans  dont  nou»  venons  de  parler  ^  fon  jnouveineot 
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fera  fléchi  par  Taâion  des  forces  de  ces  plans  5  de  ma'* 
niere  cependant  que  la  vitefle  paralèlie  ne  fera  point  al-» 
térée  >  candis  que  la  vitefle  perpendiculaire  fera  augmen- 
tée ou  diminuée  félon  que  les  forces  tendront  vers  le 
filan  C  D  ou  vers  la  furface  A  B.  Si  la  force  perpen- 
diculaire fe  trouve  éteinte  en  X  lorfque  la  direaion  eft 
devenue  parallèle  aux  plans ,  le  mobile  fortira  de  ces 
plans  en  décrivant  là  ligne  XI M ,  oui  fera  avec  la  per- 
pendiculaire LI  Tan^le  LIM  de  réflexion  égal  à  Tan- 
cle  d'incidence  H  ES.  Si  cela  n*arrive  gu'en  ;c,  le  mo- 
bile décrira  la  ligne  xi  m  dont  la  partie  i  m  eft  paral- 
lèle à  {  M.  Si  on  fuppofe  que  G  E  repréfente  un  rayon 
de  lumière  dans  lequel  il  y  ait  des  globules  dont  les 
direébions  deviennent  parallèles  aux  furfaces  A  B^  CD^ 
aux  points  X  »  x  ,  y ,  en  fuppofant  que  les  forces  qui 
pouifent  ces  globules  vers  A  B ,  font  plas  grandes  dans 
ces  points  que  celles  qui  tendent  vers  CD,  ces  glo- 
bules décriront  refpeûivcment  les  lignes  X  M ,  *  m  , 
y».  Suppofons  maintenant  que  le  mobile  G  étant  par- 
venu en  X ,  la  force  qui  le*  pouffe  vers  C  D ,  l'em- 
porte  fur  celle  qui   le  pouffe  vers  A  B  ^   ou  fi  l'oa 
veut    encore   fuppofoiis   (]ue   la  courbe   £  X  O  ,    ne 
devient  jamais  paralèlie  a  A  B .  dan»  ce  cas  il  peut 
arriver  que  la  vîteffe  perpendiculaire  foît  diminuée  ou 
augmentée ,  félon  que  les  forces  qui  tendent  à  appro-* 
cher  le   mobile  du  plan  C  D  feront  plus  foibles  ou 
plus  fortes  que  celles  qui  agiffent  pour  le  rapprocher 
de  A  B.  Dans  le  premier  cas  le  mobile  aura  en  fortant 
la  vîteffe  ON  &'''dans  le  fécond  la  vîteffe  ou.  Sup- 
pofons qub  le  mobile  fuit  ladiitrâîon  EX  ON  (&  ce 
que  Ton  dira  de  ce  cas  fera   comprendre  ce  qui  doit 
arriver  lorfque  EX  ou  eft  la  ligne  décrite  ) ,  &  regar- 
dons>la  vîteffe  H  E  comme  confiante ,  H  S  qui  exprime 
la  vîteffe  parallèle,  fera==PN  qui  exprime  la  même 
vîteffe  après  la  réfraûion ,  S  E  &  O  P  défigneront  les 
vîteffes  perpendiculaires  avant  &  après  cette  réfraûion. 
Maintenant  puifque  les  forces  qui  agiffent  entre  les  plans 
font  perpendiculaires  à  ces  plans ,  fi  Ton  appelle  a  la 
vîteffe.SE,  &  ^  la  vîteffe  OP  ,  la  différence  ce  des 

Sitîés  de  ces  vîteffes  fera  conftante  (voye»  le  N**.  198). 
hL.HE«*«H.  ON  =  A,HS=PN«=m;  l'on  aura 
par  la  propriété  du  triangle  rcûangle.  H*  ^as-a  *  -f-m  *  ^ 
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&  Ai  =  A^^m»  5  donc  H  *  — A*  =«*—**  — tf*  5 
c*eft-à-dircquc  la  différence  des  quarrés  des  vîteffcs  avant 
&  après  la  réfraâion  fera  conftante  ;  &  parce  que 
H  &  c  font  des  confiantes  ^  k  fera  conttante.  Maintenant 
en  faifant  le  rayon  =  i  ^  le  finus  de  l'angle  d*incî¥ 
dence  H  E  S  «=  p  ,  celui  de  réfraftîon  P  O  N  =^q. 
Von  aura  i:  H::p:w,  &  i  :  h:  :  q:  wj  donc  p  =• 

-Tj  &  ^  =  —•  Ccft  pourquoi/?  :  ^  :  :  A  :  H  ou  en  raifon 

confiante  (  *  )  ,  c'eft-  à  -  dire  que  les  finus  de  l'angle  de 
réfraâion  &  d'incidence  font  toujours  en  raifon  conf- 
tante  (  voyez  ci-delfus  les  N^*  5  &  6  }.  Mais  appliquons 
la  théorie  à  la  Phyfique. 

application    de    la    théorie    précédente   i  la 

Phyfique. 

201.  Je  ne  me  propofe  pas  de  donne^icl  un  traité  com- 
plet de  Phyfique ,  je  me  contenterai  de  parler  fuccinâc- 
ment  des  queflions  qui  me  paroitront  mériter  le  plus 
d'attention  ,  mé  propofant  de  reprendre  cette  matière 
lorfque  je  donnerai  ma  Phyfique. 

L'impénétrabilité  naturelle  des  corps  s'explique  faci- 
lement dans  cette  théorie  ;  car  puifque  dans  les  petites 
difiances  les  forces  répulfiyes  augmentent  de  manière 
qu'elles  font  capables  d'éteindre  un  mouvement  quel- 
conque, aucune  force  finie  ne  peut  faire  évanouir  la 
diftance  qu'il  y  a  entre  deux  points  de  matière  »  ce  qui 


(  *  )  Il  faut  concevoir  que  les  furfaccs  AB ,  C  D  font  celles 
entre  lefquelles  les  forces  commencent  à  agir  \  de  forte 
que  fi  la  lumière  pafle  de  Tair  dans  le  verre  ,  ksrfqu'il 
aura  franchi  la  furface  CD,  il  continuera  de  fe  mouvoir 
dans  le  verre  félon  la  diredion  0«».par  exemple..  Sï  le 
premier  milieu  étoit  de  verre  &  le  fécond  d*eau ,  le  rayon 
s'émoQveroic  dans  la  ligne  O  N ,  par  exemple ,  en  s'élolgnant 
de  la  perpendiculaire. 
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Teroit  cependast  néctiTaire  pour  la  pénétration  $  la 
feule  puiflance  divine  qui  peut  exercer  une  fotce  infi- 
nie peut  produire  cet  effet.  S'il  n'y  avoit  point  de  forces 
répulfives ,  une  mafle  quelconque  pafTeroic  librement 
â  travers  une  autre  mafle  $  ^r  le  nombre  des  points 
de  Tefpace  fenfible,  occupés  par  l'une  quelconque  de 
ces  maffes  éiant  infiniment  plus  grand  que  celui  des 
points  de  ces  maifes ,  il  eft  infiniment  plus  probable 
qu'aucun  des  points  de  l'une  iles  maffes  ne  rencontre- 
soit  un  des  points  de  l'autre  maffe  y  qu'il  ne  l'eft  que 
cette  rencon..'e  auroit  lieu  s  â&  cela  arriveroit  par  con- 
féquent  fans  aucune  vraie  pénétration.  Mais  les  forces 
répulfives  empêchent  cet  effet.  Si  Ton  conçoit  un  fo- 
lioe  compofé  de  différentes  furfaces  mifes  les  unes  au- 
deflus  des  autres ,  de  manière  que  les  points  qui  corn- 
pofent  ces  furfaces  foient  dans  les  limites  très-fortes  de 
cohéfion ,  &  qu'il  en  foit  de  même  par  rapport  aux 
points  de  ces  mêmes  furfaces  confidérees  les  unes  par 
rapport  aux  autres ,  de  forte  que  les  points  de  la  fur- 
£tce  fupérieure  foient  tellement  diflants  des  points  cor- 
refpondants  de  la  furface  fuivante  qu'on  ne  puiffe  ni 
les  éloigner  ni  les  rapprocher  fans  dc^ très- grandes  for- 
ces y  ces  furfaces  quoique  diflantes  les  unes  des  autres 
formeront  un  corps  phyfique  très-folide  &  très  diffi- 
cile à  rompre. 

201.  On  fait  qu'une  balle  de  fufil  traverfe  une  porte  demi- 
ouverte  &  très-mobile  fur  ics  gonds  fans  la  faire  tour- 
ner ,  ce  qui  vient  de  ce  que  les  parties  de  la  balle  s'étanc 
approchées  des  parties  du  bois  beaucoup  plus  que  celles- 
ci  ne  l'étoient  entr'elles  emportent  ces  particules  avec 
elles  y  &  la  brièveté  du  tems  ne  permet  pas  aux  for« 
ces  qui  retenoient  les  particules  voifines  du  bois  dy 
produire  un  mouvement  fenfible.  Que  fi  la  vSteffe  étoit 
encore  plus  grande  la  balle  traverferoit  la  porte  fans  y 
produire  aucun  changement  fenfible  &  fans  y  produire 
aucune  véritable  compénétration  comme  la  lumière  paffe 
i  travers  un  milieu  diaphane.  C*eft*là  peut-être  la  raifon 

Sour  laquelle  TAuteur  de  l'univers  a  donné  aux  glo- 
ules  de  lumière  cette  vitefle  prodi«eaf'e  qui  leur  fait 
parcourir  la  diflance  du  Soleil  à  la  Terre,  c'eft-à-dire 
•nviron  34  millions*  de  lieues  dans  l'efpace  d'environ 
ttû  demi- quart  4'bettrç*  Si  nous  pouvions  nous  pro- 
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curer  une  vicefTe  aifez  confid^rable  nous  pafferions  à 
irers  les  pbrces  fermées "^Sc  les  murailles  fans  trouver 
aucun  obitacle  8c  fans  aucune  vraie  compénétsation.  Nom 
Dous  fommes  donc  forme  l'idée  de  la folidité,  parce  que 
les  forces  répuHtves  ne  permettent  pas  i  nos  mains  Se 
à  nos  membres  depafler  a  travers  les  folides  phyfiques^ 
qui  ne  font  autre  chofe  dans  cette  théorie  ^  qu'un  aflem* 
blage  de  points  fans  étendue  retenus  dans  leurs  diftances 
refpeûives  par  les  forces  attraâives  &  répulfives*  Com- 
me l'intervalle  entre  ces  points  n  eft  pas  fenfible ,  ils  for- 
ment un  continu  phyfique  &  non  mathématique.  A  l'é* 
!;ard  de  l'étendue  géométrique  elle  n'eft  autre  chofe  que 
'efpace  pur  >  de  forte  que  la  Géométrie  a  pour  objet 
rétendue  en  longueur,  largeur  &  profondeur  :  mais  cette 
étendue  continue  eft  bien  différente  du  folide  phjrfiqiie 
qui  eft  compofé  de  points  renfermés  dan^  un  certain 
efpace  qui  a  néceifatrement  des  limites  &  par  confé« 
<|uent  une  figure.  A  l'égard  de  la  mafle  elle  doit  s'ef* 
timcr  par  le  nombre  des  points  qui  appartiennent  an 
corps  'y  de  manière  que  fi  le  nombre  des  parties  qui  ap- 
partiennent au  corps  A  eft  double  du  nombre  des  par- 
ties qui  appartiennent  au  corps  B ,  la  mafle  du  premier 
fera  double  de  celle  du  fécond.  Mais  la  denfité  eft 
comme  la  maife  diviféc  par  le  volume.  Pour  ce  qui  re« 
garde  l'inertie  des  folides  phyfiques ,  elle  tire  fon  origine 
de  celle  des  points  qui  les  compofent.  Quant  à  la  mobi- 
lité ,  tout  le  monde  fait  que  cette  propriété  confifte  en 
ce  qu'un  corps  peut  changer  de  lieu ,  &  paffer  d'une  par- 
tie de  l'efpace  dans  une  autre  partie  ae  l'efpace.  Mais 
l'égalité  de  l'aAion  âf  de  la  réaûion  vient  de  ce  que 
dans  le  choc  des  corps  ,  les  forces  répulfives  agiflenc 
également  fur  le  corps  choquant  &  fur  le  corps  cho- 
qué. Pour  ce  qui  regarde  la  divtfibilité  de  Tétendue  pure^ 
je  ne  crois  pas  qu  on  puiife  la  révoquer  en  doute  :  car 
fi  on  divife  l'étendue  d'un  pied  en  2  parties  égales , 
qu'on  prenne  enfuite  la  moitié  de  la  moitié  8c  ainfi  de 
fuite ,  on  ne  parviendra  jamais  a  la  dernière  divifion  | 
•  mais  n  il  eft  queftion  du  folide  phyfique ,  comme  le  nom*' 
bre  des  points  qu*il  renferme  eft  fini  ,  on  ne  peut  dire 
fans  abfurdité  que  la  matière  eft  divifible  à  l^înfini. 

Mais  la  gravité  que  Newton  met  au  rang  des  pro« 
prictés  générales  de  U  matière  &  i^i  fuit  dans  1^  diftaocee 
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un  peu  confidérables  à  très-peu  près  la  raifon  renverfée  des 
quarrés  des  dilhnces  ^  eft  repréfentée  par  l'arc  T  V  de 
la  courbe  des  forces  dans  lequel  les  ordonnées  font  à 
très-peu  près  en  raifon  inverfe  des  quarrés  des  diftances. 
On  peut  dans  cette  théorie  répondre  facilement  à 
l'objeâion  qu'on  fait  aux  partifans  de  Newton ,  pour- 
quoi Tattraûion  ne  force  pas  lés  étoiles  de  s'approcher 
les  uties  des  autres  pour  ne  former  qu'une  maue.  Plu- 
£eurs  répondent  que  la  diftance  entre  les  fixes  eft  fi 
confidérable  que  r.attraâion  ne  fauroit  produire  qu'un 
mouvetnenc  infenfible  dans  ces  aftres ,  auquel  par  con- 
féquenc  on  ne  doit  faire  aucune  attention.  Cependant 
il  ell  aifé  de  voir  que  dans  un  très*grand  nombre  de 
fiecles  cette  attraûion  pourroit  produire  un  efiFet  fen» 
fible  &  déranger  le  fyiiême  de  l'univers.  Mais  dans 
notre  théorie  on  peut  fuppofer  que  le  dernier  arc  de 
la  courbe  des  forces  qui  repréfente  la  gravité,  après 
s'être  éloigné  à  une  plus  grande  diftance  que  les  comètes 
de  notre  fyftême  ne  peuvent  le  faire ,  coupe  de  nou-^ 
veau  foQ  axe  de  manière  que  la  force  attraâive  fe  change 
en  répulfive  ^  enfuite  en  actrsiâivc  &  ainfi  de  fuite  ;  de 
forte  que  rien  n'empêche  de  fuppofer  que  les  étoiles 
^e  trouvent  dans  les  points  des  limites  ,  &  qu'elles 
ne  peuvent  ni  s'approcher  ni  s'éloigner  naturellement  les 
unes  des  autres. 

103.  La  cohéiion  s'explique  facilement  dans  cette 
théorie  par  les  limites  dans  lefquelles  on  peut  fup« 
Dofer  placées  les  particules  qui  coihpofent  les  corps. 
Mais  pourquoi  les  parties  féparées  d'un  bâton  venant 
enfuite  â  être  appliquées  l'une  contre  l'autre  n'acquie* 
rent-elles  pas  la  même  cohéfion  qu'elles  avoient  au- 


paravant?  Les  Newtoniens  difent  que  les  afpérités  des 
parties  brifées  qui  ont  été  un  peu  dérangées,  empêchent 
gue  le  contaâ  ne  foit  le  même  qu'auparavant.  Cependant 
il  les  deux  furfaces  font  aflez  polies  on  fent  d'abord  une 
grande  réfiftance ,  mais  quand  elles  ont  été  aflez  com« 
primées  l'une  contre  l'antre  elles  adhèrent  enfembléavec 
une  force  beaucoup  plus  grande  que  le  poids  de  l'ait 
comprimant  \  parce  qu'avant  de  parvenir  a  ce  contaâ , 
il  y  a  une  grande  force  ré($lilfive ,  que  Newton  4ui- 
ineme  a  reconnu  exifter  a  quelque  diftance  ^u  con- 
tsâ  quoique  tKs-pcQte  v  à^ette  forcp  xépulfivt  >  difent* 
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ils ,  fuccède^une  force  actraâive  dans  des  diftanccs  encore 
moindres  »  &  elle  devient  très-grande  dans  le  contaâ  | 
&  parce  que  dans  les  marbres  polis  on  obtient  beau- 
coup de  contaûs  en  meme-tems  il  n*eft  pas  étonnant 
oue  leur  cohéfion  foit  aflez  forte.  Dans  la  théorie  donc 
il  s'agit  ici  l'on  peut  dire  que  plufieurs  particules  des 
furfaces  réparées  ont  avancé  au-delà  des  limites  qu'elles 
avoient  auparavant ,  de  manière  qu'elles  exercent  main-> 
tenant  une  répulfion  qui  empêche  que  ^es  autres  ne  fe 
rapprochent  jufqu  aux  limites  qu'elles  aVoient  avant  la 
diviiion.  Mais  dans  les  marbres  polis  ^  quoique  les  an^ 
ciennes  limites  de  cohéfion  n'aient  pas  lieu .  néanmoins 
si  y  a  plufieurs  particules  qui  (ont  dans  des  limites^  foi* 
blés  à  la  vérité  ^  de  cohéfion  $  c'eft  la  caufe  qui  s'op« 
pofe  à  leur  réparation  perpendiculaire  i  quoique  je  ne 
veuille  pas  nier  que  la  réiiftance  de  l'air  n'y  aie  une 
grande  part.  Mais  quand  on  fait  gliifer  deux  pièces  de 
marbre  polies  Tune  fur  l'autre  on  fenc  feulement  les 
forces  attraâives  des  bords  des  furfaces  ^  &  non  des 
furfaces  totales.  Lorfque  les  marbres  fe  font  formés  j 
les  parties  infenfibles  fe  ftnt  approchées  peu  à  peu  les 
unes  des  autres  par  les  forces  qui  ont  endurci  le  mar« 
bre  ;  mais  dans  l'état  aûuel»  avec  quelque  foin  qu'on, 
polifle  les  marbres  ^  on  ne  peut  fie  flatter  d'enlever  tou- 
tes les  afpérités  &   les  éminences  gui  empêchent  que 
les  furfaces  parviennent  à  de  fortes  limites  de  cohéfion. 
il  n'eft  pas  plus  difficile  d'expliouer  pourquoi  un  corps 
ouelconque^  un  globe  /par  exemple,  fe  brife  fi  on  le  charge 
aun  trop  grand  poids.  Car  fi  Taâion  du  poids  com- 
primant l'emporte  fur  la  force  qui  retient  les  particu* 
les  dans  les.  limites  de  cohéfion ,  ces  particules  doivent 
s'éloigner  &  le  corps  fe  rompre.  Mais  on  auroit  tort     . 
de  penfer  que  toutes  les  parties  d'un  même  corps  ont 
une  égale  folidité.  Car   rien   n*empêche  de  fuppofer 
au'il  y  a  dans  les  folides  phyfiques  des  molécules  de 
aififérens  genres.  Les  premières  font  cotbpofées  de  points 
fimples  phyfiques  ,  les  fécondes  font  compofées  d'un 
certain  nombre  des  premières  ^  celles  du  croifieme  genre 
font  formées  de  l'affemblage  d'un  certain  nombre  de 
molécules  du  deuxième  genre  &  ainfi  de  fiiite.  C'eft 
pourquoi  les  molécules  au  premier  genre  feront  plu% 
folides  que  celles  du  fécond  geoic ,  8c  ceUes-ci  beau* 
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Coup  plus  quciîèHes  du 'troîHeme  genre ,  &c.'Ccci'nottf 
fait  voir  qu'il  peut  y  avoir  des  particules  qui  s'attirent 
les  unes  les  autres ',  d'autres  qui  fe  repoufTent  mutueU 
leonent ,  comme  nous  TaVricIns  yu  ^i-deflus  en  confidérant 
ce*  qui  fe  pafle  par  rapporta  }- (Joints  que  rien  n  èm-^ 
pêchoit  de  regatder  comme  comp'ofé^  de  parti<pule9  dà 
ili£Fîirens  genres,  vhikfi  deux  particules  dé  madère  font 
compofées  de  points  tellement  iicués  qu'en  les  apipror 
chant  l  une  de  l'autre  les  répulâons  8c  les  attraâioàss 
fé  compenfent ,  ces  particules  ne  s  approcheront  ni.  nà 
t éloigneront  l'une  de  l'aiitrev  Bien  plus  il  peut  y  avoîê 
ëes  endroits  fur  la  furface  d  une  patticule,  même  rphé*" 
tique,"  qui  attirent  une  autre  particule  ^.d'aurre^:  qui.lft 
xépouuent ,  &  des  troiiiemes  qui  ne  la  icepouilent  ni 
11&  l'attirem ,  parce  qo  il  peut  y  avoir  dans  ces  lieai; 
plus  de  points  on  moins  de  points.' que  dansduutres. 
Er^s  points  phyfiqoes^  peuvent  êtr«^  placés  à  aiffétencsft 
dlAantes^du  cenTte.âr<entr'eux      -    .     ^  -     ' 

104.  Les  corps  folides  font  compofés  de  parties  unies^ 
de  manière -que-fi  l'on  en  pouiTe  quck^ties-tmes-dii^- cet- 
tain  côté  les  autres  fui  vent.  Les  corp>  roidts  font  ce^ux 
dont^a  figure  ne  peut  être  changée  qg'en  c.mpJoyant  linç 
grande  force  ;  mais  lcs"corp$  flexibles  Vcômnîe  les  veN 
Res  ëlaftiques.  n'oppofcht  pas  une  grande  néiillahpc*  à 
leur  flexion.  Lès  fluide^  ne  font  pas  entièrement  jy^Pi'-» 
Vés  de  forces  rcpulfives  ou  attradtives.  Tt>ttt  le  moh4d 
tonnoît   la 'grande  force  répûlfiver  de   Taîr  quiréfrfté 

5  fa  comorçllion  en  raifonldefa  dèhfité,  d'autres- Soi dei 
Comme  l  eau  &  le  mercare  ;ont  ime^gfande 'force  at- 
tractive ,  cependant  leurs  mblécules  un  peu  conlidér»^ 
blés  fe  féparent  façilemciit  lés  unes'des  autres,  Dansiki 
poudres  &  les  fables  il  n'y  a  aucune  force  fenfible  ni 
attraûÎYc  ni  répulfive ,  parce  que  les  forces  attraâives 

6  répulfives  fe  compenicnt  mutuellement  A  Tégard  di| 
merctire  bcAt  Teatii  on  ne  .peut  douter  des  forces  at« 
traièives  qui  lient  leurs  fhoîécules  lès-unes  avec  les  au- 
treé  \  maïs  dans  les  fluides  élaftiques  "tels  que  Tah- ,  les 
)>artîciOes  qui  les  cdmpofent  fe  trouvent  fans  doute  Hors 
dés  limites  8c  fous  des  arts  répulftfs.  Bt  parce  que  dans 
ce  fluide  la  force  répulfive  augmente  à  taifon  de  -la 
proximité  des  parties  ,'on  doit  conclure' que  les^qrdon* 
nées  des  arcs  xépulfiis  daM  içfquels  fe  trouvent  fci 

Tomi  y.  Ks 


6i6  CouKS  DE  Mathe'matiques; 

{articules,  font  dans  Je  mênaCiT^poix,  (*).  Dans 
»  fluides  humides  les  particules  Ce  trouvent  dans  des 
limites  de  cohéfîon  aflex  fortes  »  mais  il  y  a  tout  âu^ 
près  unarcrépulfif  qui  coupe  laxourbe  des  forces  prefque 
aangle  droit.  Ceft  laVai&n  pour  laquelle  l'eau  réduite 
^  vapeur  a  une  ii  grande  force  répuifive. 

^o^  Si  les  farces  de  part;  &  d'aucte  de  la  limite  dans 
huiuelle  fe  trouvent  les  particules  d*uo  corps  reftent  feo* 
fiblement  les  mêmes  pendant  un  ceruio  efpace  au-delà 
de  cette  limite ,  8c  qu'on  flichiiTe  ce  corps  ;.  dès  que  la 
ftiroe  fléchifTante  ceflera  d'agir  il  jeprendra  fon  pre^*. 
mier  état,  comme  il  arrive  aux. corps.  élafiiqueSk  Si  les 
forces  ne  s'étendent  pas  à  une  certaine  diûance ,  oa 
^'il  y  ait  dans  cet  intervalle  ira  grand  nombre  de 
Utvitcs  y  on  pourra'  fléchir  le  corps,  fans  le  rompre» 
mais  il  ne  fera,  aucuii  effort  pour  reprendre  fon  pre* 
«lier  état  ^  oa  pouqra  itême  b'aJionger  confidérablemenc 
fans  le  rompre  comme  cela  arrive  au  plomb ,  à  Tôt  & 


(  *  )  CoQcevoas.dcDx  cubes  A  &  B  dont  les  volumes  /oîeot 
égaux  9  mais  dont  les  maffes  d'air  qu'ils  renferment  foient 
difTé rentes n  (le  manière  que  la  diftapcc  entre  les  centres  des 
iqojjéculesdu  premier  foit  =  <.  Se  ladlftance  entre  les  ceo* 
yfes  des  molécules  du  fécond  foit  =*  t;  il  cft  évident  que  les 
afiof^bres  des  moiécuUs  d'aic^dans  les  co^és  homologues  des 
cubes  A  &  B  »  fçroot  comme  i  la  (  ccd-z-iiic  ,  en  raifoq 
inverfedes  dif^^nces)  ^  dans  les  furfaccs  comme  ih  :  aa-,  dans 
les  cubes  comme  b^  :  <i^.  MaifueBant  les  forces  qui  agiflenc 
fur  les  furfaces  égales  de  ces  cubes  four,  retenir  les  particu* 
les  d'air  dans  les  diflances  qu'elles  ont*  font  comme  le  nom« 
pre  de  ces  molécules  dans  chaque  cube ,  ou  comme  les  den* 
(icés.,  U  les  forces  qui  tendei>t  à  les, dilater  (bnt.anflî  comme 
ies  dcpfit^Sy.Sc  .comnxe  les  forpe^  (comprimantes.  Donc  ces 
forces  que  )*appeUe  F  &/  font  <;o(nine.  b^i  aK  D*un  aucrt 
«oté  ces  forces  fonc  cq  rajfpn  çompofée  des  Lurfacesoudu 
^ombre  des,  particules  qniiagifTp^çç  contre  elles,  &  des 
ââions  de  chaque  particule,  dans  ces  furfaces.  Si  donc  on 
déf^ne  ces  ^jkin^  par  m  6c  n^  ppus  jurons  F  ;/:  ih^ia^i: 
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à  l'arçenc.  A  l'égard  des  corps  vifqueux  outre  la  'grande 
ténacité  que  leurs  particules  ont  entr'elles,  elles  ont 
encore  la  propriété  de  s'attacher  aux  autres  corps ,  parce- 
que  leurs  molécules  peuvent  facilement  parvenir  aux  H- 
mites  di?  cohéfion  avec  celles  des  folides  auxquels  elles 
s'attachent.         ^  ;         * 

.  2oé.  Les  Phyficiens  contemplent  avec  admiration  la  Jif- 
poiîtion  qu'ont  certains  corps  y  par  exemple  ,  la  glace  >  les 
petites  étoiles  que  fçrm^  la  neige  à  certaines  figures^» 
cette  difpoficion  eft  fur-tout  remarquable  diaos  les  fucs 
qui  forment  les  pierres  précieuies  &  dahs  les  parties 
organiques  des  végétaux  ^  des  animaux.  Il  eft  facile 
de  rendre  raifon  de  cette  difpofition  :  car  fi  les  mo- 
lécules attirent  d'autres  molécules  par  certains  points 
de  leurs  furfaces,  tandis qu^elies  les  repoui&nt  par  d'au- 
tres points,  ileft  aifé  de  concevoir  pourquoi  (es  parti- 
cules fecondaires  qui  forment  les  corps  fenfibles  fe  dfl*- 
pofent  dans  un    certain   ordre  ,   en   fe  -préfencant-les 
points  dans  lefquels  elles  s'attirent  8c  s'arrang'dant  ife 
fnaniere  qu'elles  puiffent  acquérir  de  .fortes  limites  de 
cohéfian  :  ce  qui  fait  qu'elles,  ne:  peuvent  former,  qiie 
certaines  figures.  Et  parce  que  la  même  molécule  c^i 
attire  par  un  de  fes  points  la  molécule  A  y  Vepoufle ,  à 
caufe  de  fa  difFérente  difpofition,  la  molécule  B  5  lorf- 
qu'une  malTe  compofée  de  plufieurs  particules  différentes 
vient  à  pader  tout  auprès ,  celles-ld  feules  s'arrêteront 
oui  pourront  être  attirées  &  acquérir  de  fortes  limites 
ae  cohéfion.  Cette  remarque  fournit  facilement  l'expli- 
cation des  fécrétions  ,  de  la  nutrition  &  de  la  végétation. 
Pour  déterminer  la^réfittance  &   l'aâion  des   flui- 
des il  faudroit  coaaoHre  exa^ement  la   h>f  des  fon- 
ces ,  le  nombre  &  la  difppfition  des  points  physiques 
Îui  forment  les  fluides  3  &  avoir  à  fa  difpontion  une 
iéométrie  &  une  analyfe  bien  fupérieure  à  celle  que 
nous  connoiflons.  Cependant  pour  dire  quelaue  chofe 
îur  une  queftion  qui.  paroit  furpaiTer  les  forces  de  l'efpric 
humain,  je  remarquerai  i^.  que  la  réfiftance  vient  du 
mouvement  qu'on  imprime  aux  molécules  du  fluide.  En 
fécond  lieu  il  7  a  une  autre  réfiftance  qui  doit  fon  origine 
9tux  for<?es  que  les,  parUcules  exercent  les  unes  fur  les 
autres  toFfque  Tupe. .  ti'^pproche    de  l'autre  en  fortant 
des  Umtfës  dans  i^fiiMi^^k)  eliek  étoioit  en  équilsbxe; 
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or  ces  molécules  acquièrent  des  mouvemens  trés-difFé*- 
rens ,  elles  tournenc^  elles  poufTent  les  autres  ,  &  dans 
•les  fiuides élafliques .  fur-tout^  du  moins  lorfque  la  vitefTe 
n'eft  pas  bien  confidérable  ^  celles  qui  font  par  derrière 
jagiiTent  fur  le  mobile ,  tandis  que  celles  qui  font  par 
devant  retardent  fon  mouvement* 
*    207.  Si  les  limites  dans  lefquelies  fe  trouvent  les  parti- 
cules d'un  corps  fe  fuccèdent  en  afTez  grand  nombre  dans 
:Un  certain  intervalle ,  lorfque  par  une  force  extérieure 
«on  aura  comprimé  ou  allongé  une  maffe  en  tranfpor- 
«tant  les  particules  d'une  limite  decohéfîonà  une  autre, 
•elles  y  refteront  en  équilibre  fans   faire  aucun  effort 
pour  reprendre  leur  ancienne  Situation  :  voilà  ce  qui 
arrive  dans  les  corps    mous.    Mais  fi  les  limites   font 
-aifez  écartées  ,  de  manière  qu'en  diminuait  la  diftance 
-la  force  répulfive  fuccede  à  Tattriâive ^  tandis  que  la 
-ibrce  attraâîve  augmente  avec  la  diftance ,  îi  clt  vifi-* 
'blc  que  fi  l*on  comprime  un  corps  ou  qu'on  faffe  eflFort 
-éour  l'allonger  ,  il  fe  rétablira  dans  fon  premier  état, 
hc  lesi  parties  recouvreront  leur  ancienne  Htuation  dans 
le  premier  cas  par  l'aâion  de  la  -force  répulfive ,  & 
dans  le  fécond  par  la  force  attraâive.   A  l'égard  des 
corps  duéHles  ils  ne  différent  des  corps  mous  que  par- 
-ce  qu*jls  retiennent  leur  fieure  avec  plus  de  force  $  car 
.les  corps  mous  changent  facilement  de  figure  ,  au  lieu 
jque  les  corps  duâileé  comme  les  métaux ,  non-feulement 
'  r  changent  de  -figure  par  l'aâion  du  marteau  $  mais   ils 
retiennent  avec  force  celle  qu'on  leur  a  donnée. 
,.  208.  La  Terre ,  l'Eau ,  l'Air  &  le  Feu ,  qu'on  appelle 
Tulgairementles  quatre  élémens  ,  ne  font  autre  chofè  que 
des  Corps  compofjés  de"  îpoints  homojçénes  difiFércmment 
difpofés,  des  molécules  ûefquels  on  peut  former  enfuite 
difrérens  mélanges  &  différens   corps.  Certains  corps 
font  diffolubes  par  l'eau ,  comnie  le  fucre ,  par  exem- 
ple ;  parce  que  leurs  particules  attirent  celles  de  Teaii 
avec  plus  de  force  que  celle-ci  ne  s'attirent  entr'elles  ; 
c'efl  pourquoi  les  particules  d'eau  prenant  la  place  des 
.molécules  féparéesdu  corps  fôlide,  celles-ci  doivent  nager 
dans  le  fluide  :  telle  ell  lacaufe  de  là  diflolùtlon.  Mais 
&  on  jette  dans  un  ftuide  âjnfi  chargé  de   molécules 
qu'il  vient  de  diifoudre ,  une  autre  fubflrance  dont  ]€S 
molécules  attirent  celles  «du  iuid»-  «vcc  plus  de  force 
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&  peut-êcre  même  à  de  plus  grandes  diflances  que  ne 
peuvent  le  faire  les  particules  du  premier  corps  ,  cette 
féconde    fubfiance   fera  diflbute    &  les  particules  du 
fluide   quitteront  celles  du  premier  corps  pour  s'acta*- 
cher    à    celles    du  fécond  y  ainfi    les   molécules    du 
premier   corps   tomberont  par   leur  poids  naturel  au 
fond  du  vafe  à  travers  le  fluide  fpéciifiquement  plus  le* 
ger,   8c  Ton  aura  ce  qu'on  appelle  une  précipitation. 
209.  Il  ell  facile  de  comprendre  dans  cette  théorie 
comment  an  peut  mêler  deuxxrorps  de  différente  nature 
comme   Teau  &  le  vin  >  &  comment  en  mêlant  deux 
fubttances  différentes,  on  obtient  une  maife  4pnt   le 
volume  n'eft  pas  égal  à  la  fomme  des  volumes  de^  fubf* 
tances  mêlées.  £n  effet  les  particules  des  corps  ne  fe 
touchant  pas  immédiatement,   elles  peuvent  par  J'in- 
terpofition  d'autres  parties ,  s'approcher  beaucoup  plus 
qu'elles  ne  faifoient  auparavant  &  former  un   volume 
plus  petit  que  ne  l'étoit  celui  de  Tune  des  deux  mafles. 
.  210.  Si  par  l'interpofition  &  l'agitation  du  fluide  igné 
les  particules  d'un  corps ,  de  l'or,  par  exemple,  changent 
leurs  diilances  de  manière  qu'une  particule,  ait  de  petits 
mouvemens  d'ofcillation  autour  aun  axe  ou  de  deux 
autres  particules ,  ce  corps  deviendra  fluide  3  mais  ii  la 
force   qui  caufoit  l'agitation  vient  à  ceffer ,  ce  corps 
pourra  redevenir  foUde.  Ce  mouvement  d^cillation  x 
pourra  ceffer,  foit  par  l'inégalité  qu'il  y  a  entre  les  for- 
ces de  différens  pomts  d'une  même  molécule ,  foit  par 
Texpulfion  de  la  matière  ignée  &  la  réiiflance  du  mi- 
lieu ambiant.  De  même  en  dépurant  certains  corps , 
c'eft-à-dire  en  leur  oiant  les  parties  hétérogènes  &  dif- 
formes qui  empêchoient  le  mouvement  de  leurs  mo- 
lécules, on  pourra  les  rendre  plus  liquides.  Ainflil  yz 
moins  de  vifcofité  dans  le  pétrole  que  dans  le  bitume  ; 
&  la  Chymie  fait  voir  que  aans  ces  iSiibttances  la  vifcofité 
eft  d'autant  plus  grande  qu'elles  font  plus  compofées. 
Si  dans  un  corps  devenu  liquide  par  Taâîon  du  f^u ,  les 
particules  en  s'écartant  les  unes  des  autres  paffent  dans 
un  gr^nd  arc  répulfif ,  elles  fe  fuiront  tout  à  coup  &  le 
corps  fe  volatilifera.  La  même  chofe  arrivera  fi  les  mo* 
lécules  d'un  corps  fixe  font  fituées  dans  des  diflances 
de  répulfion  très-fortes  ,  mais  retenues  par  l'interpo-» 
ficioQ  des  particules  d'une  autre  fubftanee  dont  les  tbr« 
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ces  attraâîves  furpaflent  les  forces  répulfives  dont  nous 
venons  de  parler  >  car  fi  par  l'adUon  du  feu  ces  parti- 
cules font  chaifces  du  corps  dans  lequel  elles  ëtoient 
retenues j  la  force  répulfive  diffipera  les  molécules  de 
ce  corps.  Cela  paroit  arriver  à  i'air  qui  femble  former 
un  corps  fixe  dans  les  calculs  qu*oo  trouve  dans  la 
vefiîe  ou  dans  les  reins ,  &  qui  peut  enfuite  recouvrer 
fon  état  volatil.  On  diroit  même  qu'il  perd  alors  Ton 
élafiicité  »  ce  qui  vient  de  ce  que  les  particules  interpo* 
fées  empêchent  par  leur  attraâion  les  effets  de  fa  force 
jrépulfive.  L'alternative  des  arcs  répulfifs  &  attraâifis 
de  la  figure  13  f  nous  fait  comprendre  facilement 
d'où  peuvent  venir  les  évaporations  ,  les  fermenta- 
lions  y  les  déflagrations  fubites  8c  les  explofions.  Si  les 
particules  d'un  corps  font  placées  â  des  diftances  con* 
venables ,  il  pourra  fe  faire  que  par  rinterpofitîon  fu- 
bite  de   quelques   molécules    externes,  les  points  des| 

Particules  de  la  maffe  s'écartent  aflez  pour  entrer^ 
ans  de  grands  arcs  répulfifs  qui  les  diffiperont  fubite- 
mcnt  :  c'eft  ce  qui  paroit  arriver  dans  l'explofion  fu- 
bite  de  la  poudre  i  la  même  chofe  arrive^  mais  avec 
moins  de  violence  dans  les  phofphores  qui  prennent 
feu  par  le  feul  contaâ  de  l'air. 

m.  Tous  les  corps  ne  fermentent  pas  avec  tous  les 
corps ,  ce  qui  vient ,  comme  nous  l'avons infinué  ci-deflus 
de  ce  que  certaines  molécules  n'agiflent  pas  fur  toutes  les 
autres  molécules  ,  mais  feulement  fur  quelques-unes^ 
tandis  qu'elles  exercent  une  grande  force  par  rapport 
a  d'autres.  A  l'égard  du  feu ,  on  peut  le  regarder  comme 
une  efpece  de  fermentation  de  la  matière  fulphureufe 
avec  celle  de  la  lumière  5  car  les  parties  de  la  ma- 
tière fulphureufe  pat  l'aâion  d'une  lumière  alfez  denfe 
ou  même  d'une  feule  étincelle  fermentent  avec  tant 
de  violence  que  patfant  des  limites  de  cohéfion  dans 
des  arcs  répulfifs,  elles  s'évaporent  &  la  matière  lu- 
cide fe  difibut  &  s'envole.  Ainfi  fi  un  oifeau  en  fe 
pofant  fur  une  montagne  détache  un  grain  de  fable  ^ 
qui  en  tombant  fur  d'autres  grains  les  entraine  dans 
fa  chute ,  &  que  ceux  ci  tombent  fur  de  groffes  pier- 
res qui  n'avoient  prefque  aucun  point  d'appui ,  ils  dé- 
terminent leur  chute  ,  toute  la  montagne  s'écroule 
dans  la  mer  &  produit  une  horrible  agitation.  C'eft 
la  Timage  des  forces  inteftines   qui  peuvent  produire 
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des  effets  furprenâns  par  le  moyen  d'un  petit  changement 
de  diftance  dans  les  particules  d'un  corps. 

XI  z.  Si  le  feu  eft  produit  par  la  feule  fermentation  de  la 
matière  fulphureufe  &  de  lumière  i"^),  là  où  il  n'y  aura 
point  de  foufre  Talion  du  feu  ne  fera  pas  à  craindre.  Il 
baroît  que  les  corps  terreftres  ne  fontdilfous  par  le  fluide 
jgné  que  parce  qu'ils  renferment  des  parties  oui  lient 
cntr'elles  des  molécules  inertes ,  c'eft  a-dire,  des  mor 
lécujes  qui  n'exercent  entr'elles  ni  répulfion  ni  at* 
tra6>îon  ,  parce  que  leurs  forces  répjulfives  &  attracti- 
ves fe  compenfent.  Mais  s'il  exiftoit  un  corps  qui 
n'eût  rien  de  ftmblabîe ,  il  pourroit  fupporter  Tac» 
tion  du  feu  le  plus  violent  fans  être  altéré.  Il  fe» 
roit  donc  poffible  qu'il  y  eût  dans  le  Soleil  même 
des  animaux  vivans  ,  mais  dont  -  les  corps  feroient 
compofés  d'une  matière  bien  différente  de  celle  de 
Dos  animaux  terreftres  ;  par  la  même  raifon  cet  aftre 
pourroit  avoir  des  végétaux  &  des  minéraux  qui  lui 
feroient  propres 

La  grande  effervefcence  qu'il  y  a  dans  les  corps  qui 
brûlent  écarte  les  particules  de  la  lumière  qui .  dès 
qu'elles  fe  trouvent  dans  de  grands  arcs  répulfifs  ,  fe 
dilHpent  avec  une  viteife  prodigieufe  ;  &  parce  que  les 
molécules  lucides  ne  parviennent  à  ces  arcs  que  fuo- 
ceffivement ,  le  corps  enflammé  ne  doit  pas  fe  difliper 
tout-à-coup ,  mais  il  fournit  de  la  lumière  pendant  un 
tems  plus  ou  moins  confidérable.  D'un  autre  coté  la 
quantité  de  lumière  qui  vient  du  Soleil  pouvant  avoir 
avec  la  mafle  de  cet  aftre  une  raifon  inaflignable  ;  le 
Soleil  pourroit  éclairer  TUnivers  pendant  des  millions, 
de  fiecles ,  fans  que  fon  diamètre  en  fût  diminué  d'un 

demi  pouce.  La  virefle  de  la  lumière  dépend  de  la  gran- 
I  f  ■ 

(*)  Les  Chymiftcs  modernes  entendent  par  fermentation 
on  mouvcmenr  inrcftin  qui  s'excite  à  l'aide  d'un  degré  de 
chaleur  &  de  fluidité  convenables  ,  entre  le»  parties  inté- 
grantes &  conftituantes  de  certains  cbfps  très  compofés,  & 
dont  il  réfoltc  de  nouvelles  corabinaifons  des  principes  de 
ecs  mêmes  corps  :  c'eft  ainii  que  le  vin  en  fermentant  Ck 
cbange  en  vinaîe;rc.  Mais  nous  prenons  le  nom  de  fermen- 
tation dans  un  fens  plus  étendu ,  en  défîçrnant  par  ce  mot 
les  fermentations  cdymiques  &  les  effetvcfcences. 

Rr  4 


6it  ÇouKS  Db  Mathe'matiques. 

deur  de  l'arc  r^ulfif  qui  produit  fou  émi/Gon.  A  l'é- 
gard des  rayons  de  différentes  couleurs,  on  peut  fup-» 
pofer  que  les  moiccules  dont  ils  font  compp fés  font 
jun  peu  différentes  entr'elles ,  &  que  les  forces  répui* 
fives  agiilent  fur  elles  à  peu-près  également  &  leur 
communiquent  des  vîteiTes  fenfiblement  égales.  Mais 
dans  la  théorie  dont  il  s'agit  ici^  ces  particules  peuvent 
facilement  traverfer  les  milieux  homogènes  en  ligne 
droite  «  car  les  milieux  ne  font  autre  chofe  qu'un  ef« 
pace  pur  dans  lequel  il  y  a  infiniment  plus  de  points 
fans  matière  que  de  ceux  où  fe  trouve  la  matière  i  de  forte 
qu'il  eft  infiniment  probable ,  c'ell*à-dire ,  certain  ,  qu'un 
globale  de  lumière  ne  rencontrera  jamais  fur  fon  chemin 
un  point  phyfique  ou  matériel  de  ce  milieu.  De  même  I  ef- 
pace  a  travers  lequel  fe  meut  la  lumière  dans  tant  de 
fens  différens  ,  contenant  un  nombre  de  points  infini* 
ment  plus  grand  que  celui  de  tous  les  globules  de 
lumière  qui  exigent  dans  la  nature  >  il  eli  infiniment 
probable  qu'aucun  de  ces  globules  ne  fe  trouvera  ja* 
mais  fur  le  chemin  de  l'autre»  &  qu'il  n'y  aura  au- 
•cun  choc  entr'eux.  Lorfque  le  milieu  eft  fort  hétéro- 
.^ène  .  les  parties  qui  le  compofent ,  ayant  des  forces 
inégales ,  détournent  la  lumière  en  dilPérens  fens  &  Tem- 
pêcnent  de  traverfer  fa  maffe  en  ligne  droite  comme  cela 
cft  néceffaire  pour  la  diaphanéité. 

213.  A  l'égard  de  la  réflexion  &  de  la  réfraâion  de  la  lu* 
miere  nous  en  avons  affez  parlé  ailleurs  $  mais  fi  les  corps 
açiffent  fur  la  lumière  en  la  détournant  de  fa  direûion^il  efi 
aifé  de  comprendre  que  les  rayons  lumineux  doivent  aufS 
agir  fur  ces  mêmes  corps  &  le  mouvement  perdu  dans  le 
cnoc  de  la  lumière  doit  être  au  mouvement  acquis  parle 
.corps  choqué  ,  comme  la  m^ffe  choquée  à  celle  de  la  lu- 
mière. Cependant  fi  un  rayon  de  lumière  va  choquer  une 
plume  très-légère  fufpendue  à  un  fil  très-mince,  die  ne  lui 
communique  aucun  mouvement  fenfible  ,  ce  qui  prouve 
Que  la  maffe  d'un  globule  de  lumière  eft  d'une  petiteffe 
étonnante  &  dont  il  eil  bien  difficile  de  fe  former  une 
idée,  .. 

214.  II.  y  en  a  qui  attribuent  les  aurores  boréales  à  des 
vapeurs  légères,  pouffées  par  les  rayons  folafres.  Il 
cfl  furprenant  qu'un  rhyfîcien,  qui  penfe  que  les  rayous 

ne  font  ^lutre  chofe  ()ue  des  ondes,  fputienne  une  t^tb 
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opinion}  carde  telles  ondes  ne  produiroient  pas  les  mou- 
vemens  progreiTifs  qu'on  remarque  dans  les  aurores.Ceux 
qui  difent  que  les  fleuves  peuvent  être  rétardés  y  3c 
que  les  trcmblemens  de  terre  peuvent  être  produits  par 
raâion  de  la  lumière  n'ont  jamais  fait  attention  que 
les  principes  de  la  méchanique  prouvent  que  la  mafie 
des  globules  lumineux  cft  fi  petite  qu'elle  ne  fauroic 
produire  un  tel  effet.  Cependant  les  rayons  folaires 
communiquent  aux  particules  des  corps  un  mouvement 
qui  peut  les  déplacer  &  les  faire  pafler  dans  des  arcs 
répullifs ,  &  occafionner  leur  dKTipation.  On  fait  que 
le  régule  d*antimoine  calciné  augmente  de  la  dixième 
partie  de  Ton  poids  >  mais  cet  effet  ne  doit  être  attri- 
bué qu'aux  parties  volatiles  qui  fe  trouvent  dans  l'air 
&  non  au  fluide  igné.  La  grande  aâion  de  la  lumière  fur 
les  fubftances  fu Iphureufes  qui  l'attirent  puiflamment  & 
leur  réa^ion  occafionnent  une  efpece  de  fermentation 
oui  produit  le  feu  Mais  lorfque  la  lumière  traverfe  des 
des  milieux  diaphanes  &  homogènes  comme  l'air  8c  le 
verre ,  elle  ne  perd  aucune  partie  de  fa  vîtcfie.  Car  fi 
après  avoir  traverfe  un  morceau  de  verre ,  elle  eft  ré- 
fléchie de  nouveau  vers  ce  verre  ,  elle  le  traverfera  en  fe 
réfraâant  de  la  même  manière  que  la  première  fois» 
l'angle  d'incidence  étant  fuppofé  le  même  >  ce  qui  ne 

Îourroit  avoir  lieu ,  fi  la  viceffe  avoir  été  diminuée* 
)ans  certains  corps  phofphoriques  la  lumière  folaire^ 
après  avoir  parcouru  un  grand  nombre  de  labyrinthes, 
après  avoir  comme  circulé  autour  des  molécules  in- 
térieures oui  la  pouffent  &  la  repouffent  tantôt  dans 
un  fens^  tantôt  dans  une  autre,  parvient  au  moins  en 
partie  jufqu'à  la  furface  d'où  elle  s'envole  ;  c'eft  la  caufe 
pourquoi  ces  phofphores  après  avoir  été  expofés  au 
Soleil .  luif<fnt  dans  les  ténèbres  plus  ou  moins  de  tems 
félon  fa  longueur  du  chemin  eue  doit  faire  la  Jumiere 
pour  s'échapper  par  leur  furface.  La  quantité  de  lu- 
mière réfléchie  eft  d'autant  plus  grande  que  l'angle  d'inci- 
dence eft  plus  grand  ,  parce  qu'alors  la  vîteffe  perpendi* 
culaire  étant  très-petite,  la  force  répulfive  des  furfaces 
peut  la  détruire  plus  facilement.  Mais  il  eft  aîfé  de 
comprendre  que  les  globules  des  rayons  de  différentes 
couleurs  étant  compofés  des  points  dont  le  nombre  & 
l'arrangement  n'eft  pas  le  ipçmc ,  ne  doivent  être  ni 
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également  réflexibles,  ni  également  réfrangibles  :  ce- 
pendant les  globules  rouges  étant  tous  a  très  -  peu- 
{>tès  égaux  ,  leur  refrangibilité  i'era  aufli  a  peu-près 
a  même,  comme  Texpérience  Tapprend  i  il  en  fera  de 
même  pour  les  rayons  orangés  ,  &c.  Mais  le  crytial 
d'Iflanae  a  une  propriété  bien  étonnante  6:  bien  digne 
de  l'attention  des  Phyficiens.  C  ettw  pierre  alfcdte  conftam- 
ment  la  figure  d'un  parallclipipede  cbliqi.e,  terminé 
par  fix  parallélogrammes  ôc  huit  angles  folides ,  &  lorf- 
qu'elle  réfringe  un  rayon  de  lumière,  il  fe  divifc  en 
deux  parties  dont  l'une  efl  réfradtée  d  une  mai.icre  conf- 
tante  &  ordinaire»  tandis  que  1  autre  tfi  rétractée  d'une 
manière  différente  &  extraordinaire  (  *  ,  &  cela  ar- 
rive quel  que  foit  l'angle  d'incidence.  Les  rayon<i  qui 
fortent  de  ce  cryftal  obfervent  la  même  loi  ,  c'eft-à- 
dire  que  celui  qui  a  été  réfracté  félon  la  loi  ufîtée 
ou  inufitée  ,  ctt  réfraâé  en  forçant  de  la  même  ma- 
nière $  néanmoins  le  rayon  incident  &  fers  deux  par- 
ties qui  fortent  du  verre  font  parallèles  Si  l'on  appli- 
que l'une  contre  l'autre  deux  lames  parallèles  de  ce 
cryftal ,  les  parties  du  rayon  incident  qui  auront  été 
réfraâées  félon  la  première  ou  la  féconde  manière  par 
la  première  lame ,  le  feront  de  même  par  la  fcconde. 
Ce  fera  la  même  chofc  fî  les  deux  crvîftaux  font  fem- 
blables  &c  ont  des  polirions  femblables.  Le  même  globule 
eft  réfrafté  d'une  manière  différente  félon  que  fcs  cô- 
tés font  tournés  d'une  manière  différente  par  rapport  à 
ceux  du  cryftal.  Ce  phénomène  paroît  dépendre  des 
différentes  forces  qui  ont  lieu  en  des  points  différens 
du  même  globule ,  &  qui  font  la  caufe  qu'il  fe  ré- 
fraâé félon  la  loi  ordinaire ,  lorfque  la  partie  tournée 
du  côté  du  cryftal  n'exerce  pas  une  force  ou  ne  reçoit 
pas  tm  mouvement  capable  d  empêcher  l'effet  de  la  loi 
ordinaire;  mais  ii  l'autre  partie  eft  tournée  du  côté  da 
cryftal ,  la  force  qu'elle  exercera  étant  différente ,  la 
réfraâion  le  fera  auffi  (**) .  Il  y  en  a  auffi  qui  attribuent 

(  ^  )  Lorfqu*on  met  ua  morceau  de  cryftal  d'Iflande  far 
un  livre ,  chaque  lettre  étant  vue  par  uue  double  réfraâion  » 
paroit  double. 

(**)  Il  y  a  encore  un  autre  phénomène  qui  a  beaocoop 
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le  phénomène  donc  on  vient  de  parler  aux  furfaces  dif^ 
férentes  dont  ,  difent  -  ils  ,  ce  cryftal  eft  compofé. 
Le  cryftal  de  roche  produit  auifi  deux  réfraâions^  mais 
moins  inégales  que  celles  du  cryftal  d'iflande. 


exercé  les  Phyfîciens  Se  qui  cft  très-digne  de  leur  attention» 
je  veux  parler  des  acch  de  facile  tranfmiffion  &  de  facile 
réflexion.  Si  par  le  moyen  ou  favon  mêlé  avec  Teau,  Ton 
forme  des  bulles^  leurs  lames  (fî  l'on  peut  s'exprimer  ainfî) 
tranfmeccenc  les  rayons,  de  toutes  les  couleurs  tant  qu'elles 
ont  une  certaine  épaifTeur  ;  car  d'abord  elles  ne  paroif- 
fent  point  colorées ,  enfuite  le  fommet  paroît  rouge  «  puis 
fucceflivcment  orangé ,  &c.  Enfin  on  y  apperçoit  uns  effece 
de  tache  noire.  La  couleur  rouge  qui  étoit  d'abord  au  lom- 
met  dercend,&  après  elle  l'orangé,  &c.  Il  cft  Yifîble  que 
l'eau  defcend  du  fommet  de  la  bulle ,  &  que  Tes  difFérentes 
parties  ou  lames  deviennent  d'abord  plus  minces  vers  le 
fommet  &  enfuite  vers  le  milieu,  &c.  de  forte  qu*il  paroit 
que  répaiifeur  différente  des  lames  tranfparentes  des  corps 
eft  la  caufe  de  leurs  difFérentes  couleurs,  que  l'épaifleur  des 
particules  colorées  qui  paroiflenc  rouges  cft  la  plus  grapde 
de  toutes ,  tandis  que  celle  des  particules  violetes  eft  la  plus 
petite.  Si  l'on  applique  Tune  contre  l'autre  les  convexités 
de  deux  verres  qui  foient  les  fegmens  de  deux  grandes  fphè* 
res,  l'air  formera  autour  du  point  de  contai  phyfiqcc  un 
difque  donc  TépailTeur  augmentera  à  proportion  que  les 
anneaux  feront  éloignés  de  ce  pOint  où  il  paroit  une  tache 
noire  ^  &  on  verra  tout  autour  des  anneaux  colorés ,  féparés  les 
uns  des  autres  par  un  anneau  blanc.  Il  paroit  que  les  corps 
fbntcompofés  de  lames  minces  d'une  certaine  épaiffeur,  fie 
par  les  expériences  de  Newton ,  les  lames  dont  les  épaiffeurs 
(ont  comme  les  nombres  i ,  )  >  5»  7  >  ^c.  réHéchilTent  les 
mêmes  rayons  qui  font  tranfmis  par  celles  dont  les  épaifTeurs 
fuivenc  le  rapporc  des  nombres  2,4,^,8,  &c.  Il  y  a  dans 
chaque  rayon  de  lumière  des  difpoiîtions  alternatives,  dans 
l'une  defqueiles  après  être  arrivé  à  la  furFace  qui  fépare  deux 
milieux  hétérogènes,  il  fe  réfléchit ,  tandis  qu'il  eft  tranfmis 
dans  l'autre  (  ce  que  l'on  appelle  Us  accès  de  facile  ré fiexion 
&  àe  facile  tranjmijflon  )  avec  des  intervalles  d'accès ,  après 
kfqucls  reviennent  les  difpoficions  favorables  à  la  facile  ré- 
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II  f.  La  diffraSion  n'eft  autre  chofc  qu'une  réflexion  ou 
une  réfraûion  commencée.  Lorfqu'un  rayon  arrive  à  une 
certaine  diftance  d'un  corps  dont  la  nature  eil  d  fFéren- 
te  de  celle  du  milieu  qu'il  traverfe  ,  il  fe  fléchit  ens'ap- 


flczion  ou  à  la  tranfmiflton.  C'cft  de  ces  inrcrvallcs  dîfRrent 
fclon  les  milieux  «  rinclinaifon  d*incideDce,  &  la  couleur  des 
rayons  ,  que  paroifle'tu  dépendre  tous  les  phénomènes  des 
lames  minces ,  des  couleurs  naturelles  &  changeantes  «  comme 
auffi  les  couleurs  des  lames  épaides  des  corps»  &  enfin  la 
difFra^lion  qui  fait  que  les  rayons  qui  pafTent  auprès  des 
tranchans  &  des  pointes  des  corps  refléchifTenc ,  &  que  ceux 
qui  ont  des  couleurs  &  des  réfrangibilicés  différentes  «  for* 
ment  auITi  des  angles  diftérens. 

Si  nous  fuppofons  que  les  globules  de  différentes  couleurs 
font  audî  compofés  d*un  nombre  différent  de  points  diffé- 
remment arrangés ,  on  pourra  imaginer  que  tous  les  points 
d'un  même  globule  n'ont  pas  été  à  leur  dépare  du  foleil  éga- 
lement expofés  à  l'aétion  des  points  repouffans,  de  manière 
eue  les  uns  ayant  reçu  plus  de  vSceffe  que  les  autres ,  ils  s'en 
leroient  féparés  ,  (\  les  forces  qui  les  uniffent  avoienc  été 
anéanties.  II  efl  arrivé  de- là  que  les  points  qui  avoient  reçu 
plus  de  vîteife  ont  d'abord  entraîné  les  autres  en  s'en  écar- 
tant un  peu  'y  mais  les  forces  attraélives  ont  bientôt  obligé 
ces  points  de  fe  rapprocher  les  uns  des  autres ,  de  manière 
que  leurs  di (lances  lont  devenues  plus  petites  qu'auparavant; 
alors  la  force  répulfive  les  a  écartés  au-delà  des  limites  na- 
turelles, mais  la  force  attraâive  lésa  rapprochés,  &  ainfî  de 
fuite  ;  de  forte  que  dans  les  ofcillations  qui  perfîftent  à  tra* 
▼ers  les  milieux  différens  que  la  lumière  traverfe,  les  glo- 
bules s'allongent  tantôt  dans  un  fens  tantôt  dans  un  autre. 
On  peut  donc  concevoir  qu'il  y  a  dans  un  globule  de  lu- 
mière des  accès  d'allongement  &  de  contra(flion  ;  mais  comme 
les  pendules  qui  ofcillcnt  ont  moins  de  vîteffe  vers  les  extré- 
mités des  arcs  qu'ils  décrivent  &  plus  de  vitcflc  quand  ils 
font  arrivés  à  la  verticale,  de  même  les  tems  pendant  Jcf- 
quels  le  globule  refte  dans  l'état  d'allongement  «  les  points 
qui  fe  trouvent  vers  les  extrémités  du  diamètre  dans  lequel 
fc  fait  cet  allongement,  étant  beaucoup  plus  écartés  qu'ils 
Qçlc  fçroiçnt  dans  l'état  naturel,    ce  ccms,  dis-je,  ^oc 
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{brochant  ôu  en  s'éloignant  &  change  de  dîreâiôn  Sî 
a  furface  de  ce  corps  étoit  aflez  confidérable ,  il  feroit 
réfléchi ,  ou  bien  il  traverferoit  le  nouveau  milieu  ré- 
fringent 'y  mais  à  caufe  qu'un  tranchant  on  une  pointa 
termine  cette  furface  en  cet  endroit ,  le  rayon  avance 
en  évitant  le  tranchant  ou  la  pointe  &  contmue  enfuîte 

^tre  beaucotip  plus  grand  que  éclui  qui  répond  à  Tétat  moyeti 
de  contraélion,  dans  lequel  la  figure  du  elobule  difFcre  pca 
de  ta  naturelle.  Ce  qu*on  vient  de  dire  de  Térat  d'allonge* 
ment  doit  aufld  s*eûtcndre  de  celui  de  plus  grande  contrac- 
tion y  dans  lequel  les  points  fe  rapprochent  pour  s*éloigner  en^ 
fuite.  Mais  comme  les  vibrations  d*un  pendule  cicloydal  font 
égales  y  celles  d'un  globule  le  feront  de  méine  ;  de  forte 
qu'il  fe  trouvera  après  des  intervalles  égaux  de  tems  dans 
rétat  moyen  ,  entre  la  plus  grande  concradbion  &  le  plus 
grand  allongement  ;  Se  les  forces  que  les  molécules  du  mi- 
lieu excercent  fur  le  globule  ne  feront  pas  les  mêmes  dans 
ces  difFérens  états.  Imaginons  maintenant  qu*uri  globule 
arrive  à  la  furface  qui  féparc  deux  milieux  hétérogènes,  8C 
qu'il  entre  dans  répaifTcùr  du  plan  dans  lequel  agit  la  force  qui 
irouble  le  mouvement  des  rayons.  Si  un  cerrain  état  moyen  de 
contraiSbion  eft  fuppôfé  le  plus  favorable  à  la  réflexion  ,  celui 
de  plus  grande  dilatation  ou  de  plus  grande  côntraârion  étant 
celui  de  la  plus  facile  tranfmifnon ,  il  e(l  vifible  que  notre 

Î:lobaIe  rcbrouffera  fon  chemin  ,  ou  entrera  dans  le  milieu 
don  qu'il  fe  trouvera'  dans  Tun  ou-  fautre  de  ces  états t 
j'appellerai  états  extrêmes  ceux  de  plus  grande  dilatation  Bc 
de  plus  grande  contraétion ,  état  moyen  celui  de  contrac- 
tion moyenne.  Sî  le  globule  fe  trouvant  Vers-  un  des  états 
extrêmes,  paffe  dans  l'épaiffeur  dont  on  vient  de  parier, 
&  que  les  rbrces  du  milieu  en  le  détournant  He  fon  chemin -^ 
plient  tellement  (on  mouvement  que  la  courbe  devienne 
parallèle  à  Ja  furface  réfringente ,  tandis  que  les  forces  té** 
pulfives  agiflent  encore ,  le  elobule  rebrouifera  fon  chemia 
(en  décrivant  une  courbe  dont  la  nature  dépendra  de  là 
vîteffe  parallèle  à  la  furface  réfringente,  6c  de  la  nature  de 
la  force  répulfîvc  ) ,  éc  fortira  du  milieu  dans  lequel  il  étoic 
entré.  La  dfftance  entre  la  furface  de  ce  milieu  &  le  point 
od  la  courbe  eft  devenue -paraîlèîc  à  Cette  "furface  déter- 
mine un  intervatte  de  réflexion.  Si  le  globdle  parvenu  à 
^'esuémité  de  ocr  intervalle  ftYdit  petdécofute'fa  vittifè  par 
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fon  mouvement  félon  une  direûion  différente  de  celle 

Îu'il   avoit   auparavant.   £n  voilà  aflez  pour   le  pré* 
mt  fur  la  lumjere  j  dont  nous  parlerons  plus  au  long 
ilans  la  Pbyfique. 

ii6.  Tout  Je  monde  fait  que  les  divers  fels  ont.  des 
formes  anguleùfes  différentes ,  capables  de  faire  des  inv- 
preflions  différentes  fur  les  papilles  nerveufes  de  la  lan- 
gue &  du  palais  i  telle  efl  Torigme  des  faveurs.  Les  odeurs 
ne  viennent  que  des  vapeurs  très-légeres  qui  (e  déta- 
chent du  corps  odorant  :  ces  vapeurs  reçues  dans  le 
nez,  qui  eft  l'organe  de  l'odorat,  font  fur  les  nerfs  oU 
faj^oires  une  certaine  impreffion  qui  fait  rétrograder  le 
iluide  nerveux  vers  le  fenforium.  Selon  que  les  vapeurs 
qiv  fe  détachent  du  corps  odorant  feront  propres  à 
pi;oduire  un  mouvement  différent  dans  les  efprns 
animaux  ,  l'ébranlement  du  fenforium  fera  auflî  dif- 
férent y  &  l'ame  éprouvera  un  fentiment  agréable 
ou  défagréable  »   félon  que    le  cerveau  fera    ébranlé 

rallèle  ,  (ce  cas  c(l  infiniment  improbable  &  nt  doit  jamais 
arriver,)  le  globule  fcroit  rcpouué  feion  une  ligne  perpen« 
idiculairc  au  plan  dans  lequel  i)  fe  trouve.  Si  le  globule 
fe  trouve  dans  Técat  qui  lui  permet  de  franchir  Tin- 
tervalle  dans  lequel  agit  la  force  rcpouffance  du  milieu,  il 
paffera  au*delà  &  aura  un  accès  de  tacile  tranfraiflion.  Mais 
il  eft  vifible  que  félon  la  nature  du  milieu  &  Tinchnaifon 
différente,  l'état  qui  fait  la  facile  réflexion  ou  la  facile  tranf- 
million  ,  doit  fc  trouver  dans  plus  ou  moins  de  globules  ; 
c*efl  pourquoi  félon  les  différentes  circondances  &  les 
forces  attraâ:ives  8c  répuKîves  du  milieu  ,  le  rapport 
de  la  quantité  de  lumière  réfléchie  à  celle  qui  cfl  tranfmife 
fera  trcs-différeot.  Il  n'ell:  pas  furprenant  que  les  rayons 
ide  différentes  couleurs  ayent  des  intervalles  difFérens  ;  car 
leurs  vtteiTes  différentes  exigent  des  intervalles. différens  en- 
tre les  accès  oppofés^âc  ces  accès  doivent  revenir  dans  des 
intervalles  égaux  de  tems,  déterminés  par  les  durées  diffé- 
rentes des  ofcillations  des  globules  des  différentes  couleurs» 
Il  efl  encore  facile  de  concevoir  que  dans  différens  milieux 
lesglobules  de  même  nature  doivent  avoir  des  intervalles 
différens  >  puifQue  leur  titeffe- change  dans  ces  milieux 
(voyez  les  Aumeros  j  &  ^},  &  que  l'aâion  des  forces  diffé- 
rentes peut.  tii$içci^  9ç»  faim^  ch^ngsx  l'ordre  d,j^  Icvs  oilci)- 
Xacionf« 
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d'une  (Certaine    manierô   plutôt    que   d'une  .antre. 

117.  Le  Ton  conlifte  de  la  part  de  Tair  dans  une  efpèce 
de  tremouflement  ou  de.  vibration  qui  le  rend  capable  d'é- 
branler les  nerfs  acoultiques ,  c'eft-à-dire  les  nerfs  par 
le  moyen  defquels   nous  entendons.  On   peut  dans  U 
théorie  dont  il  eft  ici  qoeftion ,  répondre  facilement  à 
une  difficulté  «que  M.  Euler  çropofa  il  y   a  quelques 
années  à    M.    de    Mairan    qui    expliquoit  la    propa- 
gation   fimultanée  des   différens  fons   par    les   divers 
genres  de  particules  -  élaftiques  de   l'air.  M.  Euler  litf 
objeâa  que  le  grand  nombre  des  fons  différens  qui  peu^ 
vent  affeâer  nos  oreilles  &:  celles  des  autres  hommes 
detnanderoit  une  férié  continue  de  particules  de  tout 
genre  pour  tr^ nfporter  ces  fons ,  ce  qui   ne  peut  pas 
avoir  lieu  dans  la  nature  i  puifqU'autour.  d'un. globe  fi- 
tué  <lans  un  plan  on  ne  petit  difpofer  que  fix    autres 
globes  (égaux  )  dans  le  même  plan.  Cette  objeâion  eft 
facile  à  réfoudre  par  les  principes  expofés  ci-devant^ 
car  dans  la  théorie  que  nous  développons  y  les  molécules 
aériennes  n'agiflent  pas  les  unes  fur  les  autres  par  un 
contai  immédiat ,  mais  dans  une  certaine  diftance  qm 
peut  être  plus  grande  que  le  diamètre  de  ces  particules. 
C  eft  pourquoi  puifoue  certains  globules  peuvent  daiiS 
les  mêmes  diftances  être  inertes  relativement  à  certains 
autres ,  tandis  qu'ils  exercent  une  aâion  confidérable 
fur  d'autres  i  il  eft  évident  que  les  molécules  aériennes 
de  différens  genres  peuvent  être  tellement  mêlées  que 
Jes  unes  foient  mifes  en  mouvement ,  tandis  que  leurs 
voifines  font  en  repos.  Bien  plus  quand  on  fuppoferote 
<}ue  les  molécules  voifines  font  auffi  niifes  en  mouve- 
fnent ,  les  unes  doivent  avoir  des  mouvemens  confor* 
mes  à  caufe  de  la  diftribution  femblable  des  points  ou{ 
les  cbmpofent  qui  leur  permet   de  faire  des   ofcilk« 
tions  ifochrones  -y  mais  les  vibrations  des  globules  di^ 
férens  fe  troublent  mutuellement ,  tandis  que  celles  des 
molécules  femblables  font  entretenues  (  après  la  pré* 
miere  aâion  )  par  les  mouvemens  conformes  &  fenî* 
blabtes  dès  autres  ,  comme  nous  voyons  que  cela  arrive 
dans  .les  cordas  confooantes  des  inftrumens ,  dans  le^ 
quels  Tune  ét;int  frappée  les  autres  deviennent  fonores. 

'  Ne  peut-on  pas  expliqiier  par  les  mêmes  principe^, 
pourquoi  iiae«corde.de.violaa&:4ine4ûte>qtti  rendent 
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le  même  ton ,  ne  nous  afFeââni  cependant  pas  ^gaiement  ? 
Les  molécules  de  la  flûte  '&  de  la  corde  de  violon  étant 
différentes  »  ne  peuvent-elles  pas  asir  d'une  manière  àiflé* 
rente  fur  les  mêmes  molécules  de  l'air,  &:  communiquer 
à  leurs  particules  un  mouvement  de  vibration  ditfércnt^ 
leurs  forces  répulfives  fe  réunifiant  kfi  l'on  peut  parler 
minfi  )  fur  des  points  différens  dans  ces  molécules  aérien- 
nes ?  ou  bien  cela  ne  viendroic  -  il  pas  de  ce  que  les 
fibres  de  différens  inftrumens  capables  de  rendre  le  même 
ton,  font  tellement  différentes,  qu'elles  agiffent  fur  des 
molécules  d'air  différences ,  qui  font  entendre  des  fons 
difierens ,  quoique  également  graves  ou  égal  ment  aigusf 
Nous  invitons  les  rhyficiens  à  s'exercer  fur  ce  phéno- 
mène ,  dont  peribnne  n'a  encore  entrepris  de  rendre 
raifon.  Quand  à  ce  qui  regarde*  les  fcntimens  agréa- 
bles que  les  accords  peuvent  exciter  dans  notre  ame ,  nous 
eo  avons  parlé  ailleurs.  Nous  nous  contenterons  d'ajou- 
ter ici  que  l'ordre  &  le  rapport  qu'on  obferve  entre  les 
jnouvemens  des  fils  de  trois  pendules  dont  les  lon- 

Î;ueurs  font  comme  16 ,  9,4  ^  ng  u^  > ,  fitués^flez  près 
es  uns^des  autres  ,  de  dont  les  vibrations  commencent 
en  même-tcms,  caufent  un  fentiment  agréable  ,  ainfi 
4)ue  les  accords  formés  par  les  fons  qui  dans  le  même* 
xems  rendent  des  vibrations  dont  les  nombres  font 
fpomme  4  ,  )  ,  2  $  de  (brtr  qu'il  y  a  une  efpe'cc  d' ana- 
logie entre  l'organe  de  l'ouïe  &  celui  de  la  vue. 

^i&.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  caufe  de  la  €ba«- 
Jeur  confiftoit  dans  une  efpèce  de  fermentaition  de  la 
lumière  avec  la  matière  fulphureufe  ;  le  froid  confifterà 
4ionc,  ou  dans  ledéfaurde  cette  fubftance .  ou  dans  le 
xléfaut  de  mouvement  du  fluide  igné  ot^  lumineux.  Il 
peut  aufli  fe  faire,  qu'il  exiibe  des  molécules  nitreufes^ 
4>u  à  peu-prcs  de  la  mcme  nature  ,  qui  par  leurs  forces 
attractives  enchaînent  pour  ainfi  dire  Jespartîc-u les  dont 
la  fermentation  produiroit  la  chaleur ,  &  parce  que  le 
Juide  igné  eft  très-éladlique ,  qu'il  cherche  à  fe  mettre 
en  équilibre  en  fe  répandant  dans  les  lieux  où  il  éft 
moins  abondant^  un  corps  très-chajid  peut  facilement 
4tre  f:éfroidi  par  le  féjour  que  fait  airprès  de  lui  un 
aptre  corps  froid  :  le  fluide  lucide  qui  fermentolt 
dans  le  premier,  fe  répandant  en^grande*  partie. dam  le 
fécond.  Si  ua  violcar  tottxbiUoa  qui'  encraiDe  Vm  vêts 
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le  ciel  pafle  auprès  d^une  tnaifon  fermée  ^  l'air  intérieur 
par  fa  force  expanfive  brife  les  pprtes  &  les  fenêtres 
&  renverfe  tout  pour  aller  occuper  IVfpace  de  celui 

Sue  le  tourbillori  a  enlevé ,  afin  de  rétablir  l'équilibre  } 
e  même  le  fluide  igné  abandonne  les  corps  dans  lef- 
quels  ils  fe  trouvt  en  grande  quantité  pour  entrer 
dans  les  corps  voifins  qui  en  nnanquent  &  fe  mettre  en 
équilibre.  On  ne  doit  pas  s'imaginer  cependant  que 
le  feu  fe  répand  également  dans  tous  les  corps  \  car 
félon  leur  différente  force  attraâive  les  uns  peuvent 
retenir  &  attirer  une  plus  grande  quantité  de  ce  fluide 
que  les  autres  :  auflî  voyons-nous  que  les  corps  denfes 
comme  le  mercure  &  le  fer  refroidiffcnt  plus  nos  mains 
&  en  moins  de  tems  que  le  bois ,  ce  qui  vient  fans 
doute  de  leur  plus  grande  force  attraâive  qui  nous 
enlevé  le  fluide  iené  II  peut  fe  faire  aufli  que  certaines 
fubftances  repoultent  le  leu  dans  fon  état  naturel ,  quoi- 
qu'elles Tattirent  lorfqu'il  fe  trouve  mêlé  avec  d'autres 
matières.  Ainfi  rien  n'empêche  de  dire  que  l'ciir  re- 
poufTeroit  la  matière  ignée  s  mais  qu'à  caufe  des  par- 
ticules hétérogènes  qu'il  contient ,  parmi  lefquelles  fe 
trouve  fur*tout  1  eau  réduite  en  vapeurs ,  il  en  enlève  une 
petite  quantité.  C'eft  pourquoi  lorfque  les  molécules  qui 
voltigent  dans  l'air  ,  &  qui  peuvent  attirer  ou  fixer  cette 
fubllance ,  s  approcheront  des  autres  comme  de  celles  de 
l'eau^il  pourra  arriver. des  concrétions  &  des  congé- 
lations fubites  :  ce  qui  rend  raifon  des  neiges  &  de  là 
firêle.  Et  parce  que  les  corps^  n'ont  pas  tous  les  mêmes 
brces  pour  attirer  ,  ou  retenir  le  feu ,  ou  pour  agir  fut 
lui  3  il  eft  vifible  que  la  diminution  ou  l'augmentation 
de  la  chaleur  ne  doit  pas  être  la  même  dans  tous  les 
corps ,  ni  fuivre  exaâement  la  raifon  de  leur  denfité. 

219.  On  {>eut  tirer  des  mêmes  principes  l'explication 
des-phénomènes  éleâriques.  Par  la  théorie  de  l'ingénieux 
Franklin ,  confirmée  par  le  fa vant  Beccaria  ^  il  paroit  jqu'il 
y  a  dans  la  nature  un  fluide  éUBrique  qni  peut  facilement 
fe  mouvoir  fur  la  furface  &  dans  l'intérieur  de  certains 
corps  (  qu'on  appel Iç  corps  éUHriques  par  communication  ) 
'  tandis  que  les  corps  qu'on  nomme  éUâriques  par  eux-mêmes 
ou  idioéUHriques  empêchent  fon  mouvement  quoiqu'ils 
ayent  (  du  moins  plufieurs  )  une  grande  quantité  de  ce 
fluide  qu'ils  retiennent  par  leur  force  attraûive,  & 
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qu'ils  laiflent  échapper  quand  on  les  frotte ,  ou  que  leurs 
parties  internes  acquièrent  un  certain  mouvement  d'of- 
cillation.  Dans  les  corps  non  éleâriques  par  eux-mê* 
mes  le  fluide  dont   nous  venons   de  parler  fe  met  en 
équilibre ,  quitte  celui  qui  en  contient  une  plus  grande 
quantité^  pour  fe  répandre  dans  les*lieux  circonvoifins 
jufqu'à  faturicé  ;  mais  à  caufe  de  leurs  forces  attraâi* 
ves  &  répulfives  différentes ,  de  la  difpofition  de  leurs 
parties  &  de  leur  denfité^  la  quantité  néceffaire  pouriz 
faturation  n'eftpas  la  même  pour  tous.  Auffi-tôt  qu'on 
approche  à  une  certaine  dillance  deux  de  ces  corps  donc 
l'un  a  une  plus  grande  quantité  réfpeâive  de  fluide^ 
ou  dont  l'un  eftéleârique  par  exch  8c  l'autre  par  dé- 
faut ^  les  atmofphères  éleâriques  qui  les  environnent  & 
dont  la  force   attraâive  empêchoit  la  diffipation^  ne 
gardent  plus  leur  équilibre  i  mais  le  fluide  coule  du  corps 
éleârique  par  excès  vers  celui  qui  eft  éleârique  par 
défaut  jufqu'à  ce  qu'il  y  ait  une  faturation  refpeûive 
éçale.  Mais  on  fent  bien  cependant  que  le  fluide  élec- 
trique de  ce  dernier  peut  aufii  être  mis  en  mouvement  de 
manière  au'une  partie  tende  vers  le  preîmier  pour  rem- 
plir ,   fi  l'on  peut  parler  ainfi ,  une  partie  de  l'efpace 
que  celui-ci  vient  d'abandonner  $  de  manière  qu'il  doit 
y  avoir  des  mouvemens  fimultanés   oppofés  jufqu'à  ce 
que  l'équilibre  foit  entièrement  établi. 
'    Dans  ces  écoulémens ,  les  corps ,  s'ils  font  légers ,  ou 
quelquefois  s*ils  font  librement  fufpendus,  s'approchent 
les  uns  des  autres ,  &  fi  le  mouvement  &  la  quantité  de 
fluide  condenfé  eft    confidérable,  on  verra  des  étin- 
celles, Se  des  explofions.  Les  nuages  peuvent  devenir 
fortement  éleâriques  ,  les  uns  par  excès,  les  autres  par 
défaut ,  &:  les  torrents  éte^riques  fortant  des  uns  pour 
entrer  dans  les  autres  .peuvent  produire  les  éclairs,  la 
foudre- &  le  tonnerre.  11  eft  vifible  que  lorfqu'il  n'y  a 
po«nr  d'obftacle  fufïifant  ,    les  corps  doiit  les    panies 
attirent  quoiqu'inégalement  le  fliiide  éleârique ,  doivent 
s'approcher  les  un<  des  autres.  L'air  humide  enlevant 
continuellement  le  fluide  éleârique  qu'un  globe  de  verre 
frotté  fournit  â  un  conduâeur  métallique ,  doit  nuire  aux 
phénomènes  éleâriques,  comme  l'expérience  l'apprend. 
Mats  l'expérience  de  Le3^de   eft  plus  di£Bcile  à  ex« 
pliquer  i  il  parait  néanmoins  que  la  matière  éleârique 
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qui  (ê  condenfe  dans  une  bouteille  à  i^emi  remplie  d  eau  , 
peut  craverfer  en  partie  cette  bouteille  fi  elle  ell  mince  ,  8c- 
que  la  force  expanfive  du  fluide  éleârique  foit  didée  par 
l'attraâion  d'un  corps  non  éleârique  appliqué  à  la  fur* 
£ice  intérieure  du  verte  y  alors  la  nouvelle  matière. 
afBuente  attirée  de  proche  er>  proche  par  celle  qui  a 
traverfé  le  verre  &  par  le  corps  non  électrique  Ce  con- 
denfe  de  plus  en  plus  dans  la  bouteille  ,  l'attradion: 
remportant  fur  la  répulfion  >  &  lorfqu'on  établit  une* 
communication  libre  entre  les  deux  furfaces  du  verre» 
ar  le  moyen  des  corps  èleûriques  par  communication  , 
fluide  éleârique  coule  rapidement  de  la  furface  inté-. 
rieure  du  verre  à  Textérieure  :  ce  qui  paroît  confirmer 
cette  explication  (  qui  peut  également  s'appliquer  aux 
phénomènes  du  cadre  deJFranklin  ;  c'eftque  l'expérience 
de  Leyde  manque  lorfque  le  verre  eft  trop  épais. 

A  reeard  de  la  différence  entre  la  matière  ignée  &  le 
iuide  éleârique  ,  elle  paroît  c^onfiiter  principalement  ea 
ce  que  celle-ci  eft  moins  propre  à  fermemer  .  foit  par  l&i 
colUGon  y  foit  par  fon  mélange  avec  ies  fubftances  fui- 
phureufes  (*). 

(*  )  Les  pliiEoomènes  de  Taimant  femblent  plus  HifRciles 
à  expliquer,  cepcnJanc  il  paroîc  qu'on  peut  les  réduire  à 
Fattraâion  de  certaines  fùbuances  entr'ellcs;  car  la  direâioa, 
&  Pinclinaifon  pcavenc  s*czp1tquer  par  la  feule  attraâion. 
l^ous  obfervons  que  Vai^uille  aimantée  s*inclrne  auprès  des 
mines  de  fer.  S^il  y  avoit  vers  les  deux  pôles  deS  grands 
aimans  à  Quelques  diftanccs  les  uns  des  autres  ,  des  grandes 
<}uantités  de  fer,  il  eft  vifîble  que  toutes  lès  aij^-'illcs  aimaa* 
rées  fe  dirigeroient  vers  les  pôles;  mais  avec  ouelque  dévia- 
tion vers  les  autres  lieux  de  la  terre ,  dans  lelqnels  fe  trou* 
▼croient  des  raaiTes  de  fer  ou  d'aimant  dont  l'adlion  feroîc 
adez  forte  pour  produire  un  effet  fenfible,  8C  plus  ou  moins 
félon  les  diftances:  &  parce  que  les  mines  fe  forment,  s'al- 
tèrent ou  fe  détrutfent  continuellement,  il  y  aura  des  varia- 
tions plus  ou  moins  irrégulieres ,  félon  que  les  chang^emens 
sopereront  avec  plus  ou  moins  de  régularité  DifFérens 
phénomènes  font  voir  que  la  Force  attractive  des  aimans 
naturels  ou  artificiels  dépend  de  la  difpofîtion  &  de  l'ar- 
angement  des  farcies.  A  l'égard  des  pôles  attraâifs  d*ua 
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110.  La  terre , félon  les  Anciens,  cft  un  corps  foflile, 
fimple  ,  friable  ,  dur  ,  que  Ton  ne  peut  volatilifer  .  fc 
oui  n'elt  diffoluble  ni  dans  l'eau,  ni  dans  l'air,  ni  dans 
1  huile  9  nî  dans  l'alcool.  On  doit  ditlinguer  principa-. 
îement  deux  efpcces  de  terre ,  l'une  ftcrile  ,  l'autre  ter- 
tile  :  la  féconde  contient  une  matière  onâueufe ,  dif- 
(bluble  dans  Teau  ;  h  première  ne  renferme  rien  de 
ftmblable.  Le  fumier,  les  limons,  les  végétaux  pourris 
rendent  la  terre  fertile  >  parce  que  ces  fubilances  con- 
tiennent beaucoup  de  cette  terre  onâueufe>  qui  pa« 


côté  5c  répulfifs  de  l'autre ,  on  peut  imaginer  ^ue  cela  ne 
rient  que  de  ce  que  les  forces  attraâivcs  de  Tun  font  plus 
grandes  que  celles  de  Tautre.  Ainfi  en  fuppofant  un  aimanc 
MN  fufpendu  en  r  (  fig.  i  50),  fi  les  forces  attraâives  de  la 
■artîe  GM  fe  réaniffent  en  C  »  celles  de  la  partie  Tm  de 
l'autre  aimant  en  D  ,  &  qa*on  fuppofe  pour  les  raifons  que 
BOUS  allons  développer,  que  les  forces  D  &  les  forces  C 
confpirenc,  tandis  que  les  forces  P  de  la  partie  r  N  &  les 
forces  F  de*la  partie  T/i  de  l'autre  aimant  agifTent  pour  ap- 
procher les  pôles  N  &  12  j  fi  ces  dernières  h)rces  lone  plus 
grandes  que  les  premières ,  l'aimant  fufpendu  tournera  au- 
tour du  point  t ,  les  pôles  N  &  />  s'approcheront ,  candis  que 
ks  pôles  M  &  n  paraîtront  fe  fuir.  La  raifbn  pour  laquelle 
les  forces  qui  tendent  à  unir  les  points  F  &  P,  peuvent  être 
plus  grandes  que  celles  qui  agiffent  fur  les  points  D&  C 
peut  venifde  la  difpofition  »  des  d  t  (lances  &  de  l'arrange- 
ment des  particules.  La  diflance  à  laquelle  ces  forces  agif- 
fcnt  fait  une  difficulté  plus  grande  5  mais  peut-être  y  a-t-il 
une  loi  difFc^rente  &  qui  s'étend  à  des  plus  grandes  diftan- 
ces  à  l'égard  du  fer  &  de  l'aimant  &  des  matières  donc 
les  molécules  ont  une  difpofition  analogue  à  celle  de  ces 
fubftances,  à  moins  qu'on  n'admette  une  efpece  de  fluide 
particulier  qui  par  fes  forces  pourroit  agir  fur  des  maffes 
éloignées,  quoiqu'un  tel  fluide  ait  jufqu'ici  échappé  aux  yeux 
des  obfervatcurs.  Je  ne  donne  tout  ceci  que  comme  une  con- 
jeâure  fur  laquelle  on  ne  doit  pas  faire  grand  fonds;  mais 
je  pourrai  reprendre  cette  mariere  qui  demande  une  longue 
difcuftion,  dans  un  Ouvrage  de  Phyfîque  que  jencpropofe 
de  publier  dans  peu  de  tcms. 
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roît  être  compofée  d'eau ,  de  Tel  &  d'une  matière  parti* 
culiere  onétueufe. 

2ZI.  Les  pierres  croiflent  &  fe  forment  continuelle- 
ment dans  la  terre  :  car  les  carrières  une  fois  épuifées» 
fe  remplirent  de  nouveau  après  un  long  intervalle  de 
temp!»  9  &  THiftoire  de  TAcadémie^  année  1758,  fait 
mention  des  carrières  de  pierres  à  fufîl  qu'on  trouve 
près  de  Saint- Aisnan  dans  le  Berry ,  dont  on  tire  depuis 
long-temps  une  u  grande  quantité  :  lorfqu'une  eft  vuide 
on  Ta  ferme  ,  &  quçlques  années  après  on  y  trouve  des 
pierres  à  fuit!  comme  auparavant  :  amii  les  carrières  épui- 
fées  fe  rempliflfent  de  nouveau  ,  &  leur  fécondité  ne 
peut  être  révoquée  en  doute.  La  formation  des  pierres 
eft  dile  à  une  efpece  de  fuc  pierreux  ;  car  on  obferve 
fréquemment  que  des  morceaux  4c  bois ,  des  os  &  des 
plantes  fe  changent  en  pierres  $  ce  qui  femble  exiger 
que  les  parties  de  «es  corps  foient  réduites  en  chaux  ^ 
défunies  &  emportées  par  un  fup  pierreux  qui  tranf- 
porte  une  nouvelle  matière.  On  trouve  fouvent  dans  les 
cailloux  les  plus  durs ,  des  pierres  précieufes  &  des  os* 
On  a  trouvé  à  Rome  dans  une  ilatue  de  marbre  quatre 
inftrumens  de  fer  coniîdérabtes  ^  dont  lés  Anciens  fe 
fervoient  pour  tirer  les  pierres.  Ces  outils  ayant  été 
abandonnés  dans  les  carrières  y  le  fuc  pierreux  les  avoit 
peu-à-peu  incrullés 

111.  TouRNEFORT  apcnféqueles  pierres  &  les  mé- 
taux viennent ,  à  la  manière  des  plantes ,  de  femences  ou 
petites  œufs  j  mais  cette  opinion  paroitpeu  probable,  & 
il  eft  facile  de  concevoir  la  formation  des  pierres  par 
Je  moyen  d'un  fuc  particulier,  fans  admettre  aucune  fe- 
mence  :  car  les  mollécules  acqueufes  contenues  dans  ce 
fuc  pierreux  ,  venant  à  s'évaporer  infenfiblement  ,  les 
parties  falines  &  terreftres  s'approchent  de  plus  près ,  & 
acquièrent  une  plus  grande  adhérence.  Ne  voit-on  pas 
tous  les  jours  que  par  la  feule  évaporation  de  l'eau  Ta- 
lée ,  les  fels  fe  forment  en  cryftaux  ?  L'origine  du  cryftal 
dans  les  cavernes  fouterraines  paroît  être  la  même.  Plus 
l'humidité  s'évapore  lentement  &  plus  elle  contient  de 
.ces  petites  lames  dont  font  compofes  les  cryftaux  ,  plus 
la  pierre  eft  tranfparente  &  folide.  Les  écailles  dont  font 
environnés  les  corps  de  certains  animaux  ont  une  fem* 
.b'iable  origine.  S  s  j 
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Le  caillou  tient  le  milieu  entre  les  pierres  opaques. 
&  les  tranfparentes  >  &  fi  les  pierres  une  fois  formées 
font  de  nouveau  pétiifices  ,  fi  l'on  peut  s'exprimer  ainfi^ 
elles  fe  changent  en  cailloux  :  aufTi  trouve -t- on  des 
pierres  qui  ne  font  cailloux  que  d'un  cot^  $  on  trouve 
encore  des  cailloux  dont  les  noyaux  ne  font  pas  bien 
fol  ides.  De  la  même  manière  toutes  les  terres  compac- 
lespcuvent  fe  changer  en  pierres. 

Certaines  pierres  figurées  ont  la  forme  de  certains 
os  ,  de  certames  plantes»  de  certains  coauillaees. 

Les  turquoifes  ont  une  couleur  bleue ,  leur  dureté  eft 
à  peine  égale  à  celle  du  cryllal  ;  elles  tirent  leur  origine 
des  os  des  animaux  remplis  d'un  fuc  pierreux^  &  elles 
acouiérent  cette  belle  couleur  par  l'aâion  du  feu  :  en 
effet ,  quant  on  les  tire  de  la  terre  elles  n*ont  pas  cette 
couleur  ,  feulement  on  obferve  comme  des  veines  obf- 
cures  d*oû  la  couleur  ,  par  Taâien  du  feu  auquel  or 
expofe  ces  pierres  ,  fe  répand  dans  toute  la  maffe. 
C'eii  la  raifon  pourquoi  les  turqupifes  dans  lefquelies 
ces  fortes  de  veines  font  fort  rares  »  n'acquièrent  qu'une 
couleur  très-foible. 

Le  diamant  efl  la  «plus  belle  Se  ta  plus  chère  des 
pierres  précieufes  ;  il  y  en  a  de  différentes  couleurs  , 
les  blancs  font  les  plus  communs.  Si  on  l'enferme  dans 
un  vafe  de  porcelaine  non-cuite ,  &  qu'on  Texpofe  ï 
un  grand  feu  >  il  s'évapore  ,  dit-on ,  fans  laifTer  aucun 
réfidu  &  fans  fcories. 

Le  bezoard  eft  une  efpèce  de  pierre  qui  s'engendre 
dans  le  corps  de  certains  animaux  >  principalement  dans 
l'ertomac  d  une  efpèce  de  chèvre  fauvage ,  qui  fe  nourrit 
d'herbes  aromatiques.  Il  eftcompofédc  plufieurs  lames 
d'une  couleur  verdâtre  ,  que  ta  chaleur  peut  féparer  les 
unes  des  autres  ;  mais  le  novau  eft  dur  ,  &  renferme 
fouvent  des  pailles  ,  des  poils,  des  cailloux,  Stc, 

Le  calcul  de  ta  veffie  tire  fon  origine  d'une  inflam- 
mation des  reins  ,  qui  fe  termine  par  la  fuppuration 
lorfqu'elle  n'eft  pas  bien  traitée ,  ou  que  le  mal  eft  plus 
fort  que  les  remèdes.  Alors  le  pus  qui  fe  trouve  dans 
les  mammelons  ^ue  forment  les  dernières  divifions  des 
artères  avec  les  conduits  de  l'urine  ,  enveloppe  les  par- 
ties graffes.  falines^  terreufes  de  Purine ,  &  forme  des 
grains  que  I^irine  en  paifant  chtrainç  fouvent  avec  elle-; 
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parvenus  dans  le  veffie,  s'ils  n'en  font  bientôt  expulfés, 
ils  fervent  de  bafe  aux  calculs.  Les  parties  graifes,  ter- 
reftres  ,  falines  s'attachent  à  leur  furface  &  fe  dur- 
ciffent  infenfiblement.  Cette  incruftation  fucceifive 
forme  de  petites  lames ,  produit  ]es  pierres  de  la  veffie  , 
qu'il  eft  fort  difficile  de  diflbudre  par  les  mëdicamens^, 
&  très-daneereux  d'extraire  par  une  opération. 

Le  corail  paroît  n*être  autre  chofe  qu'une  cfpèce  de 
ruche  oii  fe  logent  des  infedtes  marins.  Quelques  Au- 
teurs en  font  une  plante.  L'aimant  eft  un  efpccç  de  mi- 
néral qui  approche  beaucoup  de  la  nature  du  fer  {  mais 
fa  nature  n'ell  pas  auffi  connue  qu'on  le  déCreroît. 

iij.  Outre  les  pierres  ,  notre  globe  renferme  encore 
différentes  fubftances  métalliques.  Les  métaux  font  des 
corps  d*une  nature  particulière  5  leur  gravité  fpécifique 
eft  plus  grande  que  celle  d'autres  corps  j  on  peut  les 
fondre  par  le  moyen  d'un  feu  plus  ou  moins  violent  5  ils 
différent  beaucoup  entr'eux  par  la  duâilité ,  la  dureté.^ 
la  couleur  &  le  poids.  La  table  fuivante  repréfente  la 
gravité  fpécifique  des  fept  métaux  connus  des  Anciens. 
~  Aces  métaux  on  doit  joindre 

la  platine  ou  Yor  blanc ,  ce  mé- 
tal qu*on  trouve  dans  l'Amérique 
Efpagnole  eft  fort  dur  ;  fa  gra- 
vité fpécifique  eft  à  peu-près  îa 
même  que  celfc  de  l'or. 

La  fluidité  du  mercure  ne  vient 
que  de  la  grande  quantité  de  fluide 


L'or 

Le  mercure 

Le  plomb 

L'argent 

Le  cuivre 

Le  fer 

L'étain 


îgné  qu'il  contient  5  car  les  Académiciens  de  Pétersbourg 
ont  remarqué  en  1750  qu'un  grand  froid  peut  le  rendre 
folide  &  malléable.  11  eft  donc  certain  que  l'argent  vif, 
ainfi  que  les  autres  métaux  ,  efi  fluide  ou  folide  félon  la 
plus  ou  moins  grande  quantité  de  feu  qu'il  renferme. 

II  paroît  que  Torigine  des  métaux  eft  femblable  i 
celle  des  pierres ,  ceft-à  dire  qu'il'  exîfte  dans  les  en- 
trailles de  la  terre  une  efpece  de  fuc  métallique,  qui, 
en  fe  filtrant  à  travers  les  veines  des  pierres ,  forme 
les  métaux  parfaits  &  imparèits.  On  trouve  fouvent 
des  particules  métalliques  dans  les  plantes,  elles  y  ont 
été  tranfportées  avec  le  fuc  nourricier.  On  trouve 
même  des  infeûes  renfermés  dans  les  minéraux ,  preuve 
certaine  que  ces  matières  ont  été  autrefois  molles  ^ 

Ss4-- 
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fluides.  L'on  peut  difToudre  les  matières  métalliques 
&  les  rendre  volatiles:  pourquoi  donc  n'y  auroh-il 
pas  dans  la  terre  un  fuc  qui  contienne  des  corpufculcs 
propres  à  fe  réunir  &  à  former  les  métaux? 

Les  Alchîmiftes  fe  vantent  de  fçavoir  faire  l'or  & 
Targent  ;  mais  bien  loin  que  les  chercheurs  d'or  jouif- 


petits 

d'or  ou  de  la  poudre  de  ce  métal  dans  les  foufflets  >  dans 
lés  charbons  ou  dans  la  fpatule  dont  il  fe  fervoit  pour 
remuer  la  matière  contenue  dans  le  creufet. 

Z14.  Mais  qu'eil  -  ce  que  la  matière  ?  Dans  la  théorie 
dont  il  s'agit  ici  les  corps  font  compofés  d'un  nom- 
bre fini  de  points  homogènes  inétendus  que  les  for- 
ces répulfives  tiennent  éloignés  les  uns  des  autres  tandis 
?ue  les  forces  attraâives  les  empêchent  de  fe  diffiper. 
'il  étoit  un  monde  dont  les  points  fuffent  fournis  à  une 
loi  différente  de  forces  >  de  manière  que  fes  molécules 
n'euffcnt  aucune  aâion  fur  celles  de  notre  Univers  &  ré- 
ciproquement ,  ce  monde  quoiqu'exiftant  au  milieu  du 
nôtre  n'auroit  aucun  commerce  avec  lui,  nous  n'en 
aurions  aucune  connoiffanee  ,  nous  pourrions  paifer 
fans  réfiftance  à  travers  les  corps  dé  ce  monde  >  &  les 
animaux  ,  s'il  y  en  avoir  ,  pafferoient  à  travers  de 
notre  corps  fans  que  nous  puilfîons  nous  en  apperce- 
voir.  Mais  quoique  l'homme  puiflfe  connoître  quelques 
propriétés  des  fubftances  corporelles^  nous  ne  devons 
pas  nous  flatter  de  parvenir  a  la  connoiffanee  parfaite 
de  l'intérieur  des  corps,  de  la  figure  de  leurs  molé- 
cules Qc  de  la  nature  des  fubfiances.  Le  grand  Archi- 
teâe  de  l'univers ,  en  créant  la  matière  &  la  fémant 
pour  ainfi  dire  ,  dans  Tefpace ,  a  vu  feul  toutes  les  corn- 
binaifons  &  la  courbe  que  chacun  de  fes  points  devoit 
décrire  {^).  Car  tous  les  corps  font  dans  un  mouvement 


.,  (*)  Les  Géomètres  de  ce  ficclc  ont  fait  les  plus  grands  efforts 
pour  réfoudre  le  fameux  problème  de  trois  corps,  ou  pour 
trouver  la  nature  de  l'orbite  de  la  lune,  fans  pouvoir  fc  flatter 
de  l'avoir  déterminée  d'une  manière  rigourcufc«  Que  fcxoih 
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continuel,  la  terre,  les  planètes  »  les  comètes,  &c.  | 
les  diftances  des  points  Se  les  forces  qui  les  pouffent 
changent  continuellement  y  ils  fe  meuvent  dans  des  cour- 
bes compliouées  dont  réternel  Géomètre  connoit  feul 
la  nature.  Et  parce  que  le  nombre  de  ces  points  in-* 
étendus  eft  borné  &  que  TefpaCe  eft  étendu ,  ileitin* 
finiment  probable  &  par  conféquent  certain ,  (  car  une 
probabilité  infinie  doit  être  regardée  comme  une  cer- 
titude ,  )  qu'aucun  point  de  matière  n'occupera  jamais 
deux  inftans  de  fuite  le  même  point  de  l'elbace  ,  n'y 
reviendra  jamais  après  l'avoir  une  fois  quitte  ,  &  ne  & 
trouvera  même  jamais  dans  le  lieu  dans  lequel  s'eft 


ce,  s'ils  Youloient  réfoudre  le  problême  dans  lequel  on  dc<* 
manderoic  de  trouver  la  cousbe  que  décrit  une  pianéte  ani* 
mée  d'une  force  de  projection ,  tandis  qu  elle  elt  attirée  eu 
même  tems  par  toutes  les  autres  planètes  &  les  comètes.  La 
parfaite  connoilfanccdcs  mouvcmens  de  la  lune  eft  Ci  cachée» 
&  n  embrouillée  de  difficultés  (  ainH  que  l'avoue  M.  Eulcc 
dans  ce  fameux  ouvrage  ,  intitulé  :  Tkeoria  motuum  luns 
nova  methodo  penraclata  una  cum  talulis  aftronomices  undt 
ad  quodvis  tempus  loca  luns,  txptdiù.  eomputari  pojfunt^ 
&c.  Petrnpoli  1771)  quelle  paroît  furpalfer  les  forces  de 
l'efprit  humain.  En  effet ,  (î  Ton  vent  calculer  les  mouve- 
mens  des  planètes  avec  exaâitude  &  trouver  la  courbe  vé- 
ri  cable  qu'elles  décrivent ,  il  n'efl  plus  permis  de  les  fuppofcr 
fphériques ,  puifque  la  lune  s'éloigne  aHcz  de  cette  figure , 
&  qu'il  e(l  hors  de  doute  que  les  autres  corps  céledes  ne 
font  pas  non  plus  des  globes  parfaits.  On  ne  peut  donc  pas 
fuppofer  que  l'attradion  fuit  la  raitbn  renverféc  du  quarré 
des  didances ,  entre  leurs  centres  ,  quand  même  cette  loi 
cxifterpit  pour  les  corps  fphériques.  Ajoutons  à  cela  que  la 
lune  e(l  attirée  par  les  autres  planètes»  fur-tout  par  Vénus 
&  Jupiter  s  bien  plus  ,  il  peut  arriver  qu'une  comète  pro* 
duife  dans  cet  afrre  des  troubles  aflcz  confidérables ,  qu'où 
ne  peut  ni  prévoir  ni  calculer.  Il  ne  faut  donc  pas  fe  fiattcc 
que  les  Géomètres  conno!cront  un  jour  (a  vraie  &  exaéle 
théorie  de  la  lune  :  ce  problême ,  comme  bien  d'autres  »  ne 
fera  jamais  %  fclon  toutes  les  apparences  ,  complcttemenc 
téfolu. 


lAff 
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trouvé  un  autre  point  de  matière.  Quelle  fagefle  ne 
faut-il  pas  pour  dillribuer  les  points  de  manière  qu'il 
en  réfulte  des  molécules  de  tant  de  genres  propres  à 
former  tous  les  corps  naturels  (  "^  )  >  pour  réfoudre 
ces  problêmes  fi  élevés  qui  ont  rapport  au  nombre 
infini  de  combinailbns  pombles  ,  &  pour  choifir  cel- 
les qui  étoient  propres  à  reçréfenter  cette  forte 
de  phénomènes  que  nous,  admirons  dans  l'univers. 
Quelle  étoit  ta  folie  grand  Defcartes  lorfque  tu  difois: 
Donnei-moi  de  la  matien  &  du  r^ouvement  &  je  ferai  un 
mendti  Si  ta  demande  t'eût  été  accordée,  nous  aurions 
yu^i'epenfe,  un  monde  bien  ridicule.  Comment  aurois- 
tu  difpofé  la  lumière  pour  que  fes  rayons  ne  fe  troublaf- 
fent  point  dans  leurs  mouvemens  >  pour  qu'ils  enflent 
différentes  refrangibilités  &  dififérens  accès  de  réflexion 
&  de  réfraâion  fuivant  les  couleurs  différentes,  pour 

Ïu'ils  produififlent  lâchaient  &  les  fermentations  ignées? 
Vautre  côté  quel  arrangement  aurois-tu  donné  aux  mo- 
lécules des  corps ,  de  quelle  épaifleur  aurois-tu  fait  leurs 
lames  propres  à  réfléchir  certaines  couleurs ,  à  tranf- 
mettfe  ou  a  abforber  les  autres  ?  Connoiflbis-tu  la  nature 


(*)  Si  quclauun  refufoit  d'admettre  ce  fyftêmc(que  le  cé- 
lèbre Bofcovicn ,  qui  en  eft  l'inventeur  ^  a  développé  dans  ce  fa- 
meux livre  qui  a  pour  titre  :  Theoria  PkilofophiA  rJacuraJis  re» 
da3a  adunicam  Icgem  virium  in  natura  exiftentium\  &  que  nou» 
donnons  pour  ce  qu*il  eft,  c*eft-à-dire  comme  une  hypothèfe 
phyfique  &  non  comme  une  vérité  de  Géométrie,  uniquement 
parce  quon  y  fuppofcles  premiers  ctémens  des  corps  inéten- 
dus, il  pourroit  en  confervant  tout  le  relie  ,  admettre  dans 
ces  élémens  uue  étendue  très  -  petite  ,  &  la  même  loi  àçs 
forces  par  lefquelles  nous  les  faifonsa^ir  les  uns  fur  les  autres. 

(**)  Je  fuppofe  auflî  que  Dieu  eut  fourni  à  Defcartes  les 
amcs  qui!  auroit  demandées  pour  animer  les  corps  humains 
qu'il  auroit  formés  avec  la  matière  &  te  mouvement  5  mais  en 
vcrité  ces  corps  (  fi  cependant  on  peut  dire  qu  il  en  auroit 
formé  )  auroient  été  bien  x^al  confiruits  &  bien  mal  organifés. 
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ce  fluide  dans  lequel  nous  nous  mouvons ,  par  lequel 
nous  entendons,  qui  entretient  notre  vie  parla  refpi^ 
ration  ,  conferve  la  chaleur  diurne  pendant  la  nuit  ^  pro- 
duit les  vents  pour  la  navigation ,  enlève  les  vapeurs 
d'où  fe  forment  les  pluyes  &  les  neiges  qui  fertiiifent 
nos  campagnes  ?  Que  dirai-je  de  la  gravité  qui  retient 
les  planètes  &  les  comètes  dans  leurs  orbites ,  la  mer 
dans  Tes  limites,  fait  couler  les  fleuves,  tomber  les 
neiges  &  les  pluies,  donne  aux  pendules  ces  mouve- 
mens  uniformes  qui  fervent  à  mefurer  le  tems  ?  Si  elle 
venoît  à  cefler  tout-à-coup,  où  irions- nous?  L'air  fe 
didîperoit  par  fon  élaflicité ,  la  moindre  impulfion ,  le 
moindre  vent  fufEroit  pour  décacher  un  homme  de  la 
terre  &  lui  communiquer  un  mouvement  oui  le  faifanc 
errer  dans  Tefpace  immenfe  ,  le  fépareroit  du  commerce 
des  autres  hommes.  Quelle  géométrie  n'a-t  il  pas  fallu 
pour  trouver  les  combinaifons  propres  à  former,  à 
nourrir  &  à  développer  les  corps  organifés  des 
hommes  &  des  animaux ,  les  arbres  ,  les  fleurs ,  les 
plantes  différentes  ?  Mais  que  font  ces  chofes  en  les 
comparant  à  celles  dont  nous  n'avons  pas  la  moindre 
idée ,  &  defquelles  nous  ignorons  même  .fi  nous  les 
ignorons  ? 

Celui  là  feul  peut  ignorer  qu'il  v  a  un  Etre  infini- 
ment fage  ,  infiniment  puiflant ,  infiniment  favant ,  qui 
ferme  les  yeux  ,  les  oreilîes  ou  plutôt  (car  ce  n'eftpas 
aflez  de  les  fermer  )  qui  s'arrache  les  yeux ,  le  tympan , 
le  limaçon ,  tout  ce  qui  contribue  à^  la  vue  &  à  l'ouie , 
ne  fait  aucune  attention,  ni  â  la  circulation  dufang, 
ni  à  la  nutrition ,  ni  àfoname,  ni  à  fbn  corps,  ni  à 
l'univers  (  *  )•  Quelle  reconnoiflance  ne  devoos-nous 
pas  au  grand  Etre  qui  en  créant  la  nature  &  choi- 


(  *  )  Il  a  cependant  paru ,  il  y  a  quelques  années  «  uq 
ouvrage  connu  loas  le  nom  de  Syfléme  dt  la  Nature ,  dans 
lequel  on  a  fondu  ,  pour  ainfî  dire  ,  toutes  les  difficul- 
tés que  les  athées  anciens  &  modernes  avoient  propof<fes  con- 
tre l'exideace  de  Dieu  ;  mais  l'auteur  de  ce  livre  rameux  que 
nous  avons  réfuté  fort  au  long  dans  notre  Métaphyfique  ^ 
a*cft  ni  Géomètre  ni  Phyficien. 


6^1  Cours  de  M  a the'm  at'iques. 

fiflant  les  moyens  propres  à  obrenir  h  fin  qu'il  s'eft 
propofée ,  nous  a  comblés  de  tant  de  bienfaits ,  nous  a 
donné  des  yeux  pour  voir  les  aftres  ôc  tant  d'autres 
inerveilles  ,  des  oreilles  pour  entendre ,  une  langue 
pour  communiquer  nos  penfées  à  nos  fcmblables ,  des 

Sieds  pour  nous  tranfporter  d'un  lieu  dans  un  autre  ^ 
es  mains  pour  faifir  les  corps  nécefTaires  à  nos  befoins, 
des  grains  ,  des  animaux  ^  des  fruits  délicieux  pour  nous 
nourrir^  ou  pour  en  faire  des  boifTons encore  plus  dé- 
licieufes,  des  bois  pour  nous  réchauffer  pendant  Thi- 
Ter  3  des  fruits  rafraîchi  (Tans  pour  modérer  les  chaleurs  de 
l'été ^  des  fleurs  pour  flatter  agréablement  notre  odorat» 
des  plantes  ;  des  minéraux  &  des  animaux  dont  nous  tirons 
tant  de  remèdes  propres  à  guétir  ou  â  foulager  les  ma- 
ladies auxquelles  notre  machine  eil  expofée  »  &  tant 
d'autres  chofes  dont  j*entreprendrois  envain  de  faire 
rénumération. 

Ainfi  la  Phyfique  ,  en  nous  faifant  connoitre  les 
mouvemens  des  aiires  ,  les  végétaux ,  la  nature  des  corps 
animés  &  inanimés  3c  les  raifons  de  tant  de  phéno- 
mènes étonnans  que  nous  préfente  le  fpeâacle  admira- 
ble de  cet  univers,  peut  nous  donner  une  idée  ^  quoiqu  im- 
parfaite y  de  la  gloire  ',  de  la  fageffe,  de  la  puifl^nce 
du  grand  Etre  ,  &  contribuer  à  faire  naître  dans 
nos  coeurs  des  fentimens  d'amour  ,  de  vénération 
&  de  reconnoiflance  envers  l'auteur  de  tant  de  mer^rcil- 
les,  qui  nous  a'  comblés  &  qui  nous  comble  tous  les 
jours  de  tant  de  bienfaits  :  tels  font  les  avantages  que 
l'on  peut  retirer  de  la  contemplation  de  la  nature. 


Fiw  Dv   Tome  cmauiBJus  et  vernij^e, 
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